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Vorwort. 

Das  vorliegende  Werk  ist  entstanden  aus  meinen  Vorlesungen 
über  den  fraglichen  Gegenstand  an  der  Königl.  Kriegs-Akademie 
und  fasst  zunächst  den  Zweck  ins  Auge,  meinen  Zuhörern  eine 
im  Sinn  meiner  Vorträge  durchgeführte  Bearbeitung  des  haupt- 
sächlich zu  behandelnden  Materials  darzureichen. 

Wer  eine  möglichst  ToUständige Übersicht  über  den  ganzen 
Umfang  der  Forschungsresultate  auf  dem  angesprochenen 
Gebiete  sucht,  würde  hier  demnach  fehlgreifen:  es  fehlt  u.  a.  jede 
eingehendere  Discussion  anderer  als  der  Elementarfunctionen  (wo- 
runter ich  diejenigen  verstehe,  welche  durch  die  sieben  gebräuch- 
lichen Rechnungsarten  direct  definirt  sind)  und  auch  jede  An- 
weisung über  die  Behandlung  der  Differentialgleichungen.    Trotz- 

.  dem  dürfte  das  Inhaltsverzeichnis  ergeben,  dass  ein  Cursus  von 
zwei  Semestern  auf  den  Universitäten  wohl  kaum  irgendwo  eine 

^  weitere  Ausdehnung  hat  Einzelne  Abschnitte  aus  der  sogenannten 
algebraischen  Analysis  und  aus  der  analytischen  Geometrie  (im 
Anhang)  sind  in  Folge  theoretischer  und  praktischer  Rücksichten 
ausfuhrlicher  erörtert,  als  es  vielleicht  Mancher  dem  Titel  des 
Buches  nach  erwartet. 

Wegen  der  Beigabe  des  geometrischen  Anhangs  glaube  ich 
mich  nicht  erst  entschuldigen  zu  müssen,  da  Beispiele  zur  Ein- 
übung der  Sätze,  auch  zur  Klärung  des  Inhalts  derselben,  durch- 
{lus  unentbehrlich  sind,  und  da  die  Verwendung  der  Differential- 
und  Integralrechnung  in  der  Geometrie  ausserdem  den  Reiz  und 
den  Nutzen  bietet,  schon  aus  den  elementarsten  Lehren  des  neuen 
Caiculs  auf  einem  bereitliegenden  Gebiete  der  Anschauung  neue 
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Gesichtspunkte  und  Resultate  zu  gewinnen.  Diese  Anwendungen 
aber  dem  laufenden  Texte  selbst  in  grösserer  Ausdehnung  einzu- 
verleiben, als  es  für  nothwendig  erachtet  werden  mag,  um  die 
Genesis  des  Begriffs  der  continuirlichen  Folge  der  absoluten 
Zahlen  durchleuchten  zu  lassen  und  um  die  Mittel  zu  einer 
fruchtbaren  Veranschaulichung  arithmetischer  Formen  an  die  Hand 
zu  geben,  habe  ich  mich,  entgegen  dem  herrschenden  Gebrauch, 
nicht  entschliessen  können,  damit  das  System  der  Infinitesimal- 
rechnung (Differential-  und  Integmlrechnung)  klarer  hervortrete, 
als  es  bei  dem  umgekehrten  Verfahren  der  Fall  ist.  Nach  meiner 
Ansicht  kommen  Vorträge  und  Lehrbuch  eben  nur  dann  zur  vollen 
Wirksamkeit,  wenn  sie  sich  in  der  Weise  ergänzen,  dass  da& 
letztere  consequent  den  Faden  der  nothwendigen  Zwischen- 
glieder abwickelt,  wo  der  Vortrag  aus  pädagogischen  Gründen 
erläuternde  Beispiele  und  Streifzüge  auf  verwandte  Gebiete  da- 
zwischen schiebt.  —  Übrigens  dürfte  die  Schwierigkeit,  geeignete 
Beispiele  aus  dem  Anhange  überall  herauszufinden,  sich  als  gering 
erweisen,  da  der  Inhalt  eines  jeden  Paragraphen  nicht  nur  im 
Inhaltsverzeichnis,  sondern  auch  im  Text  vorgemerkt  ist,  und  da 
man  ausserdem  eigentlich  nur  blind  ;zuzugreifen  braucht,  um  auf 
ein  ausgeführtes  Beispiel  oder  eine  Anweisung  zur  Anwendung 
zu  stossen. 

Femer  erscheint  mir  die  directe  Einverleibung  von  zahl- 
reichen Beispielen  aus  einem  besonderen  Gebiete  der  Anwendungen 
in  einen  Leitfaden  eines  Organons  der  Erkenntnislehre  —  und 
als  ein  solches  muss  die  Infinitesimalrechnung  doch  wohl  ange- 
sehen werden  —  desto  bedenklicher,  je  grösser  das  Interesse  ist, 
welches  das  Anwendungsgebiet  aus  seiner  eigenen  Natur  heraus 
für  sich  in  Anspruch  nimmt.  Denn  es  liegt  die  Gefahr  sehr 
nahe,  die  nüchterne  wissenschaftliche  Aufmerksamkeit  durch  eine 
Würze  abzulenken,  welche  einige  Verwandtschaft  mit  derjenigen 
angenehmen  Unterhaltung  hat,  durch  welche  das  grosse  Publicum 
heutzutage  an  die  „populären  wissenschaftlichen'*  Vorträge  heran- 
gezogen- wird.  Wie  es  bei  diesen  auf  die  Stichhaltigkeit  der 
Argumentation  in  erster  Linie  durchaus  nicht  ankommt,  sondern 
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auf  eise  Färbung,  welche  man  geistreich  nennt,  eine  Mischung 
von  Wahrheit  mit  bevorzugter  Dichtung  —  ähnlich  hat  man  in 
den  letzten  Jahrzehnten  vor  dem  Nachwuchs  der  Jünger  der 
Wissenschaft  die  Grundlagen  der  letzteren  recht  häufig  behandelt 
und  sein  Hauptaugenmerk  nebenher  auf  die  Abrichtung  zu  tech- 
nischer Fertigkeit  gerichtet.  Man  übersah,  dass  auf  diese  Weise 
die  Ausbildung  einer  gewissen  Specialität  von  Raritätensammlern 
vor  derjenigen  solcher  Forscher  bevorzugt  wurde,  welche  die 
Raritäten  einem  wissenschafUich  und  durchsichtig  geordneten 
Museum  einzuverleiben  befähigt  seien. 

Damit  will  ich  natürlich  durchaus  nicht  die  Mehrzahl  der 
Sammler  und  Finder  von  Kostbarkeiten  für  blose  Raritäten- 
sammler ausgeben.  Ich  will  nur  hervorheben,  dass  die  Verehrung 
der  Schaustücke  als  hervorstechende  Liebhaberei  zwar  manche 
Anregung  bringen  kann,  jedoch  für  den  Hauptzweck  jeder  Wissen- 
schaft, die  geistige  Entwickelung  des  Menschengeschlechts,  einen 
sehr  zweifelhaften  Werth  besitzt. 

Zieht  nicht  der  moderne  Mjsticismus  seinen  Lebenssaft  grade 
aus  dem  Missverstand  und  dem  Missbrauch  der  Mathematik? 

Da  ist  einerseits  der  Quell,  welcher  aus  der  „Unbegreiflich- 
keit*' und  „Unbestimmtheit"  des  Unendlichkleinen  und  -grossen 
fiiessend  den  Intellect  angeblich  in  Zwiespalt  mit  sich  selbst 
bringt,  andrerseits  der  Born,  welcher  aus  Formeln  ohne  Inhalt 
—  wie  sie  deren  Urheber  gar  nicht  gefasst  wissen  wollen  — 
Anschauungen  ableitet  und  so  Gott  da^  Geheinmis  der  Schö- 
pfung aus  Nichts  ablauscht,  indem  —  das  muss  doch  wohl 
die  propositio  minor  sein?  —  Unendlichkleines  den  Mangel 
der  Qualität  im  Quantum  dadurch  aufhebt  —  dass  das 
Quantum  annullirt  wird. 

Thut  es  einer  Wissenschaft  nicht  noth,  sich  auf  ihre  Grund- 
lagen zu  besinnen,  wenn  sogar  unter  ihren  angeregtesten  Jüngern 
solche  Unklarheiten  platzgreifen,  und  wenn  die  Ungeheuerlichkeiten 
der  dadurch  entfesselten  Phantasie  —  wahrlich  nicht  zum  Besten 
des  Gemeinwohls  —  ins  grosse  Publicum  geschleudert  werden 
können,  welches  sich  nachgrade  als  dazu  befähigt  ansehn  muss, 
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die  Sicherheit  der  wissenschaftlichen  Thatsachen  durch  Massen- 
ahstimmungen festzustellen? 

Unter  den  Ursachen,  welche  zur  Verschleierung  des  berührten 
Nothstandes  und  seiner  Quellen  mitwirken,  spielt  eine  gewisse 
Rolle  der  freundschaftliche  Austausch  von  Sprachbildern  zwischen 
der  Arithmetik  und  der  Geometrie,  bei  welchem  sich  diese  beiden 
hauptsäx^hlich  und  zuerst  bearbeiteten  mathematischen  Disciplincn 
erfahrungsgemäss  so  Wohlbefinden,  dass  man  ohne  die  nüchternste 
Aufmerksamkeit  unvermerkt  dahin  gelangen  kann,  etwas,  wie  eine 
prästabilirte  Harmonie,  als  in  allen  Stücken  vorhanden  und  viel- 
leicht nothwendig  vorhanden  anzunehmen.  Die  Geometrie  mit 
ihren  unendlich  entfernten,  ihren  imaginären  Graden  u.  s.  w.  — 
d.  i.  mit  Redewendungen,  durch  welche  sie  durchaus  nur  ihre 
Hörigkeit  gegen  die  Arithmetik  bezeichnen  will  —  lässt  sich 
nicht  von  aller  Verschuldung  freisprechen:  aber  doch  nur  bei 
einem  oberflächlichen,  aus  naiver  Gewöhnung  gewonnenen  Anblick. 
Die  Hauptschuld  trägt  die  oberflächliche  Behandlung  der  arith- 
metischen Disciplinen. 

Und  daher  habe  ich  es  unternommen,  das  Gebäude  der 
letzteren  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Infinitesimalrechnung 
hier  darzustellen,  wie  ich  es  früher  bereits  für  die  ersten  Elemente 
gethan  habe. 

Von  allen  Seiten  Zustimmung  zu  finden,  erwarte  ich  nicht, 
da  ich  sicher  Gegner  haben  werde,  welche  ehrlich  bei  ihrer  Auf- 
fassung der  Angelegenheit  das  Priucip  nicht  anerkennen,  wahr- 
scheinlich —  wie  ich  es  bei  einer  andern  Gelegenheit  schon  er- 
fuhr —  aber  auch  solche,  welche  aus  unlauteren  Motiven  wissent- 
lich zui*  Unwahrheit  und  Entstellung  greifen.  Letztere  berühren 
mich  weiter  nicht.  Zur  möglichen  Verständigung  mit  Ersteren 
habe  ich  noch  Einiges  hinzuzufügen,  um  wenigstens  einen  Theil 
von  demjenigen  hinwegzuräumen,  was  sie  vielleicht  mit  Unrecht 
als  Pedanterie  oder  Wunderlichkeit  zu  bezeichnen  geneigt  wären. 
Ich  gebe  Diesen  von  vorne  herein  zu,  dass  es  der  Arbeit  an 
eclatanten  Spuren  einer  gleichzeitigen  angestrengten  Berufsthätig- 
keit  nicht  fehlen  wird,  stehe  aber  sonst  für  die  Besonderheiten  ein. 
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Die  zunächst  in  die  Augen  springende  Besonderheit  ist  die 
Untermischung  der  Dififerential-  mit  der  Integrabrechnung.  Absolut 
uen  ist  diese  Behandlungs weise  ja  nicht»  aber  selten  beliebt:  und 
zwar  aus  einer  dem  Gegenstand  wissenschaftlich  fremden  Veran- 
lassung. Wäre  das  Uniyersitätssemester  länger,  so  würde  man 
die  Trennung  zwischen  Differential-  und  Integralrechnung  eben 
so  wenig  machen,  wie  Jemand  auf  dem  Gymnasium  ein  Semester 
mit  den  beiden,  die  eigentliche  Multiplication  allein  angehenden 
Sätzen  n(a4-b)  =  na  +  nb  und  m(na)  =  n(ma)  =  (mn)a  aus- 
zufüllen geneigt  sein  wird,  um  im  zweiten  Semester  Alles  zu  er- 
ledigen, was  aus  der  Untermischung  des  Theilens  und  Messens 
mit  der  Multiplication  entsteht  Jede  arithmetische  Operation 
hat  eben  die  Eigenthümlichkeit,  einerseits  sich  mit  ihren  laver- 
sionen  für  die  Zwecke  der  wissenschaftlichen  Praxis  zu  combiniren 
und  andererseits  durch  diese  Gombiiiationen  Erweiterungen  zu 
erfahren.  Giebt  man  dies  dem  äusseren  Anscheine  nach  nicht 
za,  so  verdunkelt  man  nicht  nur  die  Begriffe,  sondern  umgeht 
dieselben  zugleich  mit  der  Wirkung,  dass  die  Verschleierung  auch 
eine  wesentliche  Unbestimmtheit  der  Resultate  zur  Folge  hat 
An  der  „reinen"  Differentialrechnung  zeigt  sich  djes  ausserordent- 
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lieh  deutlich,  da  schon  der  Satz  c— >,--  =  ^— ^--  und  nun  gar  der 
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Taylorsche  ohne  Heranziehung  der  bestimmten  Integrals  unab- 
leitbar sind,  wenn  man  sich  nicht  zu  wissenschaftlicher  Taschen- 
spielerei bekennen  oder  wenigstens  wesentliche  Theilß  der  Deter- 
mination jener  Sätze  bei  Seite  schieben  will. 

Zudem  reicht  man,  ohne  das  Gebiet  der  Integralrechnung 
zu  berühren,  auch  bei  der  Darstellung  der  Derivirten  nach  einer 
Variabein  nicht  über  das  Gebiet  der  algebraischen  Functionen 
hinaus;  denn:  sämmtliche  Hülfsmittel,  welche  man  auch  zur  Defi- 
nition von  e  und  Differentiation  von  e^  heranziehen  mag,  sind 
nichts  als  eine  mangelhafte  Verhüllung  dieser  Thatsache  für  den 
Anfänger  und  ersparen  weder  Zeit  noch  geistige  Arbeit,  falls  ihr 
klares  Verständnis  bezweckt  wird.  Wie  leicht  subsumirt  sich 
beispielsweise  nicht  die  ganze  in  der  Differentialrechnung  verwend- 
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bare  Theorie  der  Reiheiiconvergenz  unter  die  allgemeineren  Lehren 
über  die  Bestimmtheit  der  Integral werthe?  —  Freilich  eine  fast 
ganz  vernachlässigte  Frage!  Und  wie  unnöthig  ist  eine  durch 
solche  Hülfsmittel  verschobene  Grundlage  der  Deduction,  zumal 
da  mau  sich  durch  sie  deu  Vortheil  eines  bequem  zu  transfor- 
mirenden  Ausdrucks  für  den  Rest  entgehn  lässt,  ganz  abgesehn 
davon,  dass  grade  der  Anfänger  —  in  ganz  gesundem  Gefühl  — 
sich  noch  misstrauisch  gegen  die  Bestimmtheit  von  Grössen  ver- 
hält, für  die  er  kein  klares  Symbol  siehtl  Die  Erfahrung,  dass 
dieses  Misstrauen  aus  Respect  vor  Auctorität  und  aus  Freude  über 
eine  grosse  Fülle  von  interessanten  Resultaten  meistens  bald  in 
den  Hintergrund  tritt,  darf  nicht  —  wie  es  häufig  geschieht  — 
mit  einer  Constatirung  der  später  erlangten  Einsicht  verwechselt 
werden. 

Meine  Behandlung  des  binomischen  Satzes  —  des  einzigen, 
welcher  in  dem  Bereich  der  uns  vorliegenden  Materie  ohne  Zirkel- 
schluss  und  ohne  Nöthigung  zur  Wiederholung  bereits  ausgeführter 
Betrachtungen  vom  Ts^ylorschen  Satze  Gebrauch  macht  —  wird 
meine  obige  Behauptung  über  den  Nutzen  eines  trausformations- 
fähigen  Restausdrucks  rechtfertigen.  Ich  habe  ihn  zum  Theil 
grade  zu  diesem  Zweck  eingehender  in  Betracht  gezogen,  als  es 
sonst  geschehen  ist,  die  Abelschen  und  Cauchyschen  Untersuchungen 
nicht  ausgenommen,  zumal  da  es  mir  auch  daran  lag,  diejenigen 
Anticipationen  aus  der  Infinitesimalrechnung  anzudeuten,  von 
welchen  schon  die  „elementare  Analysis"  nothwendig  Gebrauch 
macht,  falls  sie  begriflFlich  verfährt. 

Daher  musste  ich  auch  die  complexen  Zahlen  —  diese  in 
gleicher  Weise  segensreiche  Erfindung  für  die  formale  Allgemein- 
heit der  Sätze  des  Radicirens,  wie  es  die  Vietasche  Erfindung 
der  positiven  und  negativen  für  die  Subtraction  tmd  die  Erfindung 
der  gebrochenen  und  der  irrationalen  für  die  Division  gewesen 
ist  —  ii\  die  richtige  Beleuchtung  bringen,*  trotzdem  sie  noch 
immer  nicht  ihr  volles  Bürgerrecht  erlaugt  haben  und  nur  wider- 
willig als  „imaginaires"  und  „leider  unvermeidlich"  neben  den 
positiven  und  negativen  im  Nothfall  geduldet  zu  werden  pflegen. 
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Es  sind  die  complexen  Zahlen  aus  diesem  Grunde  auch  zur 
Differentiation  und  Integration  herangezogen  von  da  ab^  wo  mit 
der  Genesis  complexer  Exponenten  zugleich  die  Kreisfunctionen  als 
die  reellen  Bestandtheile  von  e**  definirt  und  dadurch,  frei  von  jedem 
geometrischen  Beigeschmack,  in  ihrer  rein  arithmetischen  Natur 
erkannt  WQrden,  so  wie  ihre  Eigenschaften  durch  die  einfachsten 
Rechenmanipulationen  ans  Licht  treten. 

Nachdem  hierdurch  die  begriffliche  ludentität  der  Arcus  und 
Logarithmen  constatirt  ist,  und  die  Formeln  für  die  Transforma- 
tion der  einen  Form  in  die  andere  aufgestellt  sind,  fällt  jede 
Berechtigung  weg,  die  complexen  Gebilde  ängstlich  zu  vermeiden, 
zumal  da  sie  häufig  die  bequemsten  Handhaben  des  Galculs  dar- 
reichen. 

Freilich  geht  dies,  wo  die  unabhängigen  Yariabeln  complex 
sind,  nicht  an,  ohne  die  bisherige  Domäne  der  Functionentheorie 
flüchtig  zu  streifen;*  was  ich  übrigens  nicht  für  einen  Nachtheil 
ansehn  kann,  da  ein  Blick  in  die  Hallen  hinter  dem  betretenen 
Vorhofe  einen  reichen  Gewinn  an  Anregung  bietet.  Ausserdem 
lässt  sich  die  Benutzung  von  unabhängigen  complexen  Yariabeln 
ohne  grosse  Umwege  veimeiden,  und  ist  von  mir  im  allgemeinen 
auch  vermieden  worden. 

G^en  die  Gepflogenheit,  Integi*ationsmittel  und  -resultate  als 
für  den  grade  vorliegenden  Fall  „ungültig^*  zu  verwerfen,  wenn 
sich  wider  die  Erwartung  das  i  in  ihnen  findet,  möchte  ich  noch 
auf  den  nicht  zu  unterschätzenden  Nachtheil  aufmerksam  machen, 
dass  diese  sogenannten  Ausnahmefälle  vom  Anfanger  leicht  mit 
den  wirklichen   (begrifflich   nicht   aufgelösten)  Ausnahmefällen, 

wie  |r-5  verwechselt  werden.    Deren  volle  Würdigung  ist  ihm  dann 

ebenfalls  erschwert,  sobald  die  ersteren  sich  ihm  aufzulösen  an- 
fangen, zumal  da  nuin  sich  meistens  nicht  die  Mühe  giebt,  von 
vorne  herein  Substitutionswerth  mid  Grenzwerth  scharf  zu  unter- 
scheiden und  die  Frage  nach  deren  Existenz  zu  discutiron.  Später, 
nachdem  die  Grundlage  gelegt  ist,  kann  man  ja,  ohne  Besorgnis 
vor  Missverständnissen,  jede  bequeme  Sprechweise  wählen,  wie  man 
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ja  auch  vor  bereits  geschulten  Zuhörern  oder  Lesern  durchaus 
nicht  sämmtliche  Determinationen  und  Ausnahmen  an  denjenigen 
Stellen  anzudeuten  oder  gar  zu  erledigen  braucht,  an  welche  sie 
anknüpfen. 

Endlich  möchte  ich  noch  zur  Frage  stellen,  ob  nicht  die 
Scheu  vor  der  Einfuhrung  der  complexen  Zahlen  in  die  Elemente 
der  Infinitesimalrechnung  in  ursächlichem  Zusammenhange  steht 
mit  den  noch  in^ner  nicht  ganz  und  allgemein  überwundenen 
Unklarheiten  über  die  Natur  des  Positiven  und  des  Negativen? 
—  Ich  glaube  nicht  zu  irren,  wenn  ich  die  Signatur  der  auch 
jetzt  noch  verbreitetsten  Auffassung  so  charakterisire: 

Positiye  und  absolute  Zahlen  sind  ihrem  Begriffe  nach  iden- 
tisch. Negative  Zahlen,  an  und  für  sich  unsinnig,  lassen  sich  in 
der  Geometrie  bei  der  Benutzung  von  Goordinatensystemen  er- 
faihrungsgemäss  mit  Vortheil  und  Sicherheit  verwenden,  wenn  man 
die  Vorzeichen  als  Richtungsindices  ansieht  unter  gewissen  Regeln 
von  den  Zeichen  wechseln;  daher  muss  der  Begriff  der  Richtung 
in  die  Arithmetik  einverleibt  werden,  zumal  da  er  auch  in  ihr 
Nutzen  bringt,  wie  wenig  er  im  Grunde  dahin  passt.  Nachdem 
die  Geometrie  der  Arithmetik  diesen  Gefallen  gethan  hat,  steigert 
sie  sogar  ihre  Güte  noch  durch  eine  Erweiterung  des  Richtungs- 
begrifis  in  der  Ebene  mit  der  Darreichung  der  complexen  Zahlen. 
Es  ist  recht  schade,  dass  der  dreidimensionale  Raum  sidi  spröder 
verhält,  was  —  da  die  Arithmetik  erfahrungsgemäss  ihre  wich- 
tigsten Bereicherungen  aus  richtiger  Erkenntnis  geometrischer 
Beziehungen  erhält  —  vielleicht  daran  liegt,  dass  wir  über  den 
Raum  eine  nicht  ganz  zutreffende  Anschauung  haben. 

Wie  man  nur  selten  auf  Irrwege  zu  gerathen  pflegt,  wenn  man 
nicht  beim  Ausgange  sich  sicher  zu  fühlen  berechtigt  ist,  so  auch 
hier.  Denn  die  Arithmetik  bedarf  der  geometrischen  Anschauung, 
oder  benutzt  sie  wenigstens  hauptsächlich  und  hat  sie  auch  haupt- 
sächlich in  Absicht,  wo  sie  vom  Begriff  der  Zahl,  als  dem  Schema 
eines  bestimmt  eingetheilten  Ganzen  von  beliebiger  und  durch- 
aus nicht  nothwendig  homogener  Qualität,  zu  derjenigen  Zube- 
reitung   des   Zahlenbegriffs    übergeht,    vermöge   welcher   er   zum 
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Schema  für  alle  beliebig  eintheilbaren  Quanten  von  be- 
liebiger homogener  Qualität  besondert  werden  soll.  Zu 
andern  Zwecken  bedarf  sie  der  Vermittelung  der  geometrischen 
Inschauung  nicht,  namentlich  bedarf  sie  keiner  Sätze  über  geome- 
trische Figoren.  Vielleicht  gäbe  es  gar  keine  Arithmetik  in 
unserm  Sinne,  wenn  die  Raumanschauimg  uns  nicht  die  ihr  eigen- 
thömliche  Mannichfaltigkeit  von  Quantitäten  darböte,  da 
dann  das  Bedürfnis  der  jetzt  durchgeführten  Abstraction  von  der 
Qualität  fehlte. 

Der  Begriff  der  stetigen  Zahlenfolge  in  der  Arithmetik  — 
ein  aus  der  Eintheilung  allein  unmöglich  ableitbarer  Begriff 
—  würde  sich,  wenn  man  die  Raumanschauungen  bei  Seite  lässt, 
wenigstens  aus  der  Zeitanschauung  wohl  kaum  entwickelt  haben 
nnd  nur  wenig  fruchtbar  gewesen  sein,  zumal  da  sogar  eins  der 
ersten  Postulate  unserer  Arithmetik  (nämlich:  a-f-l>  =  l>-f-ft)  ^^s 
ihr  schwerlich  begründet  werden  mag.  Der  Begriff  der  stetigen 
Zahlenfolge  also  kann  sich  seiner  Beziehung  auf  die  Zwecke  der 
geometrischen  Verwendung  beim  Messen  schwer  entschlagen  (yiel- 
leicht  unmöglich  — '  was  ich  hier  nicht  ausmachen  will).  Er 
schliesst  in  sich  das  Urtheil  ein,  dass  alle  in  geometrischer  Conti- 
nuität  stehenden  Grössen  beim  Übergang  von  einem  Quantum  zu 
einem  andern  jeden  dazwischenliegenden  Werth  annehmen  müssen, 
dass  also  u.  a.  eine  Function  =0  werden  muss,  welche  geome- 
trisch veränderliche  Quanta  messend  ihr  Vorzeichen  wechselt 
Gegen  diesen  Annullirungsschluss  ist  man  neuerdings  misstrauisch 
geworden  durch  die  Verwechselung  der  Frage  mit  einer  absolut 
anderen,  ob  eine  durch  eine  synthetische  Gleichung  ge- 
gebene Function  beim  Übergang  von  negativen  zu  positiven 
Wertheu  in  Folge  der  geometrisch  stetigen  Veränderung  der 
unabhängigen  Variabein  annullirt  werden  müsse,  nachdem  man 
eingesehen  hat,  dass  solche  Functionen  Sprünge  machen  können. 
Man  geht  aber  in  dem  Misstrauen  zu  weit,  wenn  man  es  auf 
Functionen  j  =  f(x)  ausdehnt,  welche  nicht  bloss  für  jeden 
Werth  von  x  in  einem  gewissen  Intervall  einen  bestimmten 
Werth  von  y  ergeben,  sondern  auch  umgekehrt  für  jedes  y  des 
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von  ihm  hierbei  beschrittenen  Intervalls  ein  bestimmtes  x  seines 
berührten  Intervalls  —  das  letztere  etwa  dadurch  bewiesen,  dass 
x  =  g>(j)  durch  eine  conyergente  Reihe  mit  unendlidb  kleinem 
Jx  für  unendlich  kleine  Jj  dargestellt  werden  kann«  Und  von 
solcher  Beschaffenheit  sind  mindestens  alle  algebraischen  Functionen 
^(x,y)  =  0  imd  alle  Elementarfdnctionen.  Aus  diesem  Grunde 
habe  ich  keinen  Anstand  genommen,  von  dem  Annullirungssatze 
Gebrauch  zu  machen.  Da  es  zudem  bei  der  Behandlung  von 
Thematen  geschehen  ist,  welche  Mancher,  obwohl  gegen  meine 
Ansicht,  als  nicht  mehr  zu  den  Elementen  der  Infinitesimalrech- 
nung gehörig  ansieht,  so  hoffe  ich,  auf  keinen  zu  gewichtigen 
Widerspruch  zu  stossen. 

Was  im  Übrigen  die  mir  eigenthümliche  Betrachtungsweise 
betrifft,  so  kann  ich,  abgesehen  von  den  jedem  kundigen  Leser 
erkennbaren  Thatsachen  —  dem  allgemeinen  Satz  über  die  par- 
tielle Integration  (§.  21),  der  unausgesetzten  Restcontrole  u.  dgl.  — 
nicht  umhin,  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  die  Herren 
Bbiot  und  BoüQUET  in  der  zweiten  und  durchaus  neufundamentirten 
Auflage  ihrer  Theorie  des  fondions  douhlement  periodiques  (The- 
orie des  fondions  eUiptiqaes.  Paris  1873)  vielleicht  verbunden 
gewesen  sein  würden,  anzugeben,  was  sie  dabei  meiner  Abhand- 
lung vom  Jahre  1867  und  meinem  Briefe  vom  30.  Jan.  1807 
entnommen  haben. 

Berlin,  im  Juni  1880. 
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Capitel  I. 

Einleitung. 

§1. 
Die  Grundbegriffe  der  Functionalbetrachtung. 

L  Eine  als  völlig  bestimmt  gedachte  Zahl*)  —  d.  i. 
eine  solche,  über  deren  Werth  bereits  endgültig  verfugt  ist  — 
heisst  eonstant  oder  unTer&nderllch.  Dagegen  wird  eine 
Zahl,  an  deren  Stelle  es  freistehen  soll  Zahlen  von  an- 
derem Werthe  zu  setzen,  variabel  oder  veränderlieh 
genannt. 

Die  Gonstanten  bezeichnet  man  in  der  Regel  durch  die  ersten 
Buchstaben  des  Alphabets  (a,  b,  c,  .  .  .),  die  Varia beln  durch  die 
letzten  (.  .  .  ,  u,  v,  w,  x,  y,  z). 

II.    Unendlieh  i  f ,  ,     [   heisst   eine   Variable   x,    für 

\  klein  j 


^)  üeber  den  Begriff  der  Zahl  in  der  Arithmetik  vergleiche  man  mein 
Lehrbuch  „Elemente  der  Mathematik'^  —  Die  reellen  Zahlen,  mit  denen 
wir  es  hier  zunächst  allein  zu  thun  haben,  lassen  sich  nach  denjenigen  Erwei- 
terungen des  Zahlbegriffs,  welche  die  ersten  vier  Bechnungsarten  zum  Zweck 
der  Allgemeingültigkeit  ihrer  Formeln  erfordern,  u.  a.  ansehn  als  die  Ge- 
sammtheit  aller  Quotienten  zwischen  einer  veränderlichen  und  einer  constanten 
Grösse  von  gleicher  Qualität.  Man  kann  also,  wenn  z  eine  Zahl,  x  eine 
veränderliche  und  a  eine  constante  Strecke  ist,  jede  Veränderung  von  x 
durch  die  Veränderung  von  z  in  der  Gleichung  x=^za  voll- 
ständig beschreiben. 

Worpitzkf,  Differential-  u.  IntogralrecbnuDg.  1 
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welchemanubereingekommen  ist  eine  8olche<  ,       ,  ,   > 

labnehmendej 

Reihe  von  Werthen 

^l>    ^2>    ^35    ^4?    •   •    • 

ZU    setzen,     dass    deren    absoluter    Betrag    schliesslich 

^  ,  ,  .  I  wird  und  bleibt  als  iede  nach  Belieben  aus- 
\kleinerj  •' 

gewählte  Constante. 

Man  sagt  also  dadurch,  dass  man  eine  Zahl  unendlich  gross 
oder  klein  nennt,  durchaus  nichts  über  ihren  augenblick- 
lichen Werth  ^aus,  sondern  kennzeichnet  nur  die  Art  der  Ver- 
änderung ihres  Werthes;  oder  genauer:  man  kennzeichnet  dadurch 
nur  den  Verlauf  einer  Reihe  von  Zahlen,  die  nach  und  nach  an 
ihrer  Stelle  substituirt  werden  sollen.  —  Z.  B.  ist  es  ganz  correct, 
zu  sagen:  „Die  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  ist  unendlich 
klein."  anstatt:  „Die  Erde  nähert  sich  im  Verlauf  der  Jahrtausende 
der  Sonne  immer  mehr  und  bis  zu  jeder  beliebig  kleinen  Entfer- 
nung," —  Um  nicht  in  Irrthümer  zu  verfallen,  muss  man  die 
Begriffe  „unendlich  klein",  „null",  „sehr  klein",  „beliebig/  klein" 
u.  s.  w.  von  vorne  herein  scharf  unterscheiden;  desgleichen  „un- 
endlich gross"  u.  s.  w.  ^) 

III.  Man  nennt  eine  Constante  a  den  Orenzwerth  (limes) 
einer  Yarlabeln  x,  wenn  die  Veränderung  der  letzteren  so 
vor  sich  geht,  dass  der  absolute  Werth  der  Differenz 
(a  —  x)  unendlich  klein  ist.  —  Man  schreibt  dies: 

lim'X  =  a,  oder:  lim'(a  —  x)  =  0,  oder:  lim-(x  —  a)  =  0. 

IV.  Das  Zeichen  dafür,  dass  eine  Variable  x  unendlieh 

wächst,  ist: 

lim .  X  =  cx).  2) 

')  Wir  machen  hierauf  deshalb  so  dringend  aufmerksam,  weil  die 
meisten  Lehrbücher  —  auch  die  besseren  —  diesen  Unterschied  nicht  hin- 

< 

reichend  betonen  oder  wohl  gar  zur  Verwechselung  der  kaum  verwandten 
Begriffe  anleiten,  so  dass  Diejenigen,  welche  in  die  Wissenschaft  erst  ein- 
treten, meistens  dazu  verurtheilt  sind,  sich  mit  künstlich  geschaffenen,  in 
Wahrheit  gar  nicht  vorhandenen  Schwierigkeiten  der  Auffassung  des  Ge- 
genstandes auf  eigene  Hand  abzufinden;  was  ihnen  erfahruugsgemäss  nicht 
immer  gelingt. 

^)  Hiermit  soll  natürlich  nicht  gesagt  sein,  dass  es  eine  Constante  oo  gäbe. 
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Y.   Will    man    anzeigen,    dass    die    Variable   y   eine 

Werthreihe 

Ji»  72*  Ja»  745  •  •  • 
zu  durchlaufen  gezwungen  ist,  weil  eine  andere  Variable 

X  eine  Werthreihe 

Xj^j  X25  Xj,  x^,... 

durchläuft,  so  nennt  man  y  eine  Function  von  x.  —  Sym- 

hole  dafür  sind: 

y  =  /"(x),  y  =  g)(x),  y  =  ip(x),  u.8.w. 

Bei  dieser  Beziehung  der  Variabein  y  und  x  zu  einander 

nennt  man  y  die  abliSnglge,  x  die  unabhSnglge  Variable 

oder  das  Argument  der  Function. 

Fasst  man,  ohne  das  Abhängigkeitsgesetz  der  beiden 
Yariabeln  von  einander  zu  ändern,  umgekehrt  x  als  Func- 
tion von  y  auf,  so  heisst  x  =  F(y)  die  inrerse  Function 
von  j  =  f{x). 

Es  genügt  vorläufig,  die  Gleichung  j  =  f(x)  so  aufzufassen, 
dass  f  das  Zeichen  für  einen  arithmetischen  Ausdruck  ist,  welchen 
man  nach  Belieben  aus  der  Variabein  x  und  aus  Constanten  zu- 
sammengesetzt hat,  dessen  Form  dann  aber  nicht  geändert  werden 
darf,  80  lange  man   dasselbe  Functionszeichen  /*  beibehält. 

X 2 

Z.B.  könnte  man  f(x)  =  ^ ; — a   naachen   und   diesen   Ausdruck 

^  ^        ox-j-  4 

durch  y  bezeichnen;   dann  nimmt  die  abhängige  Variable  y  für 

die  Werthe 

Xi  =  — 3,  Xg  =  —  2,  X3  =  —  1,  X4  =H-  0,  Xß  =  +  1,  xg  =  +  2, 

Xw  "^^^^  —j —  o,    ... 

der  unabhängigen  Variabein  x  folgende  Werthe  an: 

y,  =  /-(.tO)  =  -i    y,=/-(+l)  =  _^.  y,  = /•(+ 2)  =  t  0. 

y7=/"(+3)  =  +  ^,  ... 

X 2 

Als  inverse  Function  von  y  =  /*(x)  =  ^ — ---r  erhält  man 

^  ox  -|-  4 

x  =  F(y)  =  ^±Ay. 

Um  verschieden  zusammengesetzte  Functionen  zu  bezeichnen,  be- 

i^utzt  man  die  verschiedenen  Functionszeichen  /*,  go,  ip,  .  .  . 

1* 
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Schliesslich  wollen  wir  noch  darauf  aufinerksaiü  machen,  dass 
die  Werthreihe  y^,  y^,  yg,  y^,  .  .  .  ,  welche  y  bei  der  Veränderung 
von  X  zu  durchlaufen  hat,  auch  aus  lauter  gleichen  Zahlen  be- 
stehen kann,  dass  es  also  durchaus  nicht  in  der  Absicht  liegt, 
die  Bezeichnung  y  =  /'(x)  auf  solche  Fälle  zu  beschränken,  in 
denen  y  sich  gleichzeitig  mit  x-  ändert,  zumal  da  es  bei  einer 
verwickelteren  Zusammensetzung  von  f{x)  nicht  immer  so  einfach 
ist,  die  Veränderlichkeit  der  Function  j  =  f(x)  zu  constatiren. 
Eine  constante  Function  von  x  ist  z.B.  x  =  (5-f-x)  —  x  =  5; 
und  auch 

3  1_ 

_^(x  — 2)»  — (x'  — 3x"')>  +  8 

^  X 

besitzt  einen  constanten  Werth  3  für  jedes  x  ausser  für  x  =  0, 
wo  der  Werth  von  y  nach  Willkür  angenommen  werden  kann. 

VI.  Eine  Function  f(x)  heisst  stetig  an  der  Stelle  x=a, 
falls  erstens  die  Substitution  von  x  =  a  einen  bestimmten 
Werth  f(si)  —  den  „Substitutionswerth''  —  ergiebt,  und 
zweitens  dieser  Substitutionswerth  /*(a)  auch  der  O^renz- 
werth  von  f{x)  bei  der  Annäherung  von  x  an  a  ist,  ohne 
Rücksicht  auf  das  Gesetz  der  Annäherung. 

Dass  lim • /"(x)  = /"(a)  für  lim«x  =  a  sei,  schreibt  man: 

lim .  /-(x)  =  /-(a).  . 
x  =  a 

Unstetig  an  der  Stelle  x  =  a  heisst  die  Function  f(x)  in 

jedem  andern  Falle. 

Beispielsweise  ist  die  Function  f(x)  =  x*  stetig  an  jeder  Stelle 
x  =  a,  weil  die  Differenz 

/•(x)-/-(a)  =  /^(a  +  h)-/-(a)  =  (a  +  h)«-a«  =  h(2a  +  h) 

gleichzeitig  mit  h  unendlich  klein  ist,  mag  h  einen  positiven  oder 
negativen  Werth  haben. 

Die  Functionen  — ,  — — ,  —^  sind  an  der  Stelle  x=0  unstetig, 
\  X     yx     X 

weil   sie   für   x  =  0   keinen  Substitutionswerth   haben;   denn   die 
Bruchform  ^  enthält  einen  logischen  Widerspruch  wider  den  Be- 
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griff  der  DiTision.    Ausserdem  entbehrt  jede  von  diesen  Functionen 
eines  Grenzwerthes  an  der  Stelle  x  =  0,   weil   sie  bei   der  An- 
näherung Yon  X  an  0  unendlich  wachsen. 
Die  Function 

3  +■  10'-' 

besitzt  an  der  Stelle  x  =  l  keinen  Substitutionswerth  und 
ist  deshalb  unstetig.  Sie  besitzt  aber  Grenzwerthc  an  der  Stelle 
der  Unstetigkeit,  und  zwar  zwei  von  einander  verschiedene. 
Nähert  man  sich  nämlich  dem  Werthe  x  =  1  von  imten  her  ver- 
mittelst der  Reihe 

,      i  ,1  ,1  ,1  ,1 

x,=l  — j,   x,=l  — ^  x,  =  l  — ^.   X4  =  l  — ^.   X5  =  l  — g» 

1       1 

•  •  •  j   x«  =  1 j  •  •  •  > 

n 
80  durchläuft  y  die  Reihe 

— -L       __!.       _JL       _     1  __i 

^'~13'  ^*~103'  '''~1003'  ^*~  10003'  ^'^~1000Ö3* 


•  • 


yii  = 


3  +  10«^ 

und  nähert  sich  dem  Grenzwerth 

.  lim  .  y  =  0,  (x  <  1). 
x  =  l 

Nähert  man  sich  aber  dem  Grenzwerthe  x  =  l  von  oben  her  ver- 
mittelst der  Reihe 

Xl    =    1      +    -,      Xg     =    1     4-     ^>         X3     =     1     +    g    »         X^    =     1     +    J>         Xß     =     1     +    ^> 

•    •    •    >    Xn   =  1  H »     •    •    •    > 

n 
so  durchläuft  y  die  Reihe 

_\_         _J_         _J_         _      1  ^       1 


3,1      •^*""3,01     ''^"3,001     •'*"  3,0001      ''^      3,00001 

1 

•   •  •   »    yn  = 7-  >    •   •   • 
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und  nähert  sich  dem  Grenzwerth 

lim-y=  +  g^,  (x>l). 
x  =  l 

Auch  die  Function 

x(i  — 2) 

ist  an  der  Stelle  x  =  2  unstetig,  weil  sie  für  x  =  2  keinen  be- 
stimmten Substitutionswerth  besitzt,  sondern  in  der  Form  j  er- 
scheint, für  welche  jede  beliebige  Zabl  gesetzt  werden  daxf. 
Die  beiden  (in  aufsteigender  und  in  absteigender  IGchtung  ge- 
suchten) Grenzwerthe  sind  bei  ihr  gleich,  nämlich: 

lim .  y  =  -f-  2. 
x  =  2 

—  Den  Ausdruck  für  y  durch  (x  —  2)  zu  heben,  ist  nur  ge- 
stattet, so  lange  der  Werth  von  (x  —  2)  nicht  =  0  ist. 

VII.  Eindeutig  heisst  eine  Function  y  von  x,  falls 
jedem  einzelnen  Werthe  von  x  nur  ein  Werth  von  y  ent- 
spricht; eindeutig  yerlaufend  (oder  rarlirend),  falls  y  bei 
stetiger  Veränderung  der  unabhängigen  Variabein  x  von 
einem  bestimmten  Anfangswerthe  y  aus  nur  auf  eine 
Weise  stetig  fortschreitet 

Z.  B.  ist  die  Function 


y=V: 


X 
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generell  zweideutig,  denn  sie  besitzt  für  jedes  von  Null  ver- 
schiedene X  zwei  Werthe  ' —  einen  positiven  und  einen  negativen: 
-f-x  und  — X.  Aber  sie  verläuft  eindeutig,  wenn  man  von 
einem  bestimmten  Anfangswerthe,  z.  B.  von  y  =  —  8  für  x  =  -f-  3, 
ausgeht  und,  x  stetig  ändernd,  die  Stelle  x  =  0  vermeidet;  hierbei 
bleibt  stets  y  ^  —  x.  Geht  aber  x  durch  Null  hindurch,  so  setzt 
sich  y  sowohl  mit  dem  Werthe  ( — x)  als  auch  mit  dem  Werthe 
(+  X)  stetig  fort,  hört  also  m  der  Stelle  x  =  0  auf,  eindeutig  zu 
verlaufen, 


—      i 


§  2., 

Geometrische  Veranschaulichung  des  Verlaufs 

der  Functionen. 

Zieht  mau  durch  den  Punkt  P  in  der  Ebene  des  Winkels 
XOY  die  Parallelen  zu  den  Schenkeln  des  letzteren,  bezeichnet 
mit  Q  den  Punkt,  in  welchem  die  Grade  XO,  mit  R  denjenigen, 
in  welchem  die  Grade  YO  getroflfen  wird,   so  ist  die  Lage  der 

Punkte  Q  und  R  durch  die 
Lage  des  Punktes  P  be- 
stimmt. Und  umgekehrt  ist 
auch  die  Lage  des  Punktes 
P  als  des  vierten  Eckpunktes 
des  Parallelogramms  QORP 
YÖllig  bestimmt,  wenn  man 
die  Lage  der  Punkte  Q  und 
R  kennt. 

Um  die  sichere  Auffindung 
der  letzteren  zu  vermitteln,  bezeichnet  man  durch  x  und  y  die 
mit  den  geeigneten  Vorzeichen  versehenen  Maasszahlen  der  Strecken 
OQ  und  OR,  damit  man  durch  die  Addition  von  (+0Q)  zur 
Halbgraden  XO  den  Punkt  Q  und  durch  Addition  von  (+0R) 
zur  Halbgraden  YO  den  Punkt  R  treffe. 

Dies  vorausgesetzt,  nennt  man  x  die  Abscisse,  y  die  Ordi- 
nate des  Punktes  P,  XO  die  Abscissenaxe,  YO  die  Ordi- 
natenaxe  und  den  Winkel  XOY  den  Coordinatenwinkel. 
Der  Collectivname  für  Abscisse  und  Ordinate  ist:  die  C o Ordi- 
nate n  von  P. 

Ist  y  als  eindeutige  Function  /(x)  von  x  gegeben,  so  bestimmt 
jeder  Werth  von  x  vermöge  der  Gleichung  y  =  f{x)  einen  einzigen 
Punkt  P  der  Ebene.  Die  verschiedenen  Werthe,  welche  x  an- 
nehmen kann,  bestimmen  verschieden  gelegene  Punkte  P.  Der 
geometrische  Ort  der  letzteren  ist  eine  Linie,  deren  Gestalt  und 
Lage  allein  von  der  Beschaffenheit  der  Gleichung  y  =  /*(x)  ab- 
hängt und  —  weil  man  den  zu  jedem  x  gehörenden  Werth  von 
y  leicht  ersieht  —  sehr  wohl  geeignet  ist,  den  Verlauf  der  Function 
y  zur  Anschauung  zu  bringen. 
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Wir  wollen  die  Zeichnung  für  einige  von  den  Functionen  ent- 
werfen, welche  im  vorigen  §  zur  Erläuterung  der  Begriffe  benutzt  sind. 

X  — 2 


I.  y= 


3x-f-4' 


Die  Curve  ist  an  der  Stelle  x  =  — 1  ^^  unzusammenhängend; 
sie  hat  dort  keine  Endpunkte,  sondern  ist  nach  oben  und  nach 

1 


unten  hin  unbegrenzt. 


IL   y  = 


3+10 


1      * 

1— X 


Die  Curve  ist  an  der  Stelle  x  =  l  aDzusammenhängeDd;  ihre 
beiden  Enden  A  und  B  stehen  hier  um  k-  von  einander  9,h, 

0 
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IIL  y 


_i(i  — 2) 
~    X  — 2  ■ 


Zwei  Grade  durch  den  Punkt  (x  =  2,  y  =  0),  von  denen  die 
eine  der  Ordinateuaxe,  die  andere  der  Halbirungslinie  des  Coor- 
dinatenwinkels  parallel  ist. 

IV.  v=y^* 


Zwei  Grade,  welche  den  Coordinatenwinkel  und  dessen  Neben- 
winkel halbiren.  Geht  man  vom  Werthe  y  =  —  3  fiir  x  =  +  3  ans, 
so  bleibt  der  darstellende  Punkt  bei  stetiger  Veränderung  von  y  in 
der  Graden  OP,  wenn  man  ihn  nicht  nach  0  gelangen  lässt.  Durch 
O  hindurch  kann  er  jedoch  eben  so  gut  stetig  nach  P^,  wie  nach 
P  ;;urückgehn,  wenn  x  dann  wieder  von  0  bis  +3  wächst.. 
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Capitel  IL 

Die  Derivirte  einer  Function. 

§  3. 
Begriff  der  Derivirten  und  Bedeutung  ihres  Vorzeichens, 

Definition : 

Unter  der  Deririrten*)  einer  Funetion  f(x)  an  der 
Stelle  x=a  naeh  der  Biehtnng  des  Interralls  (a,b)  versteht 
man  den  Grenzwerth  des  Bruchs 

fix)  -  f(a.) 
X  —  a 

für  solche  Werthe  von  x,  welche  sich  dem  Werthe  a  von  b 
aus  stetig  nähern,  und  bezeichnet: 

lim.  /" W  —  f(^)  =  ^'(a),  [Richtung  (a,b)]. 
x==a      ^~^ 
Man  bezeichnet  ferner: 

x-a  =  Jx,  f(x)  —  f(a,)=:=Af(x),     ^^_^^  Jx 

und  fasst  die  folgenden  Symbole  als  synonym  auf: 

(1)  n^=^.f(^^tzm=  Hm.  r^)i  =\^(^ 

x  =  a      ^-*  Jx^oL  ^^  Jx-     L  d^ 

Das  hier   zuletzt  für  /"(a)   aufgeführte  Symbol  will  die 

ausführliche  Schreibweise     lim-    [...]  durch  den  Gebraucli 

Ax=0 

des   Buchstabens  d  zur  Bezeichnung   von   unendlich  ab- 
nehmenden Differenzen  ersetzen. 


r=a 


')  Ein  anderer  gebräuchlicher  Name  ist  „Differentialquotient",  auch 
„Ableitung",  endlich  „Steigung",  von  denen  der  letztere  —  obgleich  seltnere  — 
besonders  charakteristisch  für  den  Begriff  sein  dürfte. 

*)  Das  Symbol  Ju  ist  zu  lesen:  „Zuwachs  von  u";  d.i.  „Differenz  (J 
der  Werthe  von  u." 
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Wo  es  nicht  auf  die  Fixirung  eines  besondern  Werthes 
a  von  X  ankommt,  schreibt  man  auch  bloss 

f  (^)  oder  ^JJ^ 
^  ^  dx 

für   r(a). 

Eine  Fanetion   dlfferentiiren    heisst,   ihre   Derivirte 

bilden.*) 

Zusatz. 

Erhält     man    durch     die    Differentiation     nach    der 

Richtung  (a,b)  einen  völlig  bestimmten  Werth  der  Deri- 

virten  /"(a),  so  nähert  sich  die  Grösse  (p  in  der  Gleichung 


m^m=r^^^+^ 


(2) 

^  ^  X  —  a 

dem   Grenzwerthe  Null,  sobald  sich  x  im  Intervall  (a,b) 

dem  Grenz^werthe  a  nähert 

Lehrsatz  I. 

Ist  die  nach  einer  bestimmten  (aufsteigenden  oder  ab- 
steigenden) Differentiationsrichtung  abgeleitete  Derivirte 
/"'(x)  an  der  Stelle. x  =  a  eine  stetige  Function  von  x,  so 
ist  ihr  Werth  unabhängig  von  der  Differentiationsrich- 
tnng;  d.  h.  m.  a.  W.:  so  erlangt  man  durch  Differentiation 
nach    der   entgegengesetzten  Richtung  denselben  Werth. 

Beweis.  Es  sei  die  Derivirte  /^'(x)  durch  die  Diflferentiation 
der  Function  f(x)  nach  der  Richtung  der  wachsenden  x  gewonnen; 
und  h  bedeute  eine  positive  Zahl,  welche  so  klein  ist,  dass  f  (x) 
von  x  =  a  —  h  bis  x  =  a  stetig  bleibt.  Dann  kann  man  dieser 
Stetigkeit  wegen  von  der  Grösse  b  in  der  Gleichung 

r(a-h)  =  r(a)  +  £ 
aussagen,  dass  sie  zugleich  mit  h  unendlich  abnimmt;  und  ferner 

bat  nach  (2)  die  Grösse  q>  in  der  Gleichung 


')  Dass  68  differentiirbare  Functionen  giebt,  lässt  sich  a  priori' nicht 
beweisen,  obgleich  die  nicht  differentiirbaren  Functionen  zu  den  Ausnahmen 
gehören.  —  Beispielsweise  ist  die  Function  /'  i,x)  --=  x*  an  jeder  Stelle  a 
differentiirbar,  denn  es  ergiebt  sich: 

/•ix)-/'(a)        x'-'-^a« 


X  —  a  X  —  a 

/*'^a)  =  2a. 


=  x  +  a, 
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/"(a)  — /"(a  —  h)       .,,        ... 

.-T--(a-hy-=^(«-'^)  +  ^ 

dieselbe  Eigenschaft.  Addirt  man  diese  beiden  Gleichungen  zu 
einander,  indem  man  gleichzeitig  den  Bruch  auf  der  linken  Seite 
der  letzteren  mit  (—  1)  erweitert,  so  erhält  man: 

und  hieraus  folgt: 

/"(a  — h)  —f(sL)       ., .  . 

hm-  '-^ £r ^-^=r  (a). 

h=0     (a-li)-a 

Die  linke  Seite   der  letzten  Relation  ist  aber  die  Derivirte  von 

f(x)  an  der  Stelle  x  =  a  nach  der  Richtung  der  abnehmenden 

X.    Daher  trifft  unser  Satz  zu. 

Zusatz. 

In  dem  Bereiche,  in  welchem  /"(x)  stetig  ist,  braucht 
man  die  Differentiationsrichtung  nicht  anzugeben. 

Lehrsatz  EL 

Von  einer  Stelle  x  =  a  aus,  an  welcher  die  Derivirte 
/"(x)  positlT  ist,  nimmt  die  Function  f(x)  gleichzeitig 
mit  X  ab  und  zu;  dagegen  ändert  sich  /*(x)  im  entgegen- 
gesetzten Sinne,  wie  x,  sobald  /"(x)  einen  negatlren 
Werth  hat. 

Beweis.  Multiplicirt  man  die  Gl.  (2)  mit  (x — a),  so  erhält  man: 

fix)  -  f{ü)  =  (x  -  a) .  [/■'  (a)  +  9»] . 
WO  q)  eine  Grösse  bedeutet,  welche  desto  genauer  =0  wird,  je 
kleiner  man  die  Differenz  (x  —  a)  annimmt;  und  f  (s)  ist  der 
Voraussetzung  nach  von  Null  verschieden.  Bei  einem  hinreichenc 
kleinen  Werthe  von'  (x  —  a)  hat  daher  die  rechte  Seite  dieser 
Gleichung  dasselbe  Vorzeichen,  wie  das  Product 

(x  — a).f  (a). 
Hieraus  folgt  aber,  was  behauptet  wird,  nämlich:  dass 
für  /"(a)>>0  die  Differenzen  (x  —  a)  und  [/(x)  —  /*(»)]  gleiche 

Vorzeichen, 
für  f  (a)  <;  0  die  Differenzen  (x  —  a)  imd  [/'(x)  —  /'(a)]  ungleiche 
Vorzeichen  haben. 
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Znsatz. 

Geht  die  Derivirte  /"(x)  an  der  Stelle  x:=a  bei 
rachsendem  x  von  positiven  zu  negativen  Werthen  über, 
0  wächst  die  Function  f(x)  bis  zum  Werthe  /'(a)  und 
limmt  dann  ab  —  ^die  Function  f(x)  besitzt  einen  Maxl- 
lialwertli  /"(a)."  Geht  die  Derivirte  aber  von  negativen 
11  positiven  Werthen  über,  so  nimmt  die  Function  f(x) 
lis  zum  Werthe  /*(a)  ab  und  dann  zu  —  „sie  besitzt  einen 
llnlmalwerth  /"(a)."  i) 

Beispiel     Ist  j  =  f(x)  =  x\  so  hat  man: 

/"(a)=  lim«  (x  +  a)  =  2a. 
x  =  a 

}a   demnach    /*'(a)    für    jedes 

legative  a  negativ  und  für  jedes 

)ositive  a  positiv  ist,  so  nimmt 

iie  Function  f(x)  für  wachsende 

E  ab,  80  lange  das  x  negativ  ist, 

lachher  aber  zu.  —  Die  Function 

iesitzt  an  der  Stelle  x=0  einen 

llinimalwerth.  —  Diese  Verän- 

lerung  der  Function  tritt  auch 

mschaulich  in  der  nebenstehen- 

len    Figur    hervor,    wo    x    als 

kbscisse  und  f(x)  =  y  als  Ordinate  eines  Punktes  P  gewählt  sind, 

Welcher  bei  der  Veränderung  von  x  die  verzeichnete  Curve  (eine 

Parabel)  beschreibt 

Beispiel  II.     Ist  y  =  /'(xy=x^  so  hat  man: 

f(x)  —  f(fi)  =  X»  —  a»,  ^^^^  ~  f^^^  =  x^  +  ax  +  a> 

X  ~~~  a 

r(a)=  Um.  (x«  +  ax  +  a«)  =  3a«. 
x  =  a 


^)  In  Gap.  Xyn  werden  die  Maxima  und  Minima  einer  eingehenderen 
Betrachtang  unterzogen  werden,  theils  um  dem  Kriterium,  dass  f  (x)  sein 
Vorzeichen  andern  müsse,  eine  in  manchen  Fällen  handlichere  Gestalt  zu 
geben,  theils  um  weitere  Folgerungen  aus  den  Maximis  und  Minimis  zu  ziehen. 
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Da  hier  f  (a)  für  jeden  po- 
sitiven oder  negativen  Werth 
von  a  positiv  ist,  so  wächst 
f{x)  überall,  wo  x  wächst. 
Die  nebenstehrende  Figur  ver- 
anschaulicht geometrisch  den 
Verlauf  der  Function 


Beispiel  III.     Ist  y  =  /*(x)  =  -,  so  hat  man: 
^  ^      X       a         ax  X  —  a 


l 
ax' 


r(a)=lim.(-l)  =  _^. 


x  =  a 

Da  hier  /"  (a)  für  jedes 

positive  oder  negative  a 

negativ  ist,  so  nimmt  /"  (x) 

bei  wachsendem  x  überall 

ab.   Für  x  =  0  hat  weder 

f{x)    noch    /"(x)    einen 

Sinn,  da  ihre  Ausdrücke 

1     • 
die  Form   jr   annehmen, 

welche  im  Widerspruch 
zum  Divisionsbegriffe 
steht.  In  der  Nachbar- 
schaft von  x  =  0  zeigt 
/*(x)  das  eigenthümliche 
Verhalten,  für  ein  imendlich  kleines  positives  oder  negatives  x 
positiv  oder  negativ  unendlich  gross  zu  sein.     Im  Gegensatz  dazu 
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ist  dieselbe  Function  f(x)  für  ein  unendlich  grosses  positives  oder 
negatives  x  unendlich  klein  mit  dem  entsprechenden  Vorzeichen. 
/"'  (x)  ist  zugleich  mit  f{x)  unendlich  gross  imd  unendlich  klein, 
aber  —  wie  schon  gesagt  —  stets  negativ. 

Die  das  Verhalten  von  f(x)  veranschaulichende  Curve  —  eine 
Hyperbel  —  zertällt  in  zwei  völlig  von  einander  getrennte  Äste, 
welche  im  Coordinatenwinkel  und  in  seinem  Scheitelwinkel  liegen 
und  sich  desto  enger  an  die  Axen  anschmiegen,  je  grösser  die 
Entfernung  vom  Nullpunkte  der  Coordinaten  wird:  die  Coordinaten- 
axen  sind  „Asymptoten^^  der  Hyperbel. 

Beispiel  IV.     Ist  y  =  /'(x)=^,  so  hat. man: 

/■(x)-«.)=',-i='*r:i*.  ß5W«^_a+;, 

^  ^         ^  ^      X*       a*         a'x*  X  —  a  a*x* 

Daher  nimmt  f(x)  bei 
wachsendem  x  zu  oder 
ab,  je  nachdem  x  negativ 
oder  positiv  ist.  Die  Stetig- 
keit von  f(x)  und  von  f  (x) 
wird  unterbrochen  an  der 
Stelle  x  =  0,  wo  beide 
Functionen  keinen  Sinn 
haben.  Das  geometrische 
Bild  der  Function  ist  eine 
aus  zwei  völlig  von  einander  getrennten  Zweigen  bestehende  Curve. 
Die  Zweige  liegen  beide  auf  der  positiven  Seite  der  Abscissenaxe 
und  haben  die  Coordinatenaxe  zu  Asymptoten. 

§4. 
Geometrische  Veranschaulichung  der  Derivirten. 

Bekanntlich  nennt  mau  eine  Grade,  welche  zwei  Punkte  mit 
einer  Curve  gemein  hat,  eine  Secante  der  letzteren.  Nimmt 
man  femer  den  einen  dieser  Punkte  als  festen  Drehungspunkt  der 
Secante  an   und  dreht  die  Secante  so,  dass  der  zweite  Schnitt- 
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punkt  sich  dem  ersten  unendlich  nähert,  so  nähert  die  Secante 
sich  hierbei  häufig  ebenüedls  einer  Grenzlage,  welche  dann  die  Be- 
rührende oder  Tangente  der  Curve  in  dem  fraglichen 
Punkt  heisst. 

Diesem  Vorgange  wollen  wir  analytisch  folgen. 

Zu  dem  Zweck  sei  j  =  f(x)  die  Gleichung  einer  Curve, 
d.  h.  die  Curve  sei  der  geometrische  Ort  aller  Punkte, 
welche  man  erhalten  kann,  wenn  man  einen  willkürlichen 
Werth  von  x  als  Abscisse  und  dazu  als  Ordinate  den  aus 
der  Gleichung  y  =  /'(x)  berechneten  Werth  von  y  nimmt 


mithin: 


Wählt  man  nun  auf  der  Curve  einen  Punkt  P,  der  die  Abscisse 
OQ  =  x  und  die  Ordinate  OR  =  y  hat,  und  einen  Punkt  A,  wel- 
cher die  Abscisse  OM  =  a  imd  die  Ordinate  ON  =  b  hat,  so  ist: 

y  =  /-(x),   b  =  /-(a), 

y-b  =  /-(x)-/-(a) 
oder  in  erkennbarer  W^eise  an  der  Figur: 

UP  =  /-(x)-/'(a) 
Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  die  folgende 

Aü  =  x  —  a, 

so  ergiebt  sich: 

U  P  ^  fix)  -  /-(a) 

AU  X  — a      ' 
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oder,  weil  A^ÜP  ~  /\  SMA  ist: 

MA^/Xx)-ir(a) 

SM  X  — a 

Wenn  nun  die  Secante  PAS  sich  einer  Grenzlage  AT  nähert, 
indem  ihr  einer  Schnittpunkt  A  fest  gehalten  und  der  zweite  P 
dem  ersteren   unendlich  genähert  wird,   so  folgt  aus  der  letzten 

Gleichung: 

MA ^,    . 

TM""^  W. 

Auch  folgt  umgekehrt,  dass  der  Punkt  S  sich  einem  festen  Punkt 
T,  also  die  bewegliche  Grade  AS  sich  einer  festen  Lage  AT  als 
ihrer  Grenzlage  nähern  muss,  wenn  es  eine  bestimmte  Derivirte 

x=ra      ^-» 
giebt 

Nimmt  man  noch  hinzu,  dass  ^TMA^-A-^UV,  und  dass 

deshalb 

MAUV 

TM""  AU 

ist,  so  lässt  sich  das  Resultat  dieser  Betrachtung  zusammenfassen, 
wie  folgt: 

Lehrsatz. 

Ist  y  =  f(x)  die  Gleichung  einer  Curve,  so  hat  die 
Curve  an  der  Stelle  (im  Punkte)  x  =  a  eine  Tangente, 
wenn  /"(a)  einen  bestimmten  Werth  besitzt,  und  umge- 
kehrt. Dig  Anzahl  der  Tangenten  in  dem  Punkte  x  =  a 
ist  der  Anzahl  der  Werthe  von  f  (sl)  gleich.  Und  es  misst 
Tia)  das  Verhältniss,  in  welchem  der  Zuwachs  der  Ordi- 
nate eines  auf  der  Tangente  gleitenden  Punktes  zum 
Zuwachs  seiner  Abscisse  steht. 

Mechanische  Veranschaulichung  der  Derivirten. 

Versteht  man  unter  x  die  Zeitabscisse  eines  beweglichen 
Punktes,  d.  h.  die  positive  oder  negative  Anzahl  von  Zeiteinheiten, 
welche  man  zu  der  bis  zum  Anfang  der  Zeitrechnung  verflossenen 

Worpitzkj,  Differontial-  n.  Integralreclmung.  2 


l 
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Zeit  addiren  muss,  um  zu  dem  Zeitmomente  zu  gelangen,  den  wir 
bei  der  Bewegung  des  Punktes  betrachten,  unter  y  aber  die  Weg- 
abscisse,  welche  seinen  Ort  für  jenen  Zeitmoment  bestimmt;  so 
wird  durch  die  Gleichung  y  =  /*(x)  die  Bewegung  des  Punktes 
vollständig  beschrieben,  vorausgesetzt,  dass  man  die  Gestalt  der 
Bahn  des  Punktes  kennt. 

Geht  die  Bewegung  des  Punktes  gleichförmig  vor  sich,  d.  h. 
durchläuft  er  in  gleichen  Zeiten  gleich  lange  Wege,  so  betrachtet 
man  bekanntlich  als  das  Maass  seiner  Geschwindigkeit  die  Weg- 
länge, welche  er  in  der  Zeiteinheit  zurücklegt,  also  die  Strecke 

/•(x)_-/Xa) 
X  —  a 

Geht  aber  die  Bewegung  ungleichförmig  von  statten,  so  drückt 
dieser  Bruch  nur  die  sogenannte  „mittlere"  Geschwindigkeit  aus, 
d.  h.  diejenige,  welche  ein  gleichförmig  bewegter  Punkt  besitzen 
müsste,  um  während  des  Beobachtungsintervalls  von  (x  —  a)  Zeit- 
einheiten ebenfalls  [/(x)  —  /"(a)]  Längeneinheiten  zu  durchlaufen. 
Sein  Werth  wird  bei  verschieden  grosser  Annahme  des  Beobach- 
tungsintervalls (x  —  a)  im  Allgemeinen  verschieden  ausfallen  imd 
ist  aus  diesem  Grunde  nicht  ohne  Weiteres  zum  Maass  einer  in 
jedem  Moment  wechselnden  Geschwindigkeit  geeignet. 

Da  jedoch  nach  unsern  mechanischen  Anschauungen  die  Ge- 
schwindigkeiten sich  nicht  spnmgweise  ändern  können,  so  müssen  — 
falls  eine  Bewegung  nach  der  Formel  y  =  f(x)  überhaupt  möglich 
ist  —  die  nach  der  obigen  Formel  berechneten  mittleren  Ge- 
schwindigkeiten sich  einem  Grenzwerthe  nähern,  wenn  die  Länge 
des  Beobachtungsintervalls  (x  —  a)  unendlich  abnimmt;  und  dieser 
Grenzwerth  /"(a)  charakterisirt  die  „zur  Zeit  x  =  a  erlangte 
Geschwindigkeit"  auf  sichere  Weise.  —  Resumiren  wirl 

Bewegt  sich  ein  Punkt  nach  der  Formel  y  =  /'(x),  in 
welcher  die  Zeitabscisse  durch  x,  die  Wegabscisse  durch 
y  ausgedrückt  wird,  so  ist 

■dy 


v  =  r(a) 


dx. 


x=:a 


das  Maass  der  „zur  Zeit  x  =  a  erlangten"  Geschwindigkeit 

des  Punktes.     Und  umgekehrt  kann  man  in  allen  Inter- 
vallen, in  denen  /"(x)  stetig  ist,  die  Veränderungen  der 
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Function  j  =  f(x)  durch  die  Bewegung  eines  Punktes  da- 
durch veranschaulichen,  dass  man  x  als  das  Maass  der 
Zeitabscisse,  y  als  das  Maass  der  Wegabscisse  und  /"(x) 
als  das  Maass  der  grade  erlangten  Geschwindigkeit  auf- 

fasst. 

a  

Beispiel.    Ist  y  =  /(x)  =  yx,  so  hat  man: 

3,—       3,-  X  —  a 

/■(x)  -  /-(a)  =  Vx  -  Va  =  3- 


f(±zm= 1 ,  =  ^'(a)  =  _i_-. 

Da  hier  f  (x)  =  — -—-  generell  stetig  ist,  so  kann  man  sich  die 

SVx« 
Veränderungen  der  Function  f{x)  durch  die  Bewegung  eines  Punktes 
in  einer  Linie  veranschaulichen,  in  welcher  seine  Wegabscisse  etwa 
TOQ  links  nach  rechts  wachsen  möge.     Dann  befindet  er  sich  nach 

der  fiir  y  gegebenen  Formel  (y=r  yx)  zu  einer  hinreichend  grossen 
Zeit  vor  dem  Anfang  der  Zeitrechnung  beliebig  weit  nach  links 
von  dem  Nullpunkte  0  der  Wegabscissenaxe,  rückt  dem  Punkte  0 
im  Verlauf  der  Zeit  immer  näher  und  entfernt  sich  nach  Anfang 
der  Zeitrechnung  immer  weiter  nach  rechts  von  0,  und  zwar  eben- 
falls beliebig  weit.  Nach  der  Formel  für  v  findet  fortwährend 
eine  positive  Zunahme  der  Wegabscisse  statt,  also  ununterbrochen 
eine  Bewegung  von  links  nach  rechts  (was  sich  schon  aus  der 
Formel  für  y  klar  ergab);  wir  ersehen  aber  ferner  aus  der  Formel 
für  V,  dass  die  absolute  Geschwindigkeit  des  Punktes  desto  ge- 
ringer ist,  je  mehr  der  zeitliche  Abstand  vom  Anfange  der  Zeit- 
rechnung beträgt,  und  dass  die  Geschwindigkeit  jedes  in  der 
Anschauung  fixirbare  Maass  übersteigt,  wenn  man  es  versucht,  die 
Bewegung  durch  den  Anfangsmoment  der  Zeitrechnung  hindurch 
zu  verfolgen.  In  diesem  Zeitmoment  selbst  ist  es  widersinnig, 
von  einer   Geschwindigkeit   reden   zu   wollen,    da   der   Ausdruck 

v=-  eben  keinen  Sinn  hat. 

Daher    ist    die   Veranschaulichung    der   Veränderungen    der 

3  -  - 

Function  f(x)  =  yx  durch   die  Bewegung   eines  Punktes   nur  in 

2* 
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bedingter  Weise  möglich,  nämlich  mit  der  unumgänglichen  Ein- 
schränkung, dass  das  positive  und  das  negative  Gebiet  der  x 
einzeln  für  sich  betrachtet  werden. 

Die  im  vorigen  §  besprochene  rein  geometrische  Veranschau- 
lichung leistet  in  diesem  Falle  mehr. 


§  6. 


Aufgabe  und  Methode  der  Differentialrechnung. 

Unter  Differentlalrechnnng  versteht  man  den  Inbe- 
griff aller  Lehren  über   die  Derivirten  der  Functionen, 

Ihr  Gebiet  ist  denmach  wegen  der  unbeschränkten  Mannich- 
faltigkeit  der  möglichen  Functionen  ein  unbegrenztes.  Die  Auswahl 
der  zu  betretenden  Theile  desselben  richtet  sich  zweckmässiger 
Weise  nach  der  Erfahrung  über  ihre  Fruchtbarkeit. 

.  Uebrigens  sind  die  nächsten  Schritte  durch  den  Begriff  der 
Derivirten  und  durch  die  Staffel  der  Rechnungsarten  vorgezeichnet, 
nämlich: 

Man  muss  es  sich  angelegen  sein  lassen,  möglichst 
die  Derivirten  der  sogenannten  „Elementarfiuic- 
tlonen"  zu  bestimmen  —  d.i.  derjenigen  Functionen, 
durch  welche  die  gebräuchlichen  sieben  Rech- 
nungsarten charakterisirt  werden  —  und  nach 
Regeln  suchen,  wie  sich  die  Derivirten  der  zu- 
sammengesetzten Functionen  etwa  auf  jene  zu- 
rückführen. 

Nun  ist  es  ein  grosser  Gewinn  für  die  Differentialrechnung, 
dass  die  zuletzt  gestellte  Aufgabe  unmittelbar  vom  Begriff  der 
Derivirten  aus  —  ohne  Rücksicht  auf  besondere  Eigenschaften  der 
Functionen  —  sich  in  einer  Form  lösen  lässt,  welche  schon  bei 
der  Ableitung  der  Derivirten  der  einfachsten  Elementarfunctionen 
wesentliche  Dienste  zu  leisten  vermag. 

Wir  wollen  deshalb  zunächst  diese  aligemeinsten  Sätze  der 
Differentialrechnung  darstellen. 
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Capitel  in. 

Die  Fundamentalsätze  der  Differentialreclmung. 

§  7. 
Die  Rolle  der  Constanten. 

Lehrsatz  I. 

Ist  eine  Function  y  =  /*Cx)  von  der  Stelle  x  =  a  aus  in 
der  Differentiationsrichtung  innerhalb  eines  beliebig 
kleinen  Intervalls  eonstant»  so  besitzt  ihre  Derivirto  den 
Werth  Null: 

Beweis.  Da  f(x)  von  x  =  a  aus  sich  nicht  ändert,  so  ist 
für  jedes  beliebig  wenig  von  a  unterschiedene  x: 

/•(x)-/-(a)  =  0,  f^=i^  =  0; 
also  auch: 


,                    f(x)  —  f(ei) 
f  (a)  =  lim*  -^^-^ ^-^^-^  =  0. 


x=:a       ^-^ 

Lehrsatz  IL 

Besitzt  eine  zu  differentiirende  Summe  einen  con- 
stanten  Summanden,  so  darf  man  diesen  als  nicht  vor- 
handen ansehn: 

d  [c  +  /-(x)]  ^  d  f(x) 

dx  dx 

Beweis.     Man  hat  fdr  jedes  von  a  verschiedene  x: 

[c  +  /-(x)]  -  [c  +  /-(a)]       fix)  -  /-(a) 

-  I-  I  ■        '^        ■      ■    ■  —  —        ■   ■  -  —    • 

X  —  a  X  —  a 

Hieraus  folgt  durch  den  Uebergaug  zur  Grenze,  was  behauptet  wird. 

Lehrsatz  IIL 

Besitzt  ein  zu  differentiirendes  Product  einen  eon- 
stanten  Faetor,  so  tritt  dieser  ungeändert  vor  die  Deri- 
▼irte  seines  andern  Factors; 
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d[c.f(x)-]  df(x) 

dx  dx 

Beweis.    Es  ist  identisch 

[c  •  fix)-]  -  [c  •  /-(a)]  _  ^  fix)  -  /-(a) 
X  —  a  X  —  a 

Durch  den  Uebergang   zur  Grenze  folgt  hieraus  die  behauptet^. 
Gleichung. 

§  8. 

Differentiation  vermittelst  einer  Mittelfiinction. 

Lehrsatz. 
Ist  y  eine  Function  einer  Function  von  x,  nämlich: 

^^  l        y  =  /Ig>(x)], 

so  folgt  die  Gleichung 

/o\  ^y        dy     du  ,     .      ,.  . 

(2)  rx  =  i^Äx  =  f  (")-^(^) 

bei  jedem  Werthe  von  x,  für  welchen  die  Derivirten  9?' (x) 
und  /"(u)  völlig  bestimmte  Werthe  erhalten. 

Beweis.     Bezeichnet   man,   indem   unter   a  ein   bestimmter 
Werth  von  x  verstanden  wird: 

X  —  a  =  zlx ,     g)  (x)  —  9)  (a)  =  Ju ,     flg)  (x)]  —  flq)  (a)]  =  ^y 
—    was   mit   der   Voraussetzung   durchaus   übereinstimmt   —    so 
kann  man  zunächst  die  identische  Gleichung  aufstellen: 

Aj Jy     Ju 

Äx        Au    Ax. 
Aus  dieser  ergiebt  sich  aber  sofort  die  Gleichung  (2)  dm-ch  die 
Grenzaunäherung  von  x  an  a,  weil  wir  vorausgesetzt  haben,  dass 

lim  •    -   z=(p  (x)  und  lim  •    — ^  =  /"  (u) 
Jx=0^^  Ju^O"^^ 

völlig  bestimmte  Zahlen  sind. 

Zusatz. 

dy     dv 
Man  darf  Derivirte  ^  >    ,—  bei  ihrer  Multiplication 

du     dx 

und  Division  formal  so  beliandeln,  als  wären  sie  Brüche, 
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und  als  würden  durch  die  Symbole  dx,  dy,  du,  dv  Grössen 
bezeichnet.     In  Sonderheit  ist: 
.o.  dy     du  _  dy 

du     dx         dx 

(4)  ^-^=+1. 

.p,.  dx     du dx 1    (du^-^ 

^^^  d^'dl~+^^     d^  —  d^-ld^i 

dx 
Beweis.     Die  Formel  (3),   welche  die   Umkehrung  von  (2) 
enthält,  folgt  aus  derselben  identischen  Gleichung,  wie  jene.     Die 
Formel  (4)  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  identischen  Gleichung 

T  =  +  l- 
Die  Formel  (5)  enthält   denjenigen  speciellen  Fall  von  (3), 
in  welchem  y  =  x  angenommen  wird. 

Anmerkung. 

Die    in    unserm   Zusatz   angemerkte    formale   Analogie   einer 

dy 
Derivirten,  wenn  man  das  Symbol  -~-  anwendet,  mit  einem  Bruch 

verleitet  Anfänger  leicht  zu  der  irithümlichen  Annahme,  die  De- 
rivirte  f  (x)  von  f(x)  müsse  doch  wohl  ein  wirklicher  Bruch  sein, 
und  hat  schon  manchen  sonst  klaren  Kopf  zu  mystischen  meta- 
physischen Speculationen  über  Unendlichkleines  als  ein  so  kleines 
Quantum  verfuhrt,  welches  zu  begreifen  der  menschliche  Intellect 
nicht  hinreiche,  u.  dgl. 

Deshalb  mag  der  Hinweis  darauf  nicht  überflüssig  sein,  dass 
ganz  analoge  formale  Transformationen  in  der  adoptirten  Zeichen- 
sprache der  Analysis  mehrfach  vorkommen  und  als  mnemotechnische 
Hül&mittel  gerne  benutzt  werden,  ohne  damit  Jemandem  einreden 
zu  wollen,  dass  die  formale  Analogie  auf  begrifflicher  Identität  beruhe. 

Z.B.  gelten  für  Logarithmen  die  mit  (3),  (4)  und  (5)  durch- 
aus correspondirenden  Sätze: 

U         X  X  X  u  l     xj 

dy 
Die   logische  Berechtigung,  ^  für  den  Quotienten  zweier  Zahlen 
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dy  und  dx  auszugeben,  steht  durchaus  nicht  höher  als  diejenige, 
dem  Logarithmus  von  y  nach  der  Basis  x  die  Bedeutung  eines 

Quotienten   zwischen   y  und  x  beizulegen.   —    Dass  ^2.==    -   ist, 

thut  bei  dieser  Frage  nichts  zur  Sache,  sondern  bietet  nur  ein 
neues  acceptables  mnemotechnisches  Hülfsmittel  in  Absicht  auf 
die  Gesetze  des  Logarithmirens. 

§  9. 

Die    partielle    Düferentiation    (Differentiation    vermittelst 

mehrerer  Mittelfunctionen). 

Definition. 

Die  DeriTirte  einer  Function  nach  einer  Variabein, 
während  alle  anders  bezeichneten  Variabein  als  Con- 
stante  behandelt  werden,  heisst  die  partielle  Deriylrt« 
der  Fanetion  nach  Jener  Yariabeln. 

Dass  y  eine  Function  mehrerer  Variabein  oder  Argu- 
mente u,  V,  w,  .  .  .  sei,  schreibt  man: 

J  =  f(uy  V,  w,  .  .  .  )• 
Die  partiellen  Derivirten  bezeichnet  man  durch  die 
synonymen  Symbole: 

by_bj:(u.v,w,^)_ö/-_ 

bu  bu  bu      '^^  '    '  ^      '^ 

und  analog  für  die  übrigen  Variabein. , 

Ein  als  constant  behandeltes  Argument  nennt  man 
auch  einen  Parameter  der  Function. 

Lehrsatz. 

Sind  sowohl  die  Functionen  u,  v,  w,  .  .  .  ,  z  von  x  als 
auch  y=/'(u,v,w,...,z)  nebst  ihren  Derivirten  an  der  Stelle 
x  =  a  bestimmt  und  stetig,  so  gilt  für  x  =  a  jederzeit  die 
Oleichung: 

^^^  ax~öu'dx"^bv'dx"*"()w*dx"'         ^öz'dx 
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—  wenigstens,  so  lange  man  es  mit  einer  endlichen  An- 
zahl von  Mittelfunctionen  u,  v,  w,  .  .  .  ,  z  zu  thun  hat. 

Beweis.  Betrachten  wir  zunächst  eine  Function  y  =  /*(u,v) 
Yon  zwei  Variabein,  welche  wieder  Functionen  von  x  sind,  und 
bezeichnen  durch  Jy,  Ju,  Jv  die  Zuwachse,  welche  y,  u,  v  er- 
leiden, sobald  X  um  Ax  wächst,  so  ist  identisch: 

^y  =  f(^  +  zlu,  V  +  J  v)  — -  /*(u,  v) 
=  |/(u  +  Ju,  V  +  J v)  -  f(u,  V  +  J V]  +  [/"(u,  V  +  J v)  -  /-(u,  v] , 

/1j  f(u  +  Auy  V  +  Jy)  —  f(u,  V  +  Jv)     An 

Jx  Au  Ax 

,    Ai^»  M-  ^v)  —  /'(u>  v)     ^ 

Nähert  sich  nun  Ax  dem  Grenzwerthe  Null,  so  thun  dies  — 
der  Voraussetzung  gemäss  —  auch  Jy,  Ju,  Jv,  und  die  letzte 
Gleichung  geht,  wenn  wir  —  wie  es  die  Absicht  ist  —  zunächst 
im  ersten  Summanden  der  rechten  Seite  auf  die  Veränderlichkeit 
von  V  keine  Rücksicht  nehmen,  sondern  uns  erst  hinterher  auf 
dieselbe  besinnen  wollen,  über  in: 

^  —    lim .   ^AvvjM^  .  du        h f(\i, v)     d V 

dx         .        ^  bu  dx  bv         dx 

Ay=0 

Dass  dies  unter  allen  Umständen  mit  demjenigen  Resultat  über- 
einstimmt, welches  bei  dem  thatsächlich  gleichzeitigen  Verschwin- 
den Yon  An  und  A\  erhalten  wird,  lässt  sich  nur  dann  behaupten, 

wenn  die  partielle  Derivirte  \      sich  einem  und  dem- 

ou 

selben    bestimmten   Grenzwerthe        s^  *       nähert,    nach   welchem 

du 

Gesetze  man  auch  A\  sich  der  Null  nähern  lassen  mag,  d.  h.  m.  a. 

W.,  wenn  die  Function     \;  '      für  die  Variable  v  bei  dem  frag- 

ou 

liehen  Werthe  von  v  stetig  und  bestimmt  ist.*) 

Setzt  man  dies  aber  —  wie  es  unser  Lehrsatz  thut  —  voraus, 

so  geht  die  letzte  Gleichung  über  in: 


^  Es  dürfte  also  beispielsweiße  nicht  ^I^^^—=^U  +  10^y] 

ou  ^  ^ 

sein.  (Vgl.  §  1.) 
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dy 


du        by 
d^  "^  b^ 


dv 


dx        bu     dx        bv     dv' 
was  zu  beweisen  wir  uns  zunächst  vorgenommen  hatten. 

Diese  Gleichung  kann  man  wegen  des  im  vorigen  §  bewie- 
senen Satzes  auch  so  schreiben,  wobei  die  Bedeutung  der  Zeichen 
leicht  erkannt  wird: 


üv  =  C( 


+ 


dy 

dx. 


u  =  Const. 


dx      LdxJ  v  =  Const. 

Wollen  wir  femer  in  y  nicht  bloss  zwei,  sondern  drei  Mittel- 
functionen u,  V,  w  unterscheiden,  so  ist  dies  nicht  eine  wesent- 
liche Änderung  des  Gesichtspunktes.  Denn  da  v  und  w  als 
Functionen  von  x  durch  Gleichungen  y=^(x)^  w  =  ^(x)  bestimmt 
sind,  aus  welchen  man  x  eliminirt  und  daher  w  =  xW  ^^ 
Function  von  v  dargestellt  denken  kann,  und  da  dies  zur  Folge 
hat,  dass  w  gleichzeitig  mit  v  als  constant  behandelt  wird,  so 
folgt  aus  der  letzten  Gleichung  unmittelbar: 


dy 
dx 


LdxJv  = 


+ 


rdy 


Const.,  w  =  Const.      Ld 


5] 

xJu  = 


Const. 


und: 


LdxJu  = 


dy 
dx 


u  =  Const. 


Const.,  w 
mithin  durch  Substitution: 


=  Const.       LdxJu 


Const,  V  =  Const. ' 


dy 

dx 


dy 

dx. 


V  =  Const,  w  =  Const.      LdxJ  u  =  Const,  w  =  Const 

Ld  xJ  u  =  Const,  V  =  Const. ' 

oder,   wenn    man  jedes   Mal    die   allein   als    variabel    angesehene 
Mittelfunction  anstatt  der  als  constant  behandelten  notirt: 


dy 

d 
d.  i.  nach  §  8: 


[x      LdxJu 


variabel 


+ 


dy 

LdxJ 


V  variabel 


+  [dxJw 


variabel 


dy_by  du      by  dv      by 


dw 


dx      bu  dx      bv  dx      bw  dx 

Unterscheidet  man  eine  vierte  Mittelfunction,  so  kann  man 
diese   zunächst   mit   w   verknüpfen,   wie  zuvor   w   mit  v;   il  s.  f. 
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Demnach  ist  bei  einer  beliebigen  Anzahl  von  Mittelfunctionen: 


(2) 


dy 
dx 


.dx. 


u 


+ 


LdxJ 


+ 


dy 

Ldx 


w 


H 1- 


dy 

dxJ 


wo  die  ludices  u,  v,  w,  .  .  .  ,  z  an  den  Differentiationszeichen  an- 
zeigen, welche  Mittelfunction  als  allein  veränderlich  angesehen  ist 
Diese   Gleichung  (2)   ist   aber   nach  §  8   identisch  mit   der 
Gleichung  (1),  welche  wir  beweisen  wollten. 

Znsatz. 

Hat  man  bei  der  Differentiation  einen  variabeln  Be- 
standtheil  der  Function  übersebn,  so  kann  man  den 
Fehler  dadurch  ausgleichen,  dass  man  zu  der  erhaltenen 
Derivirten  diejenige  addirt,  welche  gewonnen  wird,  wenn 
man  bloss  die  übersehene  Variable  als  variabel  betrachtet 
—  WörtUche  Uebersetzimg  der  Formel  (2). 

Anmerkung. 

Die  im  Zusatz  zum  vorigen  §  angezeigte  formale  Analogie 
der  Derivirten  mit  einem  Bruch  beutet  man  in  der  Weise  aus, 
dass  man  anstatt  unserer  Gl.  (1)  auch  schreibt: 

öy 


(3) 


dy  =  ^-du-f  ^■dv+J^dw  + 


+  bt-^^' 


also  es  dem  Leser  überlässt,  den  „Nenner"  dx  zu  den 
„Zählern"  dy,  du,  dv,  dw,  .  .  .  ,  dz  hinzuzudenken  oder, 
wie  man  sich  ebenfalls  ausdrückt:  „die  Gleichung  mit  dx  zu 
dividiren." 

Man  ist  hierzu  um  so  mehr  berechtigt,  als  die  Gleichung 
richtig  bleibt,  auch  wenn  man  hinterher  anstatt  x  eine  andere 
unabhängige  Variable  t  wählt,  von  welcher  x  eine  Function  ist, 
wenn  man  also  hinterher  mit  dt  dividirt  anstatt  mit  dx;  denn  das 
Resultat 


dy hj   du   by  dv   by  dw 


.  öy  dz 
^bz  dt 


dx 


dt   bu  dt  '  bv  dt  '  bw  dt 

erhält  man  nach  dem  vorigen  §,  wenn  man  die  GL  (1)  mit  ^' 

multiplicirt. 

Ein  wenig  hiervon  verschieden  ist  eine  andere  Auffassung 
der  Gleichung  (3),  deren  Berechtigung  aus  folgender  Erwägung 
erheUen  wird, 
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Nach   dem  Begriff  der  Derivirten   ist   die  Grösse  q>  in  der 
Gleichung 

Jx  =  d^  +  ^ 

so  beschaffen,  dass  sie  sich  gleichzeitig  mit  Jx  dem  Grenzwerthe 
Null  nähert;  und  ganz  analoge  Beziehungen  existiren  zwischen  den 

übrigen  Derivirten  ^ , ....  ^  und  den  entsprechenden  Differenzen- 

Verhältnissen  -7-5  •••>  ~r-'    Daher  folgt  aus  (1): 

/Ix  Ax  ö  \  / 

Jy  ,  öy  Ju   ,  &y  ziv      by   Jw  ,  ,  hy  Az 

Jx  ou  Jx      (Jv  Jx      hw  Ax  dz   Jx 

(4)     zly  =  €.Jx  +  ^^.Ju  +  ^.^v+^^.Jw  +  ..H-^--^z, 
^  ^        '^  '   bu         ^  ftv  '  bw  ^         '  bz        ' 

wo  6  eine  Zahl  bedeutet  (die  Summe  der  verschiedenen  (p),  welche 
sich  gleichzeitig  mit  Ax  dem  Grenzwerthe  Null  nähert.^) 

Man  kann  daher  die  Gleichung  (3)  auch  als  Näherungs- 
formel für  die  correcte  Gleichung  (4)  auffassen,  mit 
welcher  sie*  in  Absicht  auf  die  Herleitung  der  Gl.  (1)  von 
gleicher  Wirksamkeit  ist,  falls  man  hierbei  in  (3)  unter 
dx,  dy,  du,  .  .  .  ,  dz  die  einander  bedingenden  Zuwachse 
Jx,  Jy,  Au,  .  .  .  ,  Az  versteht,  welche  nach  der  Division 
der  Gleichung  mit  irgend  einem  von  ihnen  in  der  Weise 
unendlich  abnehmen  sollen,  wie  es  durch  die  Abhängig- 
keit der  Functionen  y,  u,  v,  .  .  .  ,  z  von  x  gefordert  wird. 

Definition. 

Deutet  man  dadurch,  dass  man  den  Zuwachs  einer 
Veränderlichen  <d  durch  de»  anstatt  durch  Acd  bezeichnet 
von  vorne  herein  die  Absicht  an,  diesen  Zuwachs  später 
dem  Grenzwei^the  Null  zu  nähern,  so  nennt  man  das 
Symbol  dco  das  Differential  von  co. 


^)  Lässt  man  die  Anzahl  der  Mittelfunctionen  u,  v,  w,  . . . ,  z  unendlich 
wachsen,  so  kann  e  einen  andern  Grenzwerth  haben. 
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Capitel  IV. 

Die  Differentiation  der -algebraisch  zusammengesetzten 

Functionen. 

§  10. 
Begriff  der  algebraisch  zusammengesetzten  Functionen. 

Definition. 

Unter  einer  algebraiseh  znsanunengesetzten  Function 
versteht  man  eine  solche,  welche  nur  Summen  und  Dif- 
ferenzen, Producte,  Quotienten,  Potenzen  und  Wurzeln 
ihrer  Bestandtheile  in  irgend  welcher  Combination 
enthält. 

Ist  die  Function  auf  diese  Weise  direct  aus  der  Va- 
riabein gebildet,  so  heisst  sie  eine  algebraische  Function 
derselben. 

2" 

X 

algebraische  Functionen  von  x.    Sieht  mau  in  der  letzteren  aber  u 
als  Variable  an,  so  hat  man  nicht  eine  algebraische,  sondern  nur 

eine  aus  den  Bestandtheilen  2    und  sinu  algebraisch  zusammen- 
gesetzte Function  vor  sich. 

Die  algebraischen  Functionen  umfassen  also  alle  Grössen- 
formen,  welche  durch  die  sieben  Rechnungsarten  definirt  werden, 
nebst  allen  möglichen  Combinationen  derselben,  nur  dass  die  va- 
riabeln  Exponenten  (und  Logarithmen)  ausgeschlossen  sind. 

§   11. 

Differentiation  einer  Summe. 

Lehrsatz. 

Die  Derivirte  einer  Summe  von  endlicher  Summan- 
denzahl ^)  ist  gleich  der  Summe  der  Derivirten  der  ein- 
zelnen Summanden: 


Demnach  sind  beispielsweise  {a  +  Vb  —  x*}  »  — h  V^*  •  si^^ 


')  Summen  und  Producte  unendlicher  Reihen  gestatten  nicht  immer 
dieselbe  Behandlung,  wie  die  Summen  und  Producte  endlicher  Reihen. 
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d(u  + v  + w-| |-z)_^du      dv      dw  _i_^^ 

dx  ~di"^dx  +  dbr'^  ^dx* 

Beweis.  Dies  folgt  aus  §  9  unmittelbar  nach  der  dortigen 
jFormel  (2),  wenn  man  zunäx^hst  immer  nur  einen  von  den  Sum- 
manden Uy  Y,  Wy  . . . ,  z  als  variabel  ansieht  und  den  Satz  §  7,  II 

benutzt. 

Anmerkang. 

Unser  Satz  schliesst  denjenigen  über  die  Differentiation  einer 
Differenz  ein,  wenn  man  auf  §  7,  III  Rücksicht  nimmt;  denn  es 
ergiebt  sich  für  einen  negativen  Summanden  ( — t): 

d(-t)^d[(-i)-t]^       dt_   dt 

dx  dx  ^  dx  dx 

§  12.       • 
Differentiation  eines  Products. 

Lehrsatz. 

Die  Derivirte  eines  Products  von  endlicher  Factoren- 
zahP)  ist  gleich  der  Summe  aller  Producte,  welche  aus 
ihm  entstehn,  wenn  man  je  einen  Factor  durch  seine  De- 
rivirte ersetzt: 

d(U'V'W«--t-z)      du  ,       dv  ,         ,  ^  dz 

_^^ £.;:^  .y  .^...Z_L  u.  .^...2  J ^  U- V"  •  t- , 

dx  dx  dx  dx 

du      dv  dt       dz 


=  (u  •  V  •  •  •  z) 


dx       dx  dx       dx 

)"ü"~^~v  "^  '"T"^  z  / 


Beweis.  Es  folgt  dies  unmittelbar  aus  §  9,(2)  und  §  7,111, 
wenn  man  zunächst  immer  nur  einen  der  Factoren  u,  v,  w,  . . . ,  t,  z 
als  variabel  ansieht. 

§  13. 
Differentiation  eines  Bruchs. 

Lehrsatz. 

Die  D*erivirte  eines  Bruchs  ist  das  Resultat  der  Divi- 
sion mit  dem  Quadrate  des  Nenners  in  diejenige  Diffe- 
renz, welche  man  erhält,  wenn  man  das  Product  aus  dem 

')  8.  Note  auf  S.  21». 
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Nenner  und  der  Derivirten  des  Zählers  um  dasjenige  aus 
dem  Zähler  und  der  Derivirten  des  Nenners  vermindert: 


© 


du  dv 


V.^; u. 


du      dv 
dx      dx 


/j\  w/ du  dx_  u 

dx   ^  V*  V    \  u        V  j 

Beweis.    Differentiirt  man  die  identische  Gleichung 

.v  =  u 
v/ 

nach  der  im  vorigen  §  erhaltenen  Anweisung,  so  folgt: 


'Q 


.  u    dv      du 


dx  V    dx      dx' 

und  aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  durch  ihre  Auflösung  nach 

der  Unbekannten —T—^  ,  was  behauptet  wird. 

(1 X  " 

Zusatz. 

Man  kann  den  zu  differentiirenden  Bruch  auch  als 
Product  aus  dem  Zähler  und  dem  reciproken  Werth  des 
Neuners  behandeln: 

^2)  Vv/ \     v/_l    du  \v/ 

dx   ^      dx  V    dx  dx 

indem  man  dabei  auf  die  Formel 

(3)  Vv/^       1    dv 

dx  V*  dx 

Rücksicht  nimmt. 

—  Die  Formel  (3)   erhalt  man  aus  (1)  sofort,   wenn  man  dort 

u  =  l,   -—  =  3—  =  0  einsetzt.  —  Eben  so  leicht  ergiebt  sie  sich 
dx      dx 

durch  Vergleichung  der  rechten  Seiten  von  (1)  und  (2)  bei  be- 
liebigem u. 
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§  14. 
Differentiation  einer  Potenz  nach  ihrem  Grundfactor. 

Lehrsatz. 

Die  Derivirte  einer  Potenz  mit  beliebigem  Expo- 
nenten^) nach  deren  Orundfactor  ist  gleich  dem  Prodncte 
aus  dem  Exponenten  und  der  um  einen  Grad  erniedrigten 
Potenz: 

(1)  -i-^  =  n  •  x'^-i  =  x«^ 

^  ^  dx  X 

Beweis.     Wir  müssen  bei  der  Deduction  die  verschiedenen 

Bedeutungen  von  x*^  je  nach  der  Beschaffenheit  des  Exponenten  n 

unterscheiden. 

I.    Es  sei  n  eine  ganze  positive  Zahl.    Da  dann  x'^  das 

aus  n  Factoren  bestehende  Product 

y  =  X'X---x 

bedeutet,  so  erhält  man  nach  §  12: 

dx      dx  dxl 


dx  .   dx  .  .   dx 


+  -  +  •••  +  - 


dx  (XX  X  I 

wo  in  der  Klammer  n  Summanden  stehn,  welche  wegen  des  aus 

dx  1 

§  8,  (4)  bekannten  Werthes  i—  =^  1  einzeln  =  —  sind.    Daher  hat 
^  ^  dx  X 

die  rechte  Seite  den  Werth  x^  •  -  =nx"""^;  was  zu  beweisen  war.*) 

X 

II.  Bedeutet  n  eine  ganze  negative  Zahl,  so  ist  r  =  —  n 

eine  ganze  positive  Zahl  und 

1 

x"  =  — • 

X' 

Nun  folgt  aus  der  Formel  (3)  des  vorigen  §  für  v  =  x': 

\)  Die  Differentiation  der  Wurzeln  nach  deren  Radicanden  wird  also 
miteinbegriffen. 

^  Dasselbe  Resultat  erhält  man  durch  eine  kaum  minder  einfache 
Rechnung  direct  aus  d6m  Begriff  der  Derivirten,  da 


j  /     \                      n         n 
a  (Xn)        ,.        X,   — X  ,. 

~ —  =  hm  •  — =  hm  • 

"*       Xi«x  ^i—x       x,=x 


ist. 


u-l    ,        n— 2      1   ,        n-3      »  ,  ,0     n— 1 

X,        +Xi       -x  +x,        .X  H hxi  -x 

n-1 

=  nx 
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ci  (x")  _  ^  \xy  _  _  J^  .d^') 

dx  dx  x^"^      dx 

oder,    nachdem    der  aus  I  bekannte  Werth   —V—  =rx'~^    sub- 

dx 

stitoirt  ist: 

d  (X  )  1  j_j  — r— 1  ,  n-l 

-f-^  = ;-Tx      =-.r.x         =  +  n.x 

d  X  x-"^ 

III.    Bedeutet  n  eine  gebrochene  positive  oder  nega- 
tive Zahl,  so  kann  man 

m 

r 

setzen,  wo  m  und  r  ganze  Zahlen  sind,  und  dann,  indem  man  vorläufig 

m 

y  =  x"  =  x^ 
einführt,  die  mit  dieser  Gleichung  identische  Gleichung 

y  =x 

beiderseitig  nach  x  differentiiren.     Wendet  man  dabei  links  den 
in  §  8  bewiesenen  Satz 

dx  dy     dx 

an  und  substituirt  die  aus  I  und  II  folgenden  Ausdrücke 


m^,r'=rm-'= 


m 
m 

dy  •'  ^     -' 


dx 


so  erhält  man: 


m--     dy  m-l 

r  ■  x      r  •  3-^  ^  m  •  X        , 
ux 


m 


dy      m      7-'      „     n-i 
,-  =^  —  •  X        =  n  •  X 
dx       r  ' 

was  wieder  mit  der  zu  beweisenden  Relation  (1)  identisch  ist. 

IV.   Bedeutet  n  eine  irrationale  Zahl,  so  ist  der  Beweis 
für  die  Gültigkeit  der  Formel  (1)  apagogisch  zu  führen. 

Worpitzky,  DlfTorentUI-  n.  Integralreehnanff.  3 
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Da 

1 


(X  )         :.  X-    — X  X.    —  X 

-^ — ^  =  hm  •  — ,       — =  X 

QX  „  -j.    X|         X  Xj 


n-1     \X/ 


Xi  =  X    -1         "  "1         "  (~)   "  ^ 

ist,  so  liegt  uns  —  indem  wir  der  bequemeren  Schreibweise  wegen 
den  Bruch  —  durch  a>  bezeichnen  —  der  Nachweis  ob,  dass  auch 

X 

bei  sämmtlichen  irrationalen  Werthen  von  n 

,.        (O  —  1 
hm ;-  =  n 

^       1   CO  —  1 

wird,  wie  es  bei  allen  rationalen  Werthen  von  n  nach  I,  II  und 
III  geschieht. 

Zu  dem  Zwecke  bezeichnen  wir  durch  e  und  tj  zwei  positive 
Zahlen  von  solcher  Boschaflfenheit,  dass  (n  —  e)  und  (n  +  tj)  ratio- 
nale Werthe  haben. 

Mit  Beziehung  der  unteren  sowohl  als  der  oberen  Zeichen 
auf  einander  gilt  die  Scala: 


07  ^CO    ^00        ' 


also  auch  die  Scala: 


CO      — l^(D  — l^^co     '  —  1; 


und  aus  der  letzteren  folgt: 

CO        1       .W   1         (O       ' —  1 

_-  <; _  <; — , 

00  —  1  07  —  1  CO  —  1 

mithin,  weil  bei  den  rationalen  Exponenten  (n  —  e)  und  (n-}-^/) 
nach  I,  II  und  III 

CO      — 1       ■  ,.       CO       —  1 


ist: 


hm :r-  =  "  —  ^  9      liDf^ 7—  =  n-\-r] 

i    CO 1  1    CO  — 1 

CO=l  00=1 


n  —  8  <!  hm <  n  +  « 

1  CO — 1 

co=l 


Dies  hoisst  aber,   weil  man  behebig   kleine  Zahlen  s  und  rj  an- 
geben kann,  für  welche  (n  —  e)  und  (n  +  iy)  rational  sind:    „Man 
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schätzt  den  Grenzwerth  von r    zu  klein   oder   zu  gross,  je 

CO— 1 

nachdem  man  ihn  <ln  oder  >n  annimmt/^    Daher  ist  er  =n; 
wie  es  unser  Satz  behauptet. 

Zusatz. 

Bei  der  Differentiation  einer  Wurzel  nach  ihrem 
Badleanden  erhält  man: 

d(y^x)  _  1   ^"""^  _  ^/x^  ^ 
dx         n  nx 

—  Denn  man  braucht  in  (1)  nur  -  für  n  zu  substituiren,  um  von 

^  n 

der  Potenz  zur  Wurzel  zu  gelangen  (Fall  III). 

Anmerkung. 

Wir  haben  in  unserm  Lehrsatz  den  Fall  stillschweigend  über- 
gangen, dass  n  =  0  angenommen  sei,  weil  x®  constant  =1  ist, 
wie  sich  x  auch  ändern  mag  (nur  dass  0°  einen  völlig  willkür- 
lichen Werth  besitzt)  und  weil  man  aus  diesem  Grunde  nicht 
leicht  darauf  verfallen  wird,  die  Formel  (1)  für  n:=0  anzuwenden. 

Die  Zulässigkeit  der  Anwendung  der  Formel  (1)  auf 
den  Fall  n  =  0,  sobald  man  die  Stelle  x  =  0  vermeidet, 
steht  übrigens  ausser  Zweifel;  denn  aus  (1)  ergiebt  sich 

d(x«)      0 


—  9 


dy         X 

*     .  dl 

was  mit  §  7,  I  übereinstimmt,  wo  --  =  0  erhalten  wurde. 

dx 

Für   x  =  0  besitzt   die  Function  x^  keine   bestimmte 

Derivirte;  denn  an  dieser  Stelle  ist 

J(xQ)_(Jx)0— Oo_l  — Qo 
Jx  Ak  Jx 

wofiir  man  bei  jedem  beliebig  kleinen  Ax  eine  völlig  willkürliche 
Zahl  setzen  kann,  so  dass  aus  der  Natur  der  Function  selbst  kein 
Grenzwerth  folgt,  r-  Nimmt  man  aber  willkürlich  0^=1  an,  so  wird 

auch  hier  —^ —  =  0 ,  und  nimmt  man  0®  als  eine  von  1  verschie- 
dx 

a* 
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deiie  Constante  an,  so  wächst  —^ — -  unendlich  bei  der  Annäherung 
von  Jx  an  Null. 

Endlich  wollen  wir  noch  darauf  aufmerksam  machen,  dass 
man  sich  die^Formel  (3)  des  vorigen  §  bequem  a  posteriori 
als  eine  Combination  von  §  8,  (1)  und  §  14,  (1)  merken 
kann,  da  diese  Verbindung 

^W_d(v'')^d(v~'^)  dv__      ^   ^-2.dv_       1    dv 
dx  dx  dv      dx  dx  v*   dx 

ergiebt. 

§  15. 
Beispiele  für  die  Differentiation  algebraischer  Functionen. 

dx  d.(a  +  x)         dx  <■■/         \i/ 

=  n(a  +  x)''~^- 

IL        ^^^■  =  ^:^Zlf)M%Zll)  =  „(a_x)»-'.(0-l) 
dx  d-(a  —  x)        dx  ^  '         ^  ' 


III. 


IV. 


=  —  n  (a  —  x)"     • 

d-(a  +  bxT_d-(a-{-bxy  d-(a  +  bx') 

dx         ~d-(a  +  bx')*        dx 

=  n  (a  +  hxy-' '  (0  +  brx'"')  =nrb  (a  +  bx^-'x'-' 

1  — X  '        dx  \</        jx 


dx  (1  — x)* 

_(l-x)-(+])-(l  +  x).(-l)_ 


V. 


(1-x)»  (1-x)» 


dx 


VII. 


VUI. 


IX. 


XI. 
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_  2  nrb  (1 4-  x)'-' .  [a  (l  —  x)'  +  b  (I  +  x)']«-' 


(1  — x)»'+i 


el- 


vi. a  +  bx 


dx  (a  +  bx) 

d-yä+Tx_  ,  b 


t 


dx  2Va+bx 

d- Va+bx"_         nbx"-* 

—  + 


dx  2ya  +  b 

d- 


X 
X 


n 


Vä4  bx«  a 


dx  V(ä+bx«)» 

V  d-xVa  +  bx      2a+3bx 

^*'*  _^_^_^_____^ — -— '-  ^^^3  — -  — — — ^— —  • 

dx  2Va  +  bx 

d-KT+bx^  bx'^-' 


dx  y(a  +  bxY"' 


Capitel  V. 

Das  Integral  einer  Function. 

§  16. 
Begriff  des  Integrals. 

In  §  2  haben  wir  gesebn,  dass  zwischen  einer  differentiirbaren 
Function  f(x)  und  ihrer  Derivirten  f  (x)  die  Gleichung 

(1)   ^^^^^^^=r(a)  +  9>,  /^(x)-/-(a)=(x-a)r(a)+(x-a)9, 

besteht,  wo  die  Grösse  g>  der  Bedingung 

lim  '  g>  =  0 

x=a 
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genügt,  und  dass  die  DifFerentiirbarkeit  von  f(x)  an  der  Stelle 
X  =  a  besagen  will:  f  (a)  besitze  einen  völlig  bestimmten  Werth. 

Wir  wollen  jetzt  nachsehn,  ob  die  Relation  (1)  geeignet  ist, 
die  Function  f(x)  aus  ihrer  Derivirten  f  (x)  zu  reconstniiren, 
und  eventuell  welcfie  Rechnungsoperation  den  Weg  dazu  anzeigt 

Zu  dem  Zweck  sei 

(J)  a,   Xj  ,   Xj,   Xg,    .   .   .,   Xn— 1,   z 

eine  auf-  oder  absteigende  Reihe  von  Werthen,  welche  für  die 
Veränderliche  x  in  /"(x)  nach  und  nach  gesetzt  werden.  Dann 
hat  man  nach  (1)  die  Gleichungen: 

fM  —  /'(a)    =  (xi  —  a)  /"  (a)   +  (x^  —  a)  ^ , 

fM  —  f'M  =  (xs  —  Xi)  f  (Xi)  +  (Xs  —  Xj)  f/>i  , 

/'(Xs)  —  /"(xa)  =  (Xs  —  Xjj)  /"  (x^)  +  (X3  -  Xjj)  (p^  , 
u.  s.  w. 

/"(Xn)  —  /"(Xn-l)  =(X„— Xn-i)r(Xn-l)+  (x^—X^-i)  9>n-l  > 
f(z)  —  /"(Xn)  =       (Z  —  X„)  /*'  (Xn)  +  (z  —  X„)  %,  , 

durch  deren  Summation  die  folgende  erhalten  wird: 
(3)  /•(z)-/-(a) 

=(xi-  a)/''(a)+(x,— Xi)/'(Xi)+(x3— Xj)/''(X2)H h(z— Xn)AxJ 

+  (xi— a)9P     +(X2— Xi)g)i      +(x3— x^)^,       -] |-(z— Xn)9>u- 

Dies  kann  man  auch  schreiben: 


»=^n  »=^^n 


(4)  /'(z)-/-(a)  =  2/"(x)Jx-h29>-^x, 

WO  die  Summenzeichen  2  mit  ihren  unten  und  oben  stehenden 
Indices  die  Bedeutung  haben,  dass  für  x  nach  und  nach  alle 
Glieder  der  Reihe  (2)  mit  Ausnahme  des  letzten,  und  für  jedes 
zugehörige  Ax  der  Rest  gesetzt  werden  soll,  welcher  bei  der  Sub- 
tration  des  Gliedes  vom  folgenden  übrig  bleibt.  Die  g)  sind  die 
mit  den  Jx  zugleich  unendlich  kleinen  Grössen,  welche  die  Gl.  (1) 
unter  der  unumgänglichen  Voraussetzung  definirt,  dass  f  (x)  für 
jedes  in  der  Reihe  (2)  enthaltene  x  einen  bestimmten  Werth  hat 
Nun  sei  ferner  *  der  grösste  unter  den  absoluten  Werthen 
der  Reihe 

9^9  9^1»  9^2  5  9^3»  •••»  9^tt-i5  9>n" 
Dann  ist,  wie  es  am  deutlichsten  der  Anblick  der  GL  (3)  zeigt: 
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x=x^ 


abs-  ^^q>'  ^^  <  *'abs'(z  —  a); 


x=a 


und  dieser  Ausdruck  nähert  sich  zweifellos  dem  Greiizwerthe  Null, 
wcun  mau  die  Anzahl  n  der  zwischen  a  und  z  in  der  Reihe  (2) 
iuterpolirten  Glieder  in  solcher  Weise  unendlich  wachsen  lässt,  dass 
zugleich  die  Differenzen  Ax  sämmtlich  unendlich  abnehmen.  Da- 
her liefert  die  Gl.  (4)  die  Relation: 


x=x„ 


(5)  /•(z)-/-(a)  =  lim.   ^r(x)Jx. 

Hiermit  ist,  da  wir  bereits  Functionen  f{x)  kennen  gelernt 
haben,  welche  den  oben  gestellten  Anforderungen  genügen,  nicht 
nur  für  viele  Fälle  die  Realität  des  Grenzwerthes  solcher  Summen 
dargethan,  wie  die  rechte  Seite  der  Gl.  (5)  ihn  anspricht,  sondern 
auch  eine  einfache  Beziehung  der  Summanden  zum  Grenzwerthe 
dargestellt. 

Für  die  rechte  Seite  der  Gl.  (5)  bedient  man  sich  nach  dem 
Vorgange  von  Leibnitz  einer  einfacheren  Bezeichnung,  welche  im 
Wesentlichen  darauf  hinauskommt,  dass  man  anstatt  des  Summen- 
zeichens 21  ein  deformirtes  S,  nehmlich  /,  schreibt  und  —  wieder, 
wie  bei  der  Bezeichnung  der  Derivirten  (§  2)  —  die  ausführliche 

Angabe  Um  •  durch  die  Schreibweise  d  für  J  unter  dem  Summen- 
Jx=0 

zeichen  vertreten  sein  lässt. 

Definition. 

Nähert  sich  eine  Summe  von  der  Form 
(xi  -  a)/'(a)  H- (x,  —  xj /"(xj  +  (X3  —  Xj,) /•(xj)  +  . .  • 


x=Xn 


• .  .  +  (X„.  —  Xn-i)  /"(Xn-i)  +  (Z  —  Xn)  f{x^)  =  ^  f  (x)  Ax  y 

z=a 

während  die  Anzahl  der  zwischen  x  =  a  und  x  =  z   inter- 
polirten  Werthe 

von  X  unendlich  wächst,  und  die  Grösse  der  sämmtlichen 
Differenzen 
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(Xi— a),    (Xg— X,),    (X3— Xj),    ...,    (Xn— Xn_i),    (Z— Xn) 

unendlich  abnimmt,  einem  von  dem  Gesetz  der  Inter- 
polation unabhängigen  bestimmten  Grenzwerth,  so  nennt 
man  diesen  Grenzwerth  das  Integral  der  Fanetion  /"(x) 
naeh  x  oder  das  Integral  des  Differentials  /*(x)dx  zwischen 
den  Grenzen  a  und  z  und  bezeichnet: 

x=x  * 


lim  .   V/'(x)  Jx  =  ff(x)  dx . 
x=0^^  ^ 


A 

Oben  ist  bewiesen  der  jetzt  in  folgender  Weise  zu  formulirende 

Lehrsatz. 

Besitzen  die  Function  f(x)  und  deren  Derivirte  für 
jeden  Werth  der  Veränderlichen  x  von  x  =  a  bis  x  =  z 
einen  völlig  bestimmten  Werth,  so  ist  jederzeit: 

(6)  f(z)-f(B.)=ff'(x)dx. 

Zusatz. 

Gleiche  Functionen  haben  gleiche  Integrale. 

§  17. 
Generelle  Realität  der  Integrale. 

Der  im  vorigen  §  gewonnene  Lehrsatz  spricht  eine  zwischen 
zwei  als  bekannt  angesehenen  Functionen  f{x)  und  /"^(x)  be- 
stehende Relation  aus  und  hat  im  Wesentlichen  nur  die  Bedeutung 
einer  Transformation  der  Gl.  (1)  jenes  §  unter  einer  Reihe  von 
Voraussetzungen  über  das  Verhalten  der  Function  /*(x),  welche 
schliesslich  in  (6)  als  Litegral  erscheint. 

Betrachtet  man  aber  das  Integral  als  eine  vorerst  noch  un- 
bekannte Function  eines  gegebenen  DiflFerentials  —  und  darauf 
wird  die  Anwendung  meistens  hinauskommen  —  so  entsteht  die 
Aufgabe,  allein  aus  den  Eigenschaften  des  Differentials  die  Realität 
nebst  den  charakteristischen  Eigenschaf  ken  des  hitegrals  zu  erkennen. 

Wir  werden  sehn,  dass  die  Lösung  dieser  Aufgabe  mit  ver- 
hältnissmässig  einfachen  Mitteln  ziemlich  vollkommen  gelingt,  und 
dass  sie  sogar  die  Aufstellung  und  sichere  Behandlung  von  Fimctionen 
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im  Gefolge  hat,  welche  sich  yoii  deu  Elementarfunctionen  (d.  i.  vou 
deii  durch  die  sieben  Rechnungsarten  unmittelbar  dargebotenen 
Functionen)  charakteristisch  unterscheiden. 

Verstehen  wir  unter  f(x)  vorerst  eine  von  x=a  bis  x  =  z>a 
stetig  wachsende  Function,  so  ist  es  zunächst  einleuchtend,  dass 
die  Summe 

S  =  (Xi  — a)/'(a)  +  (x,  — X^AxJH 1- (Xn— Xn-i)/*(Xn-i) 

+  (Z  — X„)/*(Xn) 

wächst^  wenn  man  zwischen  den  Gliedern  der  Reihe 

W  a>  Xj,  X,,   ...,  Xn_i,  Xa,  z 

neue  Glieder  interpolirt;  denn  jedes  Mal,  so  oft  zwischen  zwei 
Glieder  x,  und  x,^,!  ein  neues  g  gesetzt  wird,  tritt  an  die  Stelle 
des  einen  Summanden 

(X,4.i  —  X,)  /*(Xr) 

in  S  die  Summe  zweier: 

(g  -  X,)  f(Xr)  +  (x,+,  -  g)  /•(§) 

=  (X,+.  -  X,)    fix,)  +  (X,+,  -  I)  [/•(§)  -  /"(Xr)]  . 

uud  da  unserer  Voraussetzung  gemäss  beide  Factorcn  des  Products 

(x,+i  -  g)  •  [fii)  -  /-(x,)] 

positiv  sind,  so  giebt  dieses  Product  einen  wirklichen  Zuwachs 
des  obigen  Ausdrucks  an. 

Thut  man  dasselbe  mit  der  Summe 

S'  =  (Xi  — a) /"(Xi)  +  (X,— Xi) /"(Xg)  H h  (x„— X„ _i)  f(Xa) 

-|-(Z— Xn)/'(Z), 

so  nimmt  diese  dadurch  ab,  denn  der  einzelne  Summand 

(x,+i  —  X,)  /*(x,+i) 
geht  in  die  Summe  zweier 

(§  -  X,)  m + (x,+i  -  g)  /•(x.+o 

=  (x,+i  -  X,)  /•(x.+O  +  (g  -  x,)  [/-(g)  -  /•(x.+O] 
über,  die  ihn  um  den  negativen  Summanden 

(|-xOI/(g)-/'(Xr+l)] 

Übertrifft,  weil  gemäss  der  Voraussetzung  /'(g) << /(xr^i)  ist 

Die  beiden  für  die  bestimmte  Reihe  (1),  also  für  die  Reihe 

ftj    Xj  ,    Xjj  ,    •••,    Xn_i,    Xq,    Z, 

berechenbaren  Summen  S  und  S'  unterscheiden  sich  um  die  Diffierenz: 
S'-S  =  (x,-a)iy(x,)-/-(a)]  +  (x,-x,)|/(x,)-Axi)]+-" 

•  •  •  +  (Z  -  Xn)  (/(Z)  -  /-(Xn)]  • 
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In  ihr  sind  die  Factoren  der  einzelnen  Glieder  positiv,  und  es  ist 
daher,  wenn  man  unter  den  zu  berechnenden  Differenzen  die  grösste 

bezeichnet: 

S'--  S  <  (z— a) .  F . 

Beachten  wir  nun,  dass  wegen  der  Stetigkeit  der  Function  f(x) 
die  Differenz  F  unendlich  abnimmt,  wenn  man  zwischen  den 
Gliedern  der  Reihe  (1)  unendlich  viele  neue  Glieder  mit  unendlich 
kleinen  Differenzen  interpoUrt,  so  ersehen  wir,  dass  hierbei  die 
unausgesetzt  wachsende  Summe  S  und  die  unausgesetzt  abneh- 
mende Summe  S'  sich  einem  und  demselben  bestimmten 
Grenzwerth  nähern. 

Wir   wollen   denselben   mit   G  bezeichnen,    und   denjenigen, 
welcher  auf  analoge  Weise  aus  einer  andern  Anfangsreihe 
(2)  a,  x\,  x'g,  •••,  x'„__i,  x'in,  z 

hervorgeht,  mit  G',  endlich  mit  G"  denjenigen,  welcher  aus  einer 
Anfangsreihe  hervorgeht,  die  die  Glieder  beider  Reihen  (1)  und 
(2),  ihrer  Grösse  nach  geordnet,  entjiält. 

Dann  ist  es  bloss  eine  zweifache  Wiederholung  des  vorhin 
gewonnenen  Urtheils  lim  •  S  =  lim  •  S',  wenn  wir  schliessen,  dass 

G  =  G",  G'=G" 
und  deshalb 

G'=G 
sei. 

Es  wird  also  durch  keine  Abänderung  des  Einthei- 
lungsgesetzes  des  von  x  =  a  bis  x=:z  reichenden  Inter- 
valls an  dem  Grenzwerthe  von  S  etwas  geändert. 

Erwägen  wir  femer,  dass  S  und  lim-S  höchstens  eine  Ver- 
änderung des  Vorzeichens  erleiden,  wenn  z<Ca  ist,  oder  /"(x) 
als  von  x  =  a  bis  x  =  z  abnehmend  vorausgesetzt  wird,  so  ge- 
winnen wir  den  folgenden 

Lehrsatz  I. 

Bedeutet  f{x)  eine  von  x  =  a  bis  x  =  z  bestimmte 
stetig  zu-  oder  abnehmende  Function  von  x,  so  ist  das 
Integral 

F(z)==//-(x)dx 

a 

eine  völlig  bestimmte  Function  von  z. 
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Aus  der  Definition  des  Integrals  folgen  aber  unmittelbar  auch 
die  beiden  zunächst  zu  notirenden  Lehrsätze: 

Lehrsatz  IL 

In  allen  Fällen,  in  denen  f(x)  eine  eindeutige*) 
Function  von  x  ist,  deren  Integral  einen  Sinn  hat,  ändert 
dasselbe  bei  der  Vertauschung  der  oberen  mit  der  unteren 
Grenze  nur  sein  Vorzeichen: 


a 


(3)  ff\x)dx  =  -ff{x)Ax. 

Denn  es  geht  bei  der  obigen  Bezeichnung  die  Sunune  S  in  ( —  S'), 
und  daher  lim-S  in  ( — lim-S')  über. 

Lehrsatz  IIL 

Es  ist  stets: 

(4)  ff(x)  ix  =J'fOO  dx  +  ff{x)  dx , 

»ab 

sobald  die  hier  aufgeführten  Integrale  sämmtlich  einen 
Sinn  haben. 

Mithin  gilt  nach  Lehrsatz  I  auch  der  folgende: 

Lehrsatz  IV. 

Bedeutet  f(x)  eine  zwischen  den  Grenzen  x  =  a  und 
x  =  z  nur  eine  zählbare  Anzahl  mal  im  Zu-  und  Abnehmen 
wechselnde  und  hierbei  auch  nur  eine  zählbare  Anzahl 
mal  von  einem  Werth  zu  einem  andern  (unstetig)  springende, 
im  Übrigen  aber  überall  bestimmte  und  stetige  Func- 
tion Yon  X,  so  ist 

F(z)-//"(x)dx 

eine  völlig  bestimmte  Function  von  z,  d.  h.  eine  Function, 
welche  von  dem  Eintheilungsgesetz  des  Summations- 
intervalls  (a,  z)  nicht  abhängt. 

Zur  vollständigen  Sicherstellung  dieses  Satzes  nach  allen 
Seiten  hin  eiiibrigt  es  noch,  den  Einfluss  einer  Stelle  x  =  c  ins 
Auge  zu  fassen,  an  welcher  die  generell  stetige  Function  von  einem 

M  Für  jeden  einzelnen  Werth  von  x  nur  mit  einem  Werth  behaftet. 
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bestimmten  Werthe  /i   zu   einem   andern  f^   springt,   d.  h.    einer 

Stelle,  wo 

lim  •  f(Q  —  Ax)  =  /i  ,       lim  •  f{c  +  Jx)  =  f^ 
Jx=0  A'x=0 

verschiedene  aber  bestimmte  Werthe  sind. 

Dann  ist  in  der  Summe 

(x,— a)/"(a)  +  (x,  — Xi)/'(xi)  -\ \-  (c— x,)  /'(x,)  +  (x,_|.i—  c)/'(c) 

+  (X,_|.2  —  Xr+i)  /*(Xr+i)  -\ \-{z  —  X^  f{x^)  , 

in  welcher  c  als  zwischen  Xr  und  Xr^-i  liegend  angenommen  ist, 
zwar  ein  unbestimmtes  Glied 

(Xr+l  —  C)  f(c) 

enthalten;  jedoch  nähert  sich  dieses  zugleich  mit  der  Differenz 
(x,_|.j  —  c)  dem  Grenzwerthe  Null  und  übt  daher  keinen  Einfluss 
auf  den  Werth  des  Integrals  aus. 

Dass  auch  eine  grössere  Anzahl  von  Sprungstellen,  wenn  sie 
nur  zählbar  ist,  und  wenn  nirgends  f(c  +  Ax)  bei  unendlich  ab- 
nehmendem Jx  unendlich  wächst,  keinen  Einfluss  auf  das  Integral 
ausüben  kann,  ist  aus  dem  Obigen  ohne  Weiteres  ersichtlich;  so 
wie,  dass  auch  die  obere  Grenze  z  und  die  untere  a  solche 
Sprungstellen  sein  dürfen. 


§  18. 
Geometrische  Veranschaulichung  des  lötegrals. 

Construirt  man 
bei  rechtwinkligen 
Coordinaten  eine 
Curve  als  geome- 
trischen Ort  der 
Punkte,  welche  die 
Abscisso  X  und  die 
Ordinate  y  =  f(x) 
haben,  so  ist  bei 
der  in  der  Geo- 
metrie getroffenen 
Vereinbarung    über    die   Beziehung   der   Längeneinheit   und   der 
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Flächeueinheit  zu  einander,*)  die  im  vorigen  §  durch  S  benannte 
Grösse  gleich  der  Summe  der  Maasszahlen  derjenigen  Rechtecke, 
welche  die  zu  den  Abscissen  a,  x^ ,  x, ,  . . . ,  Xq  gehörenden  Ordi- 
naten  QP,  u.s.w.  als  eine  Seite  und  als  zweite  Seite  die  Strecken 
(xj — a),  (xj — Xi),  ...,  (z  —  Xn)  haben. 
Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der 

Lehrsatz. 

Ist  y==f(x)  die  Gleichung  einer  Curve,  so  giebt  das 
Integral 

ff(x)  dx 

die  Maasszahl  desjenigen  Flächenstücks  (PQQiPi)  ftn» 
welches  von  der  Abscissenaxe  (der  Axe  der  x)  und  der 
Curve  und  den  „zu  x  =  a  und  x  =  z  gehörenden  Ordi- 
nalen"*) begrenzt  wird.  —  Bei  dieser  Berechnung  er- 
halten die  auf  verschiedenen  Seiten  der  Abscissenaxe 
liegenden  Flächenstücke  Maasszahlen  von  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen. 

Um  der  Anschauung  ein  mögliches  Verhalten  der  Function 
/"(x)  nahe  zu  bringen,  bei  welchem  sie  noch  in  die  oben  (im  vor  § 
und  auch  hier)  betrachtete  Kategorie  gehört,  obgleich  sie  discon- 
tinuirlich  ist,  wählen  wir  das  in  §  2  betrachtete  Beispiel 


^)  Das  fragliche  Übereinkommen  ist  bekanntlich  dieses,  dass  alle 
Felder  dnrch  das  Feld  eines  Quadrats  gemessen  werden  sollen,  dessen  Seiten 
der  grade  gewählten  Längeneinheit  gleich  sind. 

*)  d.  i.  in  den  Endpunkten  Q  und  Qi  der  Abscissen  parallel  zur  Coor- 
dioatenaxe  gezogenen  Graden. 
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y=/*(x)= — ^• 

Die  Curve  hat  etwa  die  auf  voriger  Seite  verzeichnete  Gestalt,  und  es 

2 

/dx 
Y~    ^^  Flächenstück 

'  3  +  10^^ 
OPBAPi  Qi  BO  unzweideutig  gemessen  werden,  sobald  OQ^  =2  •  OB 
und   Z.XOY  =  ^  angenommen  wird.     Nur  gehört  die  mit  OP 
parallele  Grade  BA  nicht  zur  Curve. 

Um  Fälle  anzuführen,  welche  ausgeschlossen  sind,  so  kann 
es  geschehn,  dass  die  den  Verlauf  der  Function  /"(x)  veranschau- 
lichende Curve  ohne  Aufgabe  ihres  continuirlichen  Zuges  zwischen 
zwei  durchaus  verschiedenen  Ordinaten  (etwa  y=l  und  y=1000000) 
desto  öfter  auf-  und  absteigt,  je  mehr  die  Abscisse  sich  einem  be- 
stimmten Grenzwerthe  nähert,  oder  dass  die  Curve  sich  in  lauter 
unverbundene  Punkte  auflöst  —  wie  oben  an  der  Stelle  (A,B)  — 
und  dgl.  mehr.  Dann  ist,  wie  im  letzterwähnten  Falle,  von  einem 
durch  das  Integral  zu  messenden  Flächenstück  überhaupt  nicht 
mehr  die  Rede,  oder  es  müssen,  wo  die  Continuität  eines  Curven- 
zuges  noch  einen  Sinn  behält,  besondere  Vorsichtsmaassregeln  für 
die  geeignete  Auswahl  der  Abscissen  a,  x^,  x^,  ...,  Xq,  z  getroffen 
werden,  um  kein  falsches  Resultat  zu  erhalten. 

Wir  sind  für  die  uns  hier  nahe  liegenden  Zwecke  nicht  ge- 
mässigt, auf  solche  Subtilitäten  einzugehn. 

Von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  aber  ist  noch  der  im  nächsten 
§  zu  begründende  Satz. 

§   19. 
Differentiation  des  Integrals  nach  seiner  oberen  Grenze. 

Lehrsatz. 

Bedeutet  f(x)  eine  von  x  =  a  bis  x  =  z  überall  end- 
liche,^) generell*)  stetige  und  auch  im  Wachsen  und  Ab- 

'j  Nirgends  unendlich  wachsende. 

*)  Wir  bezeichnen  durch  das  Wort  „generell"  die  Beschränkung  auf 
eine  zählbare  Anzahl  von  Ausnahmen."  —  Hier  wird  eine  zählbare  Anzahl 
von  Sprangen  zwischen  endlichen  Werthen  gestattet. 
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nehmen     nur     eine     zählbare     Anzahl    mal    wechselnde 
Function  Yon  x,  so  ist  das  Integral 

U)  F(z)=//-(x)dx 

eine  völlig   bestimmte    und  nicht    nur  stetige,    sondern 
auch  differentiirbare  Function  von  z  mit  der  Derivirten 

(2)  r{z)=f(z). 

Ist  f{x)  im  ganzen  Intervall  (a,  z)  stetig,  so  giebt  es  eine 
zwischen  0  und  -\-  1  liegende  Zahl  6,  für  welche 

(3)  .F(z)  =  (z-a)./-[a  +  e(z-a)] 
hervorgeht.     Jedenfalfs  aber  hat  man  die  Beziehung 

(4)  F(z)  =  (z-a).M(g,k), 

wo  M(g,k)   einen  „Mittelwerth  der  Function  f(x)  im  In- 
tervall (a,z)",  d.i.  eine  Zahl  bedeutet,  welche  nicht  grösser 
als  der  grösste  Werth  g  und  nicht  kleiner  als  der  kleinste 
Werth  k  von  f(x)  im  Intervall  (a,z)  ist. 
Endlich  ist: 

(5)  lim  •  F  (z)  =  lim  •  ff(x)  dx  =  0 , 

z  =  a  z  =  a  ft 

so  lange  die  oben  über  f(x)  gemachte  Voraussetzung  zu- 
trifft 

Beweis.    Bezeichnet  man  durch  g)  den  Werth  des  Quotienten 

— -,  so  ist  identisch: 
z—a  . 

F(z)=  (z  —  a)  9)  =  (x,  —  a) .  9)  +  (x^— x,)  9)  +  (X3  —  x,)  y  +  •  •  • 

\-(z  —  Xn)(p 

und  nach  (1)  wegen  des  Begriffs  des  Integrals  auch: 

F(z5  =  lim .  [(X,  -  a)  /'(a)  +  (x,  -  x, )  f(x, )  +  (x^  -  x^)  f(x,)  +  •  •  • 

h(z  — Xa)/'(xii)]; 

mithin  erhält  man  durch  Subtraction: 

0  =  lmi.  {(X,  -  a)  [/(a)  -  y.]  +  (x,-  x,.)[7(x,)  -  9] 
+  (xs-x,)[/(x,)-(^]  +  --  +  (z-x„)|7(x„)-9P]}. 

Diese  Gleichung  kann  aber,  da  die  Differenzen  der  x  einerlei  Vor- 
zeichen haben,  nur  bestehn,  wenn  die  Differenzen  [/(x,)  —  9>]  ent- 
weder sämmtlich  =0  sind  oder  theilweise  verschiedene  Vorzeichen 
haben.    Im  ersten  Falle  ist  f(x)  innerhalb  des  ganzen  Intervalls 
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(a,z)  con8tant  =  9),  im  zweiten  Falle  innerhalb  desselben  theils 
grösser  theils  kleiner  als  9>;  —  dies  spricht  die  GL  (4)  ans,  in 
welcher  g  den  grössten  und  k  den  kleinsten  Werth  von  /"(x) 
innerhalb  des  Integrationsintervalles  bezeichnet.  Verengert  man 
nun  die  Voraussetzung  weiter  in  der  Weise,  dass  die  Function  f{x) 
als  von  X  =  a  bis  x  =  z  continuirlich  varürend  (d.  i.  als  von  jedem 
ihrer  Werthe  zu  jedem  andern  durch  alle  dazwischen  liegenden 
Werthe  hindurchgehend)  angenonmien  wird,  so  kann  die  Differenz 
[/(x)  —  9)]  ihr  Vorzeichen  nicht  wechseln,  ohne  durch  den  Werth 
+  0  hindurchzugehn;  weshalb  es  einen  solchen  zwischen  a  und  z 
enthaltenen  Werth  x'  (oder  auch  dergn  mehrere)  geben  mu^ 
dass  g)  =  f(x)  hervorgeht  Für  ein  solches  x'  ist  die  Bezeich- 
nungsweise 

x'=  a  +  e  (z  —  a) ,     {0  <  Ö  '<  + 1} 

hergebracht,  welche  offenbar  ihrem  Zweck  entspricht.  —  Damit 
ist  die  GL  (3)  verificirt 

Um  schliesslich  das  zu  deduciren,  was  in  der  GL  (2)  behauptet 
wird,  differentiiren  wir  die  Definitionsgleichung  (1)  nach  z.  Die- 
selbe ergiebt  zunächst  unter  Berücksichtigung  von  §  17  (4): 

F(z  +  Jz)=y      f\x)dx=ff(x)dx+f      /•(x)dx. 

a  a  s 

Subtrahirt  man  nun  die  GL(1)  und  wendet  die  oben  bewiesene 
GL  (4)  an,  so  erhält  man: 

F(z  +  Jz)  — F(z)=y      /•(x)dx  =  Jz-M(g,k), 

Z 

WO  g  den  grössten  und  k  den  kleinsten  Werth  bedeutet,  welchen 
f(x)  in  dem  von  x  =  z  bis  x  =  z  +  ^z  reichenden  Intervall  an- 
nimmt 

Bei  einer  an  der  Stelle  x  =  z  stetigen  Function  f(x)  kann 
man  die  letzte  Gleichung  (in  Folge  der  schon  bewiesenen  GL  (3)) 
auch  so  schreiben: 
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und  erhält  im  Grenzfalle  für  ein  unendlich  kleines  Jz  augen- 
scheinlich: 

F'(z)  =  /(z). 

Springt  aher  unsere  Function  f(x)  an  der  Stelle  x  =  z  von 
einem  bestimmten  Werth  zu  einem  andern,  so  gilt  —  weil  f(x) 
nach  unserer  Voraussetzung  auf  jeder  Seite  der  Sprungstelle  inner- 
halb eines  gewissen  Intervalls  stetig  bleibt  —  die  Gleichung  (6) 
eben&lls;  nur  erhält  man  durch  den  Übergang  zur  Grenze  für 

r(z)  =  üm.?>±^--?i^-> 
Jz=0  ^^ 

die  beiden  von  einander  verschiedenen  Werthe: 

\\m-f(z-j-/lz)  und  lim-/*(z  —  Jz), 
zJz=0  Jz=0 

je  nachdem  die  Annäherung  von  der  positiven  oder  von  der  nega- 
tiven Richtung  her  geschieht. 

Der  Werth  von  F'(z)  fällt  eben  bei  den  entgegengesetzten 
DifTerentiationsrichtungen  verschieden  aus,  ein  schon  in  §  2  als 
möglich  besprochenes  Resultat. 

Die  Gleichung  (5)  folgt  sofort  aus  (4). 

§  20. 
Das  bestimmte  und  das  unbestimmte  Integral 

Die  beiden  Integrale 

jax)dx,  //•(x)dx 

mit  gleichen  oberen  Grenzen  z  und  verschiedenen  unteren  Grenzen 
a  und  b  haben  nach  §  17  (4)  zur  Differenz  das  Integral 

/V(x)dx, 

a 

welches  von  z  völlig  unabhängig  ist,  können  also  durch  die  Ad- 
dition eines  für  z  constanten  Summanden  aus  einander  abgeleitet 
werden.  Ob  derselbe  positiv  oder  negativ  sei,  hängt  vom  Verlauf 
der  integrirten  Function  und  von  der  numerischen  Lage  der  unteren 
Grenzen  a  und  b  gegen  einander  ab. 

Man  braucht  sich  daher  um  die  untere  Grenze  des  Integrals 
in  allen  denjenigen  Fällen  nicht  speciell  zu  kümmern,  in  welchen 

Worpitsky,  Differential-  u.  Integnüreeliiiiiiisr.  4 
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man  die  Yeränderuogen  des  als  Function  seiner  oberen  Grenze 
betrachteten  Integrals  untersucht.  Man  vereinfacht  in  solchen 
FälleiT  die  Bezeichnung. 

Deftnitlon. 

Ein  Integral   ff(x)dx    mit     bestimmt     angegebener 

ft 

oberer  und  auch  unterer  Grenze  heisst  ein  bestimmtes 
Integral.  Ein  als  Function  seiner  oberen  Grenze  be- 
trachtetes Integral,  während  für  seine  untere  Grenze 
eine  willkürlich  auszuwählende  Gonstante  gestattet  wird, 
nennt  man  ein  unbestimmtes  Integral  und  schreibt  es  in 
der  Weise: 

80  dass  die  obere  Grenze  im  Differential  an  der  Stelle 
der  unabhängigen  Yariabeln  genannt  wird,  die  untere 
Grenze  aber  gar  keine  Erwähnung  findet. 

Jede  zum  unbestimmten  Integral  addirte  Gonstante 
heisst  eine  wlUkflrllelie  Integratlonsconstante. 

Zusatz  L 

Je  zwei  unbestimmte  Integrale  F(z)  und  ^(z)  des- 
selben Differentials  f(x)dx  haben  eine  constante  Dif- 
ferenz: 17/  \        ^/  \       r\ 

F  (z)  —  *  (z)  =  G . 

Denn  dies  sagt  nichts  Anderes  aus,  als  die  Gleichung  (4)  des 
§17,  nämlich  als: 

//•(x)  dx  =  //-(x)  dx  +  ff{x)  dx . 

a  a  b 

ff{x)  d  X  -  //-(x)  dx  =  /fix)  d  X  . 

a  b  a 

Znsatz  IL 

Ist  ein  unbestimmtes  Integral 

(1)  ff{x)dx  =  F(x) 

des  Differentials  f(x)dx  ermittelt,  so  kann  man  jedes  be- 
stimmte Integral  nach  der  Formel 
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(2)  ff(x)  dx  =  F  (b)  -  F  (a) 

berechnen,  jedoch  unter  der  ausdrücklichen  Bedingung, 
dass  die  Function  F(x)  im  Intervall  (a,b)  völlig  bestimmt 
und  stetig  sei. 

Die  Gleichung  (2)  nämlich  im  Verein  mit  der  Definitions- 
gleichung (1)  bedeutet  wieder  nichts  Anderes,  als  die  Gl.  (4)  des 
§  17,  da  sie  mit  der  Gleichung 

Jf(x)  ix  =  ff(x)  dx  ~  ff{x)  dx 

a  c  e 

identisch  ist 

Zusatz  III. 

Unter  derselben  Voraussetzung,   wie  im  Zus.  IL  ist: 

(3)  _V___^^/-(,) 

oder  in  einer  bequemeren,  leicht  verständlichen  Schreib- 
weise: ^ 

(3-)  dijf<^^^''='f<^''^' 

—  Diese  Gleichungen  sagen  dasselbe  aus,  wie  die  Gl.  (2)  des  §  19. 

§  21. 
Endliche  Integralwerthe  bei  unendlichen  Differentialen 

oder  Integrationsintervallen. 

Lehrsatz  L 

Wächst  die  generell  bestimmte  und  stetige  Function 
f{x)  bei  der  unendlichen  Annäherung  von  x  an  c  im 
Intervall  (a,  c)  unendlich,  während  hierbei  für  irgend 
eine  positive  Gonstante  fi 

lim  .  (c  — x)'"'*/'(x)  =  0 
x=c 

hervorgeht,  so  ist 

lim  •    ff(x)dx 
z=c  » 

eine  endliche,  völlig  bestimmte  Grösse. 

4* 
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Beweis.  Wir  nehmen  an,  dass  x  Ton  a  nach  c  hin  wachse  — 
wodurch  der  Allgemeinheit  der  Beweisführung  offenbar  kein  Ab- 
bruch geschieht  —  und  bestimmen  im  Intervall  (a,c)  einen  Werth 
z  von  X  so  nahe  an  c,  dass  in  dem  Unterintervall  (z,c)  überall 

abs  •  (c  —  x)      f(x)  <<  6 ,      abs  •  f{x)  <C  e  •  (c  —  x) 

ist,  wo  £  eine  beliebig  kleine  Constante  bedeutet.     Dies  kann  der 
Voraussetzung  gemäss  geschehn. 

{nterpoliren  wir  nun  zwischen  z  und  c  die  aufsteigende  Reihe 
Xj,  Xj,  X3,  •••,  Xn  und  bilden  die  Summe 

S  =  (x,-z)/-(z)  +  (x,-x,)/-(xJ  +  (x3-x,)/-(x,)+... 

•  •  •  +  (C— Xn)  f(Xn)  , 

SO  sind  die  absoluten  Werthe  ihrer  Glieder  kleiner  als  die  Glieder 
der  analogen  Reihe 

e.S'=(xi  — z)-e(c  — z/"  -f  (xg— xj-f  (c  —  x^/      H 

...  +  (C  — X„).f(c  — Xn>"-^ 

Mithin  ist: 

abs-S<Cfi-S', 

c  c  __ 

abs  •  ff(^)  dx  <  f  -f(c  — .x)      dx  . 

S  B 

Aus  §  14  und  §  8  folgt  aber: 

d-(c  —  x)        d-(c  —  x)     d(c  —  x)  ,  .«** 

-  A_ L.  =     A 1 \ 1  =  _  ^  (c  _  x)       ; 

dx  d(c  —  x)  nx  "^  ^ 

und  hieraus  durch  Integration: 

(c  —  x)   +C  =  —  f^'fi^  —  ^)       ^^' 
/(c  — x)""'dx  =  -.(c  — z)'". 

Daher  ergiebt  sich  aus  der  obigen  Betrachtung,  dass 

abs  •  /'/'(x)dx<--(c  —  z)  , 
m.  a.  W.,  dass 

ff(x)dx  =  e.^(c-z)\     (_l<e<  +  l) 

ist. 

Demnach  kann  man  mit  Rücksicht  auf  §  17  L.  III 
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ff(x)  dx  =  ff(x)  a X  +  e  •  ^  (c  -  zf 
darstelleD.         *  * 

Der  erste  Summand  der  rechten  Seite  besitzt  einen  angeb- 
baren bestimmten  Werth,  der  zweite  erreicht  die  Grösse  -(c — z)'* 

0  (^ 

nicht;  daher  ist  der  Werth  von  ff(x)Ax  endlich.  Ausserdem  ist 
er  ein  völlig  bestimmter,  weil  die  zu  dem  völlig  bestimmten  Werth 
von  Jf(x)äx  zu  addirende  Grösse  bei  der  Annäherung  von  z  an 
c  unendlich  abnimmt. 

Definition. 

Wird  die  Function  f(x)  innerhalb  des  Intervalls  (ajb) 
bei  einer  Stelle  c  unendlich,  während 

limes      j  ff(x)  dx  +  ff(x)  Ax  \ 

Z  =  C,  U=cU  u  ^ 

einen  endlichen  Werth  erlangt,  so  bezeichnet  man  den 
letzteren  —  genau,   wie  bei  endlich   bleibenden  /*(x)  — 

b 

ebenfalls  durch   ff(x)dx, 

a 

Znsatz. 

Ergiebt   sich   für  jeden  Werth   von  x  innerhalb   des 
Integrationsintervalls  (a,z) 

lim.(z  — xy"'*/'(z)  =  0, 
z=x 

z 

SO  ist  in  ihm  das  Integral  ff{x)Ax  eine  stetige  und  dif- 

a 

ferentiirbare  Function  von  z. 

Lelirsatz  IL 

s 

Hat  das  Integral  Jf(x)Ax   bei   jedem   Werthe   von   z 

a 

einen  bestimmten  Werth,  und  ist  für  irgend  ein  positives 
constantes  fi 
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.1+1« 


lim  •x'^''/-(x)  =  0, 

X=oo 

so  besitzt  auch 

ff(x)dx,    d.h.    lim  •//■(x)dx 

a  z  =  oo  a 

einen  bestimmten  endlichen  Werth. 

Beweis.     Durch    eine   Schlussweise,    welche    derjenigen    im 
vorigen  Beweise  ganz  analog  ist,  findet  man: 

c  c 

/>(x)  dx = e  •  £ .  /x-''-'  dx = £ .  - .  {z-^—c-"},  (-i<e<+i). 


B  Z 


Es  bedeutet  c  eine  das  z  um  beliebig  yiel  übersteigende  Zahl 
und  e  den  grössten  Werth  Yon  x^'*"'*/'(x)  im  Intervall  (z,c). 

Lässt  man  c  unendlich  wachsen,  so  ist  lim  •  c'~'*=0,  mithin: 


C=oo 


00  ti 

//•(X)dx=r£.— ^, 
z  /^Z 

ff(x)dx  =  ff{x)dx  +  B       ^ 


Da  der  erste  Summand  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
für  jedes  beliebig  grosse  z  nach  der  Voraussetzung  völlig  bestimmt 
ist,  und  der  zweite  der  Null  durch  die  Vergrösserung  von  z  be- 
liebig nahe  gebracht  wird,  so  trifft  unser  Lehrsatz  zu. 

Amnerkans« 

Die  beiden  Sätze  dieses  §  reichen  in  einer  grossen  Anzahl 
von  Fällen  aus,  um  den  Werth  eines  Integrals  als  endlich  bestimmt 
zu  erkennen,  während  das  Differential  oder  das  Integrationsinter- 
vall unendlich  wird.  In  anderen,  seltener  vorkommenden  Fällen 
muss  man  sich  eines  schärferen  Kriteriums  bedienen;  von  diesem 
wird  später  (in  §  49  und  §  50)  gehandelt  werden.  —  Ein  durch- 
aus durchschlagendes  giebt  es  überhaupt  nicht  und  kann  es  sogar 
nicht  geben,  wie  ich  a.  a.  0.  im  Jahre  1867  gezeigt  habe. 
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§  22. 
Aufgabe  und  Methode  der  Integralrechnung. 

Unter  Integralrechnung  versteht  man  den  Inbegriff 
aller  Lehren  über  die  Integrale  der  Functionen. 

Es  wird  also  —  um  das  Ziel  möglichst  weit  zu  stecken  — 
unsere  Aufgabe  sein,  die  Integrale  analytisch,  d.  i.  durch  die 
Elementarfimctionen,^)  auszuwerthen,  die  Beziehungen  der  Integrale 
verwandter  Functionen  zu  einander  aufzudecken  und  Kriterien  für 
solche  Eigenschafben  der  Integrale  zu  beleuchten,  welche  auch 
ohne  vollzogene  Integration  erkannt  werden  können. 

Wegen  der  Unmöglichkeit,  eine  Tafel  der  Integrale  aller 
denkbaren  Functionen  herzustellen,  wird  der  erste  Theil  unserer 
Aufgabe  darauf  zu  reduciren  sein,  dass  man  die  Integrale  der 
Elementarfiinctionen  auswerthet  und  diejenigen  Sätze  über  die 
Integration  zusammengesetzter  Functionen  aufstellt,  welche  in  den 
Complicationen  der  sieben  Rechnungsarten  wirksam  zu  sein  pflegen. 

Wir  werden  bald  sehen,  dass  die  Integralrechnung  in  diesem 
Theil  ihrer  Aufgabe  einen  ungünstigeren  Stand  hat,  als  die  Dif- 
ferentialrechnung in  dem  analogen.  Dass  sie  dagegen  diesen 
Mangel  in  anderer  Beziehung  wettmacht,  lässt  sich  schon  aus 
Früherem,  namentlich  aus  §  19  und  §  21,  ab&ehn. 

Die  Methode  der  Integralrechnung  würde,  wenn  der  §  19  sie 
nicht  mit  der  Differentialrechnung  als  Inversion  vermittelte  — 
etwa  wie  die  Division  mit  der  Multiplication  —  die  sein,  dass 
man  in  jedem  einzelnen  Falle  den  Uebergang  zur  Grenze  bei  der- 
jenigen Summe  zu  vollziehn  hätte,  durch  welchen  das  Integral 
definirt  ist  (§  16).  Der  Vorsuch,  auf  diese  Weise  zu  nennens- 
werthen  Resultaten  zu  gelangen,  erweist  sich  als  fruchtlos. 

Was  die  Integralrechnung  an  Resultaten  zu  leisten  vermag, 
erlangt  sie  zunächst  hauptsächlich  durch  ihre  Inversionsbeziehung 
ZOT  Differentialrechnung.  Und  die  Einführung  des  Begriffs  des 
anbestimmten  Integrals  (§  20)  leitet  nur  aus  dieser  Beziehung 
Zweck  und  Berechtigung  her.  —  Es  eignet  sich  eben  die  Form 
des  unbestimmten  Integrals  am  meisten  für  die  Uebertragung  der 


')  d.  h.  darch  diejenigen  Functionen,  welche  durch  die  sieben  Rechnungs- 
arten direct  definirt  sind.    . 
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Resultate  der  Differentialrechnung  in  die  Sprache  der  Integral- 
rechnung. Der  grösste  und  imponirendste  Reichthum  ihrer  Resul- 
tate entspringt  aher  aus  der  ausgiebigen  Verwerthung  der  §§19 
und  21  zur  Entdeckung  und  Discussion  der  „transcendenten'^ 
Functionen,  d.  i.  solcher  Functionen,  welche  nicht  in  geschlossener 
Form  durch  Elementarfunctionen  dai*gestellt  werden  können.  Diesen 
Theil  der  Integralrechnung  nennt  man  „Functionentheorie." 

Dass  wir  im  Folgenden  die  analogen  Sätze  für  beide  Rech- 
nungsoperationen der  Regel  nach  unmittelbar  neben  einander 
stellen,  geschieht  erstens,  um  den  blossen  Anschein  der  Verschie- 
denheit oder  die  wirklichen  Abweichungen  besser  hervorzuheben, 
zweitens  um  diejenigen  Integrationen  offen  und  nicht  maskirt 
anzuwenden,  welche  bei  manchen  gewohnheitsgemäss  der  Diflferen- 
tialrechnimg  einverleibten  Deductionen  und  Relationen  unerlässlich 
sind.  —  Wollte  man  in  der  4)ifferentialrechnung  Alles  streichen, 
was  zur  klaren  und  vollen  Darlegung  Integration  erfordert,  so 
würde  von  ihr  sehr  wenig  übrigbleiben. 

Capitel  VI. 

Die  Integration  der  eiofaohsten  Formen. 

§  23. 
Integration  der  Constanten. 

Lehrsatz. 

Das  Integral  einer  Constanten  ist  das  Product  aus 
der  Constanten  und  dem  Integrationsintervall: 

(1)  /'cdx  =  c-(z  —  a) 

oder  in  der  Schreibweise  des  unbesti-mmten  Integrals: 

(2)  ycdz  =  cz  +  C. 

Beweis.  Dies  folgt  direct  aus  dem  Begriff  des  Integrals, 
nach  welchem 

z 

rcdx  =  lira-  {c(xi — a)  +  c(xj — ^i)-\ hc(z  —  Xn)} 

i  Ax=0 

=  lim  •  c  {z  —  a}  =  c  (z  —  a) 

Jx=0 

ist. 
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Zasatz  L 

Das   Integral   der  Null   ist   bei  jedem   Integrations- 

intervall  =  0.*) 

Zusatz  IL 

Es  giebt  kein  Integral,   welches  bei  veränderlichen 
Grenzen   einen   von    der   Null   verschiedenen   constanten 
Werth  besässe. 
—  Denn  aus  der  Gleichung 

//•(x)  dx  =  C 

folgt  nach  §  19  durch  Differentiation  nach  z  die  für  jedes  z  gel- 
tende Gleichung  ^,  .       ^ 

/  (2)  =  0 

und  hieraus  durch  Integration: 

s  z 

ff{x)dx=fO'dx  =  0, 

a  a 

§  24. 
Integration  der  Summen  und  Differenzen. 

Lehrsatz  L 

Das  Integral  einer  Summe  ist  gleich  der  Summe  der 
Integrale  der  einzelnen  Summanden: 

(1)  f(u  +  v  + w  +  •  •  •  -f-z)  dx=fudx-\-fYdx  4- /"wdi-j 

• — [-fzdx  +  C 

')  Sind  zwei  oder  mehr  Functionen  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

verbunden,  so  liebt  man  es,  die  aus  ihr  fliessende  Gleichung  zwischen  un- 
hestimmten  Integralen  (vergl.  §  24)  in  der  Form 

ff{z)  dz  +f^  (z)  dz  =-  C 

darzustellen.  Damit  will  man  keineswegs  dem  obigen  Zusatz  widersprechen, 
sondern  nur  die  Integrationsconstanten  der  linken  Seite  nach  rechts  ver- 
setzt und  durch  ein  Symbol  C  zusammengefasst  haben.  Die  Gleichung  steht 
also,  wenn  man  durch  F  (z)  und  4*  (z)  irgend  welche  unbestimmten  Integrale 
von  f[t)  und  ^(z)  anzeigt,  für 

{F(z)-F  (a)}  +  {*(z)-  *^(a)}  «0, 

F ^z)  -f-  4» (,z)  ==  F (a)  +  4^ia)  =-  C. 
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—  unter  der  Voraussetzung  einer  bestimmten^)  Sum- 
mandenzahl  und  der  Integrirbarkeit^)  der  einzelnen 
Summanden. 

Beweis.  Es  folgt  dies  ohne  Weiteres  aus  dem  Begriff  des 
bestimmten  Integrals  und  dem  Satz,  dass  man  in  jeder  Summe  die 
Folge  der  Summanden  beliebig  ändern  darf,  so  lange  deren  Anzahl 
endlich  ist. 

Man  kann  aber  auch  so  schliesson: 
Nach  §  11  und  §  21  ist: 

^ .  |/udx  +/vdx  +  y'wdx  H h/zdx  +  ci 

=  u-f-v-|-  w  -\ |-z, 

folglich,  weil  gleiche  Functionen  gleiche  Integrale  haben  (§  16): 

fndx+Jydx  +fwdx  -\ f-^zdx  +  C 

= /'(u  + v  + w  -| 1-  z)dx. 

Lehrsatz  II. 

Das  Integral  einer  Differenz  ist  gleich  der  Differenz 
der  Integrale  des  Minuenden  und  des  Subtrahenden: 

(2)  f(u  —  v)  dx  =fudx  — /vdx  +  C . 

—  Deim  bezeichnet  man  u  —  v  =  y,  so  ist  y  +  v  =  u;  mithin 
nach  L.  I: 

yydx+yvdx=yudx  +  C, 

l'ydx=f\xdx — fYdx-\-  C. 

Zusatz. 

Man  darf  das  Vorzeichen  eines  Differentials  bei  der 
Integration  vor  das  Integralzeichen  setzen: 

(3)  f+Ydx  =  ±fydx. 


')  Unendliche  Reihensummcn  lassen  sich  nicht  immer  gliedweise  inte- 
griren.   (Vergl.  §  59.) 

*)  Die  Summe  kann  ein  Integral  haben,  ohne  dass  dies  von  den  ein- 
zelnen Summanden,  in  welche  man  sie  nach  Willkür  zerlegt,  zu  gelten 
braucht. 
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§  25. 
Int^ration  der  Producte  und  Quotienten. 

Integrirt  man  die  aus  §  12  u.  §  21  folgende  Gleichung 

A.(u/vdz)  =  f^./ydx  +  uy 

iiach  X,  so  erhält  man  —  unter  Wcgiassung  der  selbstverständ- 
lichen additionellen  Intcgrationsconstanto: 

oder,  wenn  man  diese  Gleichung  für  das  letzte  Integral  als  Un- 
bekannte auflöst:  ' 

/uydx  =  u./ydx-/(^./ydx)dx. 

Ist  der  Factor  u  des  Productes  (uv)  constant,  so  wird  —  =  0, 

und  es  bleibt  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  nur  der  erste 
Sanunand  übrig  (§  23  Z.  I). 

Hierdurch  sind  die  beiden  folgenden  Sätze  bewiesen: 

Lehrsatz  L 

Das  Integral  eines  Productes,  welches  einen  con- 
stanten  Factor  enthält,  ist  gleich  dem  Product  aus  die- 
sem und  dem  Integral  des  andern  Factors: 

(1)  /c./(x)dx  =  c.//-(x)dx. 

—  Wir  haben  hier  nur  c  fiir  den  constanten  Factor  u  und  f(x) 
für  den  zweiten  Factor  v  geschrieben. 

Lehrsatz  II. 

Bei  der  Integration  eines  Productes  zweier  Factoren 
kann  man  die  Formel 

/uy  dx  =  u  ./ydx  -f(^  -/y  dx)  dx 

(2)  =u/Vdx— /"(du./ydx) 

zur    Anwendung  bringen;   d.  i.:   Man   kann   eine  zu  inte- 
grirende  Function  auf  beliebige  Weise  in  zwei  Factoren 
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zerlegen,  dann  so  integriren,  als  wäre  der  eine  von  ihnen 
constant,  und  den  Fehler  dadurch  ausgleichen,  dass  man 
von  dem  vorgeblichen  Resultat  das  Integral  derjenigen 
Function  subtrahirt,  welche  seine  Derivirte  sein  würde, 
wenn  in  ihm  nur  der  als  constant  behandelte  Factor 
variabel  wäre. 

Macht  man  v=l,  so  folgt,  weil  fdx  =  x  ist,  aus  (2)  der 

Zusatz. 

Man  kann 

(3)  yudx  =  xu — Jxäuy 

(4)  //-(x)  d  X  =  X  f(x)  -/x  r  (x)  d  X 
setzen. 

Die  obigen  Sätze  geben  Relationen  zwischen  unbestimmten 
Integralen  und  verlangen  die  nachträgliche  Regulirung  der  addi- 
tionellen  Integrationsconstanten,  wobei  der  Zus.  II  des  §  21  zur 
Anwendung  zu  bringen  ist. 

Wir  wollen  die  Substitution  der  Integrationsgrenzen  näher 
betrachten:  einerseits,  um  der  Gleichung  (4)  diejenige  Gestalt  zu 
geben»  in  welcher  sie  sich  später  als  besonders  wirksam  erweisen 
wird;  andrerseits,  um  jeden  Zweifel  darüber  zu  heben,  dafes  die 

der  Willkür  überlassene  untere  Grenze  von   y  vdx  in  (2)  keinen 

Einfluss  auf  das  Gesammtresultat  der  Integration  haben  kann. 

Führen  wir  zunächst  in  (4)  die  Integrationsgrenzen  a  und  z 
ein,  so  ergiebt  sich  aus  §  21,  Zus.  II: 

//•(x)  dx  =  z /-(z)  —  a /"(a)  — /x  r  (x)  dx 

a  a 

=  (z  -  a)  /-(a)  +  z .  {f(z)  -  /-(a)}  -  /x f  (x)  dx 

a 

=  (z-a)/-(a)  +  z./r(x)dx-/xr(x)dx, 

a  a 

d.  i.  nach  L.  I  und  nach  §  17: 

//•(x)  dx  =  (z  -  a)  /•(a)-+  /(z  -  x)  f  (x)  dx . 

a  a . 

—  Der  einfachste  Weg  zu  diesem  Resultat  ist  folgender: 
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Integrirt  man  die  aos  (§  12)  folgende  Gleichung 

^    fr  \rt  \\      d(z  — x)    «..,.,,  Nd/"(x) 

^.j(z-x)/-(x)|  =  — ^./-W  +  Cz-x)    ^^'- 

=       _ /-(x)  4- (z  -  X)  r  w 

nach  X  zwischen  den  Grenzen  a  und  z,  so  erhält  man: 

(z  -  z)  f{z)  -  (z  -  a)  /-(a)  =  -  ff(x)  dx  +  /(z  -  x)  /-  (x)  dx , 

was,  weil  der  erste  Summand  der  linken  Seite  =0  ist,  für  das 
erste  Integral  der  rechten  Seite  den  fraglichen  Ausdruck  ergiebt 
Es  gilt  also  der 

Lehrsatz  III. 

Es  lässt  sich 

(5)  //-(x)  dx  =  (z  -  a)  /-(a)  -f  /(z  -  x)  /"  (x)  dx 

darstellen,  falls  f(x)  eine  im  Intervall  (a,z)  differentiir- 
nnd  integrirbare  Function- ist. 

Was  die  Substitution  der  Integrationsgrenzen  in  (2)  betrifft, 
so  braucht  wohl  kaum  erst  daran  erinnert  zu  werden,  dass  unter 

Tvdx  selbstverständlich  überall  ein  und  dasselbe  unbestimmte  In- 
tegral von  V  verstanden  wird,  weil  sonst  die  Gleichung,  von  welcher 
wir  zu  Anfang  des  §  ausgingen,  nicht  richtig  wäre.  In  einer 
Schreibweise,  welche  die  Möglichkeit  des  Irrthums  ausschliesst, 
lautet  dieselbe: 

.   Z  X 


welche  Constante  man  auch  unter  b  verstehn  mag.     Integrirt  man 
diese  Gleichung  nach  x  im  Intervall  (a,z),  so  erhält  man  offenbar: 

z  a  K  X 

m  ff  (y)  <iy  -  m  J<f>  (y)  <iy  =P^l~^  fv  (y)  ^y}^^ 


b 

X 


+  f fix)  g>(x)dx, 

a 

mithin : 
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E 


ff(x) g>  (x) dx  =f(z)  .f<p (y) dy  -/{^^^-  ß  (y) dy} d 


m-j9>(l) 


dy- 


Dies  ist  aber  die  in  (2)  viel  übersichtlicher  erscheinende  Gleichung. 
Sie  unterscheidet  sich  von  ihr  nur  dadurch,  dass  in  (2)  die  hier 

geschriebene  Integrationsconstante  — f(^)'j9>(j)^y  ak  selbstver- 
ständlich weggelassen  ist. 

a 

Macht  man  übrigens  b  =  a,  so  wird  Jg>  (y)  dy  =  0  nach  §  19. 

Man  sieht  also, 

dass  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2)  keine 
Integrationsconstante  hinzukommt,  wenn  man 
sämmtlicben  Integralen  in  ihr  gleiche  untere 
Grenzen  giebt,  m.  a.  W.,  dass 

//•(x)9)(x)dx  =  /-(z)./9>  (y)  dy-/{r(x)/9>(y)  dy}  dx 

a  ft  s  a 

ist. 

Soll  ein  Product  aus  mehr  als  zwei  Factoren  integrirt 

werden,  so  kann   man  das  Product  zunächst  als  ein  zweitheiliges 

ansehn,  indem  man  die  Factoren  in  zwei  Gruppen  zusammenfasst, 

darauf  die  Formel  (2)  anwenden  und  mit  den  neuen  Integralen 

auf  ähnliche  Weise  verfahren,  bis  die  Factoren  in  den  DiflFeren- 

tialen  einzeln  auftreten. 

Beispielsweise  erhält  man: 

uvwdx  =  uv- jwdx  —  r[d(uv)y  wdx] 

=  uv  jYfdx  —  f  [udy  fwAx] — [[ydufwAx] 

■=uv   fwdx  —  u  /"[dv  Twdx]^ /"/du /'[dv/^wdx]l 

—  vy  [duywdx]+y{dvy[duywdx]} . 

Demnach  nimmt  die  Formel  schon  bei  drei  Factoren  eine  so 
verwickelte  Gestalt  an,  dass  man  kaum  einen  Nutzen  von  derselben 
erwarten  wird.  In  noch  höherem  Maasse  gilt  dies  für  mehr 
Factoren. 
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Man  wird  deshalb  nur  in  Ansnahmefällen  eines  Ge- 
winns  aus  der  Zerlegung  der  zu  integrirenden  Function 
in  mehr  als  zwei  Factoren  gewärtig  sein  dürfen,  obgleich 
keine  theoretischen  Schwierigkeiten  entgegenstehn. 

Was  endlich  die  Integration  der  Quotienten  angeht,  so  lässt 
sich  darüber  nur  sagen: 

Zur  Auswerthung  des  Integrals  eines  Quotienten 

-  besitzt  man  kein  anderes  Mittel,  als  dass  man 

V 

ihn  als  Product  darstellt  —  etwa 

V 

—  und  dann  die  obigen  Formeln  anwendet 

Uebrigens  giebt  es,  wovon  wir  bereits  in  §  15  manche  Bei- 
spiele gesehn  haben,  viele  Functionen,  deren  Derivirte  sich  in 
der  Bruchform  darstellen,  so  dass  man  durch  einfache  Inversion 
die  Integrale  vieler  Brüche  darstellen  kann. 


§  26. 
Integration  einer  Potenz  nach  ihrem  Grundfactor. 

Lehrsatz. 

Das  Integral  einer  Potenz  nach  ihrem  €frnndfactor  ist 

gleich  der  Differenz  der  um  einen  Grad  höheVen  Potenzen 
der  Grenzen  des  Integrals,  dividirt  durch  den  erhöhten 
Exponenten: 


(1)  y  V  d  X = 


z"+^  -  a»+^ 


n+1 


(2)  fzMz  =  -^-  +  C. 

Dabei  kann  der  Exponent  n  jeden  beliebigen  positiven 
oder  negativen,  ganzen,  gebrochenen  oder  irrationalen 
Werth  haben,  nur  nicht  den  Werth  n=  —  1.  Und  wenn 
n  +  1^0  ist,  so  darf  die  Null  nicht  im  Integrations- 
intervall (a,z)  liegen. 
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Beweis.    Nach  §  14  ist  bei  jedem  n: 

-^^  =  (n  +  l).ic. 

Integrirt  man  diese  Gleichung  nach  x  im  Intervall  (a,z),  so 
folgt: 

z»+i_a'^+^  =  (n  +  l)./Vdx, 

falls  x""^^  von  x  =  a   bis   x  =  z  überall  einen  völlig  bestimmten 
Werth  besitzt. 

Diese  Bedingung  ist  aber  dann  nicht  erfüllt,  wenn  bei  n4- 1  <C  0 
die  Null  im  Integrationsintervall  (a,z)  liegt,  weil  in  diesem  Falle 

x""^^  bei  der  Annäherung  von  x  an  Null  unendlich  wächst;   und 
deshalb  stehn  wir  hier  vor  einer  Ausnahme. 

Eine  zweite  Ausnahme  findet  bei  n=  —  1,  n+l  =  0  statt, 
weil  dann  die  letzte  Gleichung  die  Form 


z«— a<'  =  0/x~'clx, 


a 


d.  i.  die  Form 

0  =  0./^-^- 

a 

t    -1 

annimmt,   aus   welcher   sich   über   den   Werth   von  j  —    nichts 
schliessen  lässt  —  Die  Division  der  Gleichung 


x 

a 


z"+'  -  a'+' 


(n  +  l)./xMx 


mit  (n  + 1)  giebt  nach  den  elementaren  Lehren  über  die  Division 
eben  nur  dann  eine  Gleichung,  wenn  der  Divisor  (n+1)  von  Null 
verschieden  ist. 

Anmerkung. 

Den  Werth  des  hier  ausgeschlossenen  Integrals 

/*dx 
X 

a 

werden  wir  in  §  44  kennen  lernen. 

Ist  (n-f-l)^^^  und  enthält  das  Integrationsintervall  die  Null, 
so  besitzt  das  Integral 
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Überhaupt  keinen  Werth. 

§  27. 
Integration  durch  Substitution  einer  Mittelfunction. 

Der  in  §  8   bewiesene  Satz   über   die  Differentiation   durch 

eine  Mittelfimction 

dy dy  du 

dx      du  dx 

bildet  die  Grundlage  zu  einem  ganz  analogen  Satze  in  der  In- 
tegralrechnung. 

Macht  man  nämlich  die  Integrationsvariable  x  eines  Integrals 

J  fix)  ix 

zu  einer  Function  x  =  9)(g)  einer  neuen  Variabein  g,  bezeichnet 
die  Werthe,  welche  g  für  x=a  und  x  =  z  annimmt,  durch  a  und  g 
und  differentiirt  das  Integral  nach  g,  so  erhält  man  unter  Be- 
nutzung des  so  eben  erwähnten  Differentiationssatzes  nach  §  19: 


d.  i.: 


oder: 


dg 

d        ^P  d  7 

~   y  /"(x)dx=/-(9)(g)).(p'(g). 


Integnrt   man   nun   diese   Gleichung   im  Intervall   («,S),   so 
erhält  man: 

f  f{x)dx-  J  f{x)dx=ff{9>(S))-9>'(i)-ii- 

(p(a)  (p{a)  d 

Das  zweite  Integral  auf  der  linken  Seite  ist  aber  =^0  nach  §  19. 
Mithin  ergiebt  sich  das  Resultat: 

yCC)  ^  dx 

ff(x)Ax=ff(x).^.iS. 
Jedoch  gilt  diese  Gleichung  nicht  bedingungslos. 

Worpitzky,  Differential-  n.  Integralreetanang.  5 
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Zunächst  nämlich  kann  sie  nur  dann  als  gesichert  angesehn 
werden,  wenn  die  Veränderung  von  g  durch  das  Intervall  (a,y) 
hindurch  auch  ein  stetiges  Wachsen  oder  Abnehmen  der  Function 
x  =  g)(g)  von  x  =  a  bis  x  =  z  ohne  Wechsel  in  der  Änderungs- 
richtung zur  Folge  hat  —  wie  wir  es  stillschweigend  voraussetzten. 
Sind  aber  beide  Functionen  x  =  ^(g)  und  f(x)  =  f(g)(^))  von 
g  =  a  bis  g  =  S  stetig,  so  darf  man  von  dieser  Bedingung  absehn, 
falls  die  letztere  auch  eindeutig  ist,  d.  h.  falls  die  Function  f(x) 
immer  wieder  denselben  Werth  annimmt,  sobald  x  als  Function 
von  g  einen  Werth  wiedererlangt,  welchen  es  schon  einmal  gehabt 
hat  Denn  bedeutet  k  den  kleinsten  und  g  den  grössten  Werth 
von  X  bei   solchem   Hin-   und  Rückgang,   so   wird    das   Integral 

jf(x)dx  durch  denselben  um  die  Summe 

ff{x)dx+ff(x)dx 

k  g 

vermehrt;  und  diese  ist  nach  §  17  (3)  =  0.  Daher  ist  es  dann 
auch  gleichgültig,  ob  der  fragliche  Hin-  und  Rückgang  die  Grenzen 
des  Intervalls  (a,z)  innehält  oder  überschreitet.. 

Wird  f(x)  durch  die  Einfuhning  von  g  innerhalb  des  Inter- 
valls (a,  S)  unstetig  öder  mehrdeutig,  so  lässt  sich  im  Allgemeinen 

nicht  behaupten,  dass  die  zum  Integral  /^/'(x)dx    hinzugefügten 

Theile  von  selbst  verschwinden.  * 

In  der  Regel  wird  man  das  Integrationsintervall  in  so  kleine 
Theile  (a,z)  zerlegen  können,  dass  man  bei  der  Substitution  x=9)(g) 
von  den  so  eben  besprochenen  Bedenken  absehn  darf;  d.  h.  m.  a.W.: 
bei  der  Ermittelung  des  unbestimmten  Integrals  spielen 
diese  Erwägungen  keine  Rolle. 

•  Wir  resumirea  unsere  Resultate  in  dem 

Lehrsatz. 

Substituirt  man  in  dem  Integraly  /*(x)dx  eine  Mittel- 

function  x  =  gp(g),  welche  a  =  gp(a),  z  =  (p(Q  ergiebt,  so  ist: 

(1)  y>(z)  d  2  = />  (9P  (g) )  •  9> '  (S)  d  S  = />(z)  1^  •  d  g , 

(2)  /V(x)  dx  =/V(9P(§))  •  9^'  (g)  •  d|  =/V(x)  fl •  d§ • 


a 


dg 
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Jedoch  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  das  Intervall 
(ö,g)  klein  genug  sei,  damit  die  Functionen  x  =  g>(§), 
f{i)=:  f(^{§))  stetig  und  die  letztere  auch  eindeutig 
bleibe. 

§  28. 
Erläaterang  der  vorangehenden  Sätze  durch  Beispiele. 

L   (§26.) 

/xdi  =  |x»+C,  /xdx=^z»,  /xdx=^3«-(-l)«l=+4. 

IL   (§26.) 
/x«dx=ix»+C,/x*dx=|^z»,  /x»dx=^  5»-(-4)»l=+63. 

in.   (§26.) 
/v'xTdx=/x"»dx  =  |x^  +  C,     _/Wdx  =  +  |. 


m-f 


IV.   (§26.) 

4  _J_ 

=  Ix    Mx  =  — 3x    ^  +  C  =  — ^  +  C. 


>^x*      J  fx 


3. 


Hier  darf  das  Integrationsintervall  die  Null  nicht  enthalten. 

+  8  00 


m-^'r  m-^- 


Vi  Vx*      -  f    i  ^/x 

V.   (§  27.) 


/dx 
7 — ; i  auszuwerthen,  suhstituire 
(m+nx)* 

m  +  ux=rg,     ndx  =  dg,     dx  =  -dg. 
'  n 

Dadurch  wird: 

J(m  +  nx)«      n  y  I«       nj^     ^  n**     ^ 

'         +0. 


mau: 


Folglich  ist:  n(m  +  nx) 

z  —  a 


»/ (m+nx)*  n(m+nz)     .  n(m  +  na) 


(m  +  nz)  (m  +  na)' 
5*- 
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wo  aber  der  Werth  x  = >    für    welchen    m-4-iix  =  0    wird, 

n 

nicht  im  Integrationsintervall  (a,z)  liegen  darf. 
Man  hat  also  u.  a.: 

(m+nx)*        m* — n* 
aber  nicht  für  ifl'^n*,  für  welches   Werthegebiet  das  Integral 

/     dx 

widersinnig  ist,  weil    1- — ; -^   bei  der  Annäherung   von    z   an 

c/(m  +  nx)* 

—     unendlich  wächst. 

""  VI.   (§27.) 


Zur  Berechnung  des  Integrals 


setze  man    j  ü+^)  {"»Vl^x  + nV'T+iP 


l/l  +  x  1+x         ,  u'  — 1       , 


/; 


l_x  1— X  u'_|_l  u'+l 

=  l_2(u'+l)-\      l-x  =  2(u'+ir\ 

l  +  x  =  2u'(u'+ir',     dx=:2ru'"*(u'+l)-^du. 
Dadiu'ch  Terwandelt  sich  das  Integral  in: 

^'"("■  +  «"'  ,-=.2ru'-V+l)-d„ 


2u'"(u'+l)-'Jm-2'(u''+l)    '  +  n-2'u(u'+l)    ' 

1       /*        du  1       A      ,       N       .    j 

=2^-./'P^^=2'-y("+°'')"'"'"^" 

Setzt  man  ferner  in  dem  letzten  Ausdruck 

m  +  nu  =  v,     ndu  =  dv,     du  =  — -dv, 
so  geht  derselbe  über  in: 

2n  ./  2n    — r  2n(m  +  nu)' 

'  -  +  c. 

r     ' 


2nJm  + 


»K^i1 
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Mithin  ist: 


1 i — T T ThT"^ 

= _JziZL__         +c. 


Im  Besondern  ergiebt  sich  hieraus,  wenn  man  festsetzt,  dass 
unter  V 1  +x  der  positive  Werth  der  Wurzel  verstanden  werden  soll: 

il  +  i    '  ,  1 


o    (l+x).|mV'l— x  +  n1?l+xi' 


+1 


dx 


2n(m  +  n/ 


nur  dass  f j   keine  zwischen  0  und  (+1)  liegende  Zahl  sein 

darf- 


Auch  ist 

0 


/ 


V1+" 


-1   (1+x) 


m 


V'l— x  +  nT?l  +  xp' 


dx 


(m  +  n)'  —  m' 


, 


2nm'(m  +  n/ 


wo   f j  keine  zwischen  0  und  (+1)  liegende  Zahl  sein  darf; 

und: 

/ 


ri+ 


-I  (l+x) 


f'l_x4-n"V'l+xi 


dx  = 


1 


2  um' 


wo  die  Zahlen  m  und  n  gleiche  Vorzeichen  besitzen  müssen. 
Hieraus  folgt  für  m=l  der  Ausdruck 


+1 


Vi+ 


-1    (l-|-x).j>'l-x+n.l?l+xi' 


<lx  =  ^'   (n>0), 


welcher  in  so  fem  merkwürdig  ist,  als  er  von  r  gar  nicht  abhängt. 
—  Das  Gleiche  gilt  von  dem  Integral  mit  den  Grenzen  0  und  1, 
wenn  man  in  ihm  m  +  n  =  1  macht. 

VIL   (§25.) 

Behandelt  man  im  folgenden  Integral  zunächst  den  Factor  x 
als  constant,  so  ergiebt  sich  die  Entwickelung: 
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/x  (a  +  x)"  dx  =  xf(sL  +  x)"  dx  —  /(dx/ (a  +  x)"  dx) 

_   (a  +  x)'+'  Aa+^r"" 


J  n4-l 


n  +  1  ^   11  + 

_  x(a+x)"-*-'  (a+x)"*-' 


dx 


n+1  (n+l)(n  +  2) 

ausser  für  n  =  —  1  und  n  =  —  2. 


+  c 


VnL-(§25.) 
Jx'(a+x)"dx  =  xy(a+x)°dx  — /(rx'-'dxy"(a  +  x)"dx) 

n+1  n+lj 

Wendet  man  diese  Formel  wiederholt  auf  sich  selbst  an,  so 
erhält  man,  falls  r  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  schliesslich: 

yx'(a+x)°dx 

x>+x)"+'  _  rx'-^     (a+x)''+'      r(r-l)x^-'(a+ x)^  _ 

-  n+r   "      (n+l)(n  +  2)      +(n+l)(n+'2)(n+3) 

_i_r_n'       r(r-l)(r-2)...l.x°(a+x)°+'+' 
""^^       ^.•(n+l)(n  +  2)(n+3)...(n+r)(n+r-i-l)' 

nur  darf  n  keine  Zahl  aus  der  Reihe  — 1,  — 2,  — 3,  ...,  — r, 

—  r  —  1  sein. 

Um  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  die  Transformationen 
vermittelst  der  Sätze  des  §  25  nicht  selten  zu  bemerkenswerthen 
analytischen  Gleichungen  fuhren,  denken  wir  uns  a  =  0  gemacht 
Dann  ist  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  ohne  Integrations- 
^constante  der  präcise  Ausdruck  des  Integrals  zwischen  den  Grenzen 
0  und  X,  falls  n  +  r  + 1  >>  0  angenommen  wird.  Andrerseits  hat 
dasselbe  Integral  aber  auch  den  Werth: 

X  X  n-f-r+l 

X 


/x'.x"dx  =  /x'-^"dx  = 


n  +  r  +  1 


I)  0 

Mithin  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung  beider  Ausdrücke, 
wobei  wir  der  besseren  Übersicht  wegen  noch  n  für  (n  -j- 1) 
schreiben  wollen: 


-     71     — 

1      _l^ r r(r— 1) 

n  +  r""n       n(ii+T)"^  n(ii  +  l)  (n  +  2) 

r  r(r-l)...l ^) 

"^^       ^     n(n  +  l)(n  +  2).-.(n  +  r) 

Ihrer  Ableitung  nach  ist  diese  Gleichung  nur  für  den  Fall 
bewiesen,  dass  (n  +  r)  >>  0  ist. 

Bedenkt  man  aber,  dass  sie  durch  die  Multiplication  mit 
n  (n  + 1)  (n  +  2)  •  •  *(n  +  r)  in  eine  solche  Gleichung  r**"  Grades 
fiir  die  Unbekannte  n  übergeht,  welche  für  mehr  als  r  Weilhe  von 
n  gilt  —  denn  sie  gilt  für  jeden  Werth  von  n,  welcher  >>  —  r  ist  — 
so  iiiuss  sie  eine  analytische  Gleichung  sein,  d.  h.:  sie 
muss  für  jeden  ganz  beliebigen  Werth  von  n  gelten,  für 
welchen  die  vorgeschriebenen  Rechnungsoperationen 
einen  Sinn  haben.*) 


')  Cbrigens  ist  diese  Formel  nicht  wesentlich  von  §30,(14)  verschieden. 

^)  Der  Beweis  des  Lehrsatzes 

„Jede  Gleichung  rton  Grades,  welche  mehr  als  r  Wurzeln 
besitzt,    ist   eine   analytische.     Nimmt  man    die  gleich 
hohen  Potenzen    der   Unbekannten   zusammen,    so    ver- 
schwinden sämmtliche  Coefficienten.'* 
lässt  sich  u.  a.  so  führen: 

Substituirt  man  in  der  Gleichung 

a,  x'  +  a,_  1  x'-^  +  a,_2  x' -*  +  ■••+  a.^  x^  +  aj  x  +  a^  ==  0 

für   X    nach    der   Reihe   die   als   bekannt   vorausgesetzten    (r-|-l)  Wurzeln 
Xj,  x.^,  Xg,  . ..,  Xj.,  Xy_^j  dieser  Gleichung,  so  entstehen  (r+1)  Gleichungen, 

ans  welchen  man  sich  vornehmen  kann  die  (r-f-1)  Coefficienten  a,,  a,_j, 
*,_2»   •  •  •»  *2»  *i»  *o  ^^  berechnen. 

Giebt  man  —  entgegen  unserer  Behauptung  —  die  Möglichkeit  zu, 
dass    irgend   einer   unter   ihnen   (aJ  nicht  =0  sei,   so  liefern  die  (r-|-l) 

r 

Gleichuirgen  dadurch,    dass   man    sie   sämmtlich  mit  dem  nun  als  Divisor 
verwendbaren  a   dividirt,  (r+1)  neue  Gleichungen  von  der  Form: 

*r  r     ,    *r-l        r-l  i    *"+^     v."+^J    v."a_  *•""''     v""'     1 

•  X     -[ •  X  -p  .  .  .  -|-  •  X  -|-  X'     -j-  •  X'  -j-  . . . 

*u  V  *a  V 

1-  -     •x+       =0. 

a  a 

In  diesen  sind  die  x  bekannt;  und  es  käme  nun  darauf  an,  die  r  Coefficienten 

, ,       •  •   •   , , ,       •   ■   •  }  -  y      —  - 

90  zu  berechnen,  dass  sie  (r-f-1)  Gleichungen  genügen,  von  denen  keine 
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IX.   (§25.) 
/(a+x«/x"dx  =  (a+x»)'./x'dx— /'(2rx(a+x«)'-Mx/x"'d 

;«yx°+^ 
n  +  1  n+1 

Aus  dieser  Formel  folgt,  wenn  man  sie  recursiv  benutzt,  für  jed 

ganze  positive  r:  /•/    r     .n'  n, 

/  (a+x*)  X  dx 

-  (jHl^*)^'"^'_  ?f  •  (a+x«)'~'x°+^     2r-2(r— l)-(a+x»)^-V+^ 

-  "n-fl"'"  (n+l)(n  +  3)    +"  (a+1)  (n+"3)  (n  +  5) 

,  2r-2(r-l);2(r— 2)".2.(a+x»)'x°+*'+' 


+  (-!)■ 


(n+l)(n  +  3)(n+5)(n+7)...(n+2r+l) 


X.   (§25.) 

Führt  man   l — 2x  =  u,  x  =  ^(l — u),  dx=—  ^^du  ein,  so  folgt: 

/dx  1   rdu  1  r  "Vj  T 

VY^.  =  -2JVn—2j^      <*"  =  -"    • 

Mithin  ergiebt  sich: 


3^ 
2     ,     „2 


=  _(l_3x)u'  +  u''  +  C 

=  --  (1— 3x)  VT=¥x  +  (1  — 2x)  Vi— 2x  +  C 

=   xyr=^'^+c. 

§  29. 
Partielle  Integration. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  einen  Satz  ableiten,  welcher  die 
Analogie  zu  dem  in  §  9  besprochenen  Verfahren  der  partiellen 


aus  den  andern  folgt.     Da  dies  unmöglich  ist,   so  müssen  die  Coeffi- 
cienten  a^.,   ^^„i  *    •••,   ftj »   *(>  sämmtlich  ==0  sein. 

Dass  man  dann  für  das  x  der  vorgelegten  Gleichung  jeden  beliebigen 
Werth  setzen  darf,  ist  selbstverständlich. 
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Differentiation  in  der  Integralrechnung  herstellt  und  die  meisten 
Sätze  des  vorliegenden  Capitels  als  besondere  Fälle  umfasst  oder 
wenigstens  zu  ihrer  Herloitung  benutzt  werden  könnte. 

Wir  haben  ihn  nicht  an  die  Spitze  des  Capitels  gestellt,  wie 
den  analogen  Satz  über  die  Differentiation ,  einerseits  weil  seine 
Anwendung  auf  die  einfachsten  besonderen  Functionsformen  keinen 
praktischen  Vorzug  vor  dem  directen  Zurückgreifen  auf  die 
Differentiationssätze  haben  dürfte,  andrerseits  weil  es  in  der  In- 
tegnilrechnung  an  einem  hergebrachten  präcisen  und  bequemen 
Zeichen  für  partielle  Integrale  fehlt.  Wir  wollen  sie  durch  h 
anstatt  d  im  Differential  andeuten. 

Der  Satz  lautet: 

Lehrsatz« 

Bedeutet  /'(u,x)  eine  Function  von  u  und  x,  in  welcher 
u  wieder  eine  Function  von  x  ist,  so  gilt  die  Gleichung: 

(1)  ff(M,X)dx  =//-(u,x)  hx  -/{l^    //"(«.X)  ÖxU^dx. 

Das  soll  heissen:  Bei  der  Integration  einer  Function  kann 
man  zunächst  einen  beliebigen  variabeln  Bestandtheil 
derselben  als  constant  behandeln  und  dann  den  Fehler 
dadurch  ausgleichen,  dass  man  von  dem  vorgeblichen 
Resultat  das  Integral  derjenigen  Function  subtrahirt, 
{welche  die  Derivirte  dieses  Resultats  sein  würde,  wenn 
:  in  ihm  nur  der  als  constant  behandelte  Bestandtheil 
variabel  wäre. 

Zum  Zweck  der  bequemeren  Schreibweise  beim  Beweise  be- 
nennen wir  das  partielle  Integral  von  /"(u,x)  nach  x  mit  g)(u,x), 

setzen  also 

Jf(vL,x)bx  =  9)(u,x), 


mithin: 


«-)    =':^ 


0^ 

Es  liegt  uns  demnach  ob,  den  Beweis  für  die  Gleichung 

/&9)(u,x)    j  .       .         rb^(u,x)    du 

zu  erbringen. 
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Die  vollständige  Derivirte  der  rechten  Seite  nach  x  ist 

d95(u, x)         bg)(u,x)    du 

dx  h\i        dx 

{bgp(u, x)         b<p(u,x)    du|         Ö9)(ii,x)    du 
hx  öu         (ixf  h\x        dx 

b  q)  (u,  x) 

und  diejenige  der  linken  Seite  ist  eben  so  gross. 

Folglich  gilt  die  obige  Gleichung  nach  dem  Satze,  dass  gleiche 
Functionen  gleiche  Integrale  haben. 

Dass  der  Lehrsatz  II  des  §  25  in  der  That  hieraus  folgt 
durch  die  Absonderung  eines  zunächst  als  constant  zu  behandeln- 
den Factors,  fällt  von  selbst  in  die  Augen. 

Will  man  den  Satz  über  die  Integi'ation  einer  Potenz  auf 
die  hier  beregte  Weise  deduciren,  so  kann  man,  nachdem  §  25,  (1) 
bewiesen  ist,  schliessen^ 

jx°dx  =  x  y  dx  —  y  fnx°~^  dxy  dx)  =x"-x  —  n- /^x^^dx, 

(„4.1)^xMx  =  x"^^ 

Die  Verallgemeinerung  unseres  obigen  Satzes  (1),  welche  sich 
in  der  Form 

(2)     //'(Ui,  Ujj, . . . ,  u^,  x)  dx  =ff(vi^, . . . ,  u^,  x)  öx 

(du 
dx^^ 


-2/ |i^u;*r^"^'    •'''-' ""^n 


darstellen   lässt,   ist   nur   eine   scheinbare,   da   sie   aus  (1)  ohne 
Weiteres  folgt. 

Der  Nutzen  des  obigen  allgemeinsten  Satzes  über  die  Trans- 
foimation  der  Integrale  tritt  (abgesehn  von  seiner  Veinivendung 
bei  der  Integration  der  DiflForentialgleichungen)  besonders  dann 
hervor,  wenn  ein  Factor  der  zu  integrirenden  Function  die  Deri- 
virte des  andern  Factors  sein  würde,  falls  ein  Bestandthoil  des 
letzteren  constant  wäre.  Denn  wenn  man  das  x  der  Foimel  (1) 
durch  v  bezeichnet,  sobald  x  nicht  als  unabhängige  Variable  an- 
gesehn  wird,  so  kann  man  dieselbe  auch  so  schreiben: 

(3)    //•(u,y)dx  =//•(«,  T){>v -/JA. y/-(u,y)öv}^dx; 

wobei  u  in  v  eingeschachtelt  sein  darf, 
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Beispielsweise  ergiebt  sich  sofort 

/x(x«+  2ax+  b)-dx  =  i^'-ir^^+^Y—  -  a  /(^*+  2a^  +b)"'dx . 

wenn  man  in  der  Klammer  2;unächst  das  x  des  Summanden  2ax 
als  constant  =u  behandelt.     Denn  dann  ist: 

/x(x»4-2au+b)^bx  =  ^(x»+2auH-b)".d(x«+2au  +  b)..§27. 

- — 2ör+i) — §^^- 

öu  :/-(-^+  ^au  +  b)  bx  =  -s- j— 2(rr+l)     "  } 

=  a.(x«+2au  +  b)". 

Mit  dem  Integral  /*(x*+2ax  +  b)°dx  werden  wir  uns  später 
zu  beschäftigen  haben;  seine  Äuswerthung  an  dieser  Stelle  wäre 
nur  für  wenige  besondere  numerische  Werthc  von  n  möglich. 

Der  Grund  dafür,  dass  es  der  neuesten  Zeit  vorbehalten  war, 
den  obigen  Satz  zum  ersten  Male  auszusprechen^),  wird  darin  zu 
suchen  sein,  dass  man  in  der  That  mit  seinem  Specialfall  §  25 
überall  zum  Resultat  gelangen  kann,  wo  die  Äuswerthung  der 
Integrale  durch  Elementarfunctioncn  und  die  Reduction  der  Integrale 
auf  einander  durch  Elementarfunctioncn  als  Mittelglieder  möglich 
geworden  ist. 

Capitel  VIII. 

Mehrfache  Differentiatioii  und  Integration. 

§  30. 
Mehrfache  Differentiation  nach  einer  Variabein;  direct  und 
vermittelst  einer  Mittelfunction.  Vertauschung  der  Variabein. 

AM       1.       •  u     X        Definition. 

Man  bezeichnet 

und  nennt  f^^\x)  die  r^  Derivirte  ron  f(x)  nach  x.    Auch 
wird  häufig  das  Zeichen 

(2)  ^!ZW_^W(^) 
dx' 

\)  Er  ist  zum  ersten  Male  im  vorigen  Jahre  aus  einem  Briefe  von  mir 
stn  Uerrn  Schlömilch  in  dessen  Journal  abgedruckt. 
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gebraucht,   und  zuwoileu  in  Absicht  auf  die  Symmetrie 
von  Formeln 

(3)  ^(,)_^(o,(,)_d^x)^ 

dx 
geschrieben. 

Beispiele. 

I.  Ist 

fix)     =x\ 

so  folgt  aus  §  14  (1)  und  §  7  (3)  succesSive: 

r  (x)  -  n  (n  - 1)  x"-^ 
r'W=n(n-l)(n-2)x'^"', 


/*('^(x)  =  n(n  — l)(n  — 2)...(n  +  l  — r)x''-'. 

Bedient  man  sich  der  in  der  Arithmetik  ganz  allgemein  ge- 
bräuchlichen Zeichen 

(4)  r!  =  1.2.3.4...r, („rFacultät), 

(5)  (rj  =  r'~2 "3 r '  *  '  '  ^"°  ^'^ 

so  stellt  sich  daher  die  r*®  Derivirte  von  x"  nach  x  für  jedes 
n  in  den  folgenden  Formen  dar: 

(6)  ^!l^  =  n(n-l)(n-2)...(n+l-r)x''"' 

dx 

=  r!(°)x-', 
welche  Nummer  man  auch  für  r  setzen  mag. 

*)  Eine  sehr  wichtige  Gleichung  zwischen   den   „Tieffunetionen'' 
(^j  ist  die  hier  abgeleitete: 

/n\   ,   /    n    \       n    n~l    n— 2        n -fl-r  L    ,    n+J- (r  +  1) I 

•--7—1^  + T+T       i 

n  +  l— r    n-hl 
r  r  +  1. 

n  +  2--r    n  +  2-(r  +  r 

•     -.  ^  —  •  — ■  — — ■ —  ■  ■  ■  ■     • 

r  r  +  1 

0+(4,)=Rtl)- 

Das  Zeichen  Iq\  hat  nach  der  Definitionsgleichung  {b)  keinen  Sinn;    man 


Vr;  ■ 

Vr 

+  1) 

1        2 

n     n  —  1 
1        2. 

n  +  1    n 

3 

n  — 
3 

n — 

2 
1 

d. 

• 

1. 

nach 

15): 

1        2 

3 
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Hat   im    Besondem  n   einen    ganzen   positiven   Werth. 
so  ist: 

ax 
denn  es  folgt  aus  (5): 

(10)  (r+k)  =  '''  O»*- 

II.   Es  ist: 

t!ö|iM=.H(;).'.(a-+b)-, 

weil  bei  jeder  einzelnen  Diflferentiation  nach  §  8 

d{(ax  +  br}       dKax  +  b)»}    d(ax+b)      „,„,,, ^>»-i 

herrorgeht. 


l>enQtzt  es  aber  in  der  Bedeutung 

(S)=i. 

am  die  Gleichung  (11)  noch  für  r  =  0  verwenden  zu  können.  —  Diese  geht 
dann  nämlich  in  die  identische  Gleichung  (^j  +n  =  n  +  l  über. 
Ist  endlich  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  kann  man 


fn\       n     n — 1     n — 2        n  +  1  — r    (^ — r     n— r — 1        2    1\ 
Vr;        1        2  3  r  Vn  — r     n— r  — 1        2    1/ 


also 


\r)       rl(n— r)l 
darstellen,  weshalb  dann 

(m  (r)^(n-r) 

ist.    Snbstituirt  man  in  (11)  für  n  nach  und  nach  r,  r-f-1,  r-f2,  ...,  n 
and  addirt  alle  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt  das  wichtige  Resultat: 
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III.   Es  ist  dY(x)      ^f'\x) 

{d(ax+b)}'         a'    ' 
denn  man  erhält  bei  jeder  einzelnen  Differentiation  nach  §  8: 

d(ax+b)  dx       d(ax-f  b)      '  ^  '  a 

Lehrsatz. 

Will  man  bei  der  mehrmaligen  Differentiation  von  y 
nach  X  nicht  direct  nach  x  differentiiren,  sondern  eine 
Mittelfunction  u  einschieben,  setzt  man  also: 

(15)  y  =  /'(u).  n  =  ^(x), 
SO  erhält  man  nach  und  nach: 

dy        dy   du        -,  , 

(16)  ,—  =-±-.--  =  f  (u).u  , 
^     ^              dx         du    dx  ^  ^ 

^  ^  dx*      du»\dx/  "^du'dx« 

=  /■"  (u)  •  u' «   +  /•'  (u)  •  u", 

nm  d»y_d»y  /du\«  d*y  du   d*u      dy   d»u 

^     '  dx»      du»Adx/   "•"      du«'dx'dx«'^du'dx» 

=  r»-«'»   +  3 .  r  (u)  •  u'.  u"     +/-'(u).u'", 

u.  s.  w. 
und  allgemein: 

(19)f?  =  /-<"\u).*(x)  +  /-(-»(u).*_,(x)+...+r(u)-*x(x), 
dx 

wo  die  durch  ^^(x)  bezeichneten  Functionen  nur  von  den 
Derivirten  der  Mittelfunction  u  =  9)(x)  abhängen,  nicht 
aber  von  der  Function  /"(u). 

Die  Gültigkeit  dieses  Satzes  erhellt  sofort  aus  §  8,  §  11  und 
§  12.  Mit  der  allgemeinen  Auswerthung  der  Coefficienten  *  (x) 
in  (19)  wollen  wir  uns  hier  nicht  befassen,  weil  man  von  ihren 
indepondenten  Ausdrücken  nur  in  seltenen  Fällen  Gebrauch  zu 
machen  hat.  —  Dass  *^(x)^u'°,  *i  (x)  =  u^"^  ist,  sieht  man  auf 
der  Stelle.  —  Das  Letztere  ist  in  den  Beispielen  II  und  III  be- 
nutzt. —  Die  andern  Functionen  *^(x)  ergeben  sich  verhältniss- 
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massig  leicht,  wenn  man  die  Function  /*(u),  von  welcher  sie  nicht 
abhängen,  in  geeigneter  Weise  specialisirt') 

Macht  man  in  den  obigen  Formeln  y  =  x,  so  hat  dies  die 
Bedeutung,  dass  x  =  f(\i)  und  u  =  ^(x)  als  inverse  Fimctionen 
van  einander  betrachtet  werden.  Dann  gehen  die  Formeln  (16), 
(17),  (18)  u.  s.  w.  über  in: 

dx  du 


1  = 


du  dx 

d*x  /du\*  .  dx  d^u 


d*x  /du\*   dx  d*u 

du«  \dx/  +du"'dT«' 

d^x  /^'uN^     d*x  du  d*u   dx  d*u 

du*  \dx/      du*  dx  dx*   du  dx* ' 
u.  s.  w. 

Berechnet  man  aus  ihnen  die  Derivirten  von  x  nach  u  und  schreibt 
dajin   y  für  u,  so  erhält  man  den 

Zusatz. 

Vertauscht  man  bei  der  wiederholten  Differentiation 
die  unabhängige  Variable  mit  der  abhBnglgen,  so  muss 
man   setzen: 

djc   _  J^  '_A. 

dx 

d*y 

r>l)        -^--^  = ^^, x'  =  -y-. 


(20) 


(22) 


3   /d^y_dy    d^y 
\dx^/        dx    dx' 


/^»        /    fff 


d^x \dx^/        dx   dx'        ,„ 3y   * — y  y 


\d 


9      X 


dy»  fdjY  y 

,x/ 


u.  s.  w. 


«)  über  das  Nähere:  Hoppe  „Theorie  der  höheren  Differentialquotienten. 
Leipzig,  1845."  und  Schlömilch  „Vorlesungen  über  einzelne  Theile  der 
h.  Anal.    Bd.  II.    Braunschweig,  1874." 
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Anmerkaiig. 

Der  Satz,  dass  man  das  Zeichen  ^  formal  wie  einen  Bruch 

dx 
behandeln  kann  (§  8),  weil 

dy       dy   du 

dx       du   dx 

ist,  lässt  sich  auf  die  Derivirten  von  einer  höheren  Ordnung  nicht 
ausdehnen;  denn  schon  die  Formel  (17)  über  die  zweite  Derivirte, 

nämlich  d«y_d«y  /duy     dy   d«u^ 

dx^       du*    Vdx/        du    dx* ' 

hat  bereits  jede  Analogie  mit  Sätzen  der  Bruchrechnung  verloren, 
da  der  Versuch  einer  solchen  Behandlung  den  Widerspruch 

d*y=d*y  +  ^.d*u 
ergeben  würde.  ^^ 

Man  spricht  dies  in  der  Regel  so  aus:  „Es  giebt  kein 
allgemeines  Differential  (d"y)  von  einer  höheren  Ord- 
nung als  der  ersten." 

§  31. 
Der  L^ibnitzsche  Satz.^) 

Differentiirt  man  die  Gleichung 

(l)  ax)  =  <pix).y,{x) 

n  mal  nach  x,  so  lässt  sich  das  Differentiationsresultat 
in  folgenden  Formen  darstellen: 

(2)/-'»'(x)=9.(x)tp<»'(x)  +  (;)9)'(x)V"""(x)  +  Qy'(x)y"-^'(^)  +  - 
•••  +  (r)9'"«V^"-^x)  +  ...  +  (;;)9,<»'(x)v>(x), 

(a)/-nx)^     .  .   tp'°\x)      y  (X)  V-^'(x)      y"(x)  tp<°-^'(x) 
n!  ^^^      n!     ^    1!      (n  — 1)1  ^     2!       (n  — 2)!^ 

oder: 

')  Benannt  nach  Leibiiitz,  dem  Erfinder  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung (1646-^1716). 
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(4)  /;(x)  =  9>^(x)-ip^(x)  +  9P,(x) . V».., W  +  9>t (x) •  V„_2(x)  +  •  •  • 

•  •  •  +  9>,(x)-%-,(^) -\ h g>„(x) -^0  (x); 

wo  zuletzt  der  besseren  Uebersicht  wegen  die  abkürzende 
Bezeicbnnng 

(5)  F.(x)  =  I^>,    F,(x)  =  F(x) 
gebraucht  ist. 

Beweis.  Gilt  die  Gleichung  (2)  für  irgend  eine  Nummer  n, 
so  geht  aas  ihr  durch  Differentiation  die  Gleichung 

=9PCx)V"nx)+[i  -h  (;)]9.'(x)V'"(x)+[(;)+g)]9"«v"'-'^« 

+  •  •  •  +  [(r)  +  (r+l)]^'"''^«'P^"'"  '«  +  •  •  ■+{y^%M^)^ 
d.  i-  nach  §  30  (11),  (12)  und  (9)  die  Gleichung 

=9>(x)tp'-'+"'(x)+("+iy(x)V"'(x)+("+iy'(x)V'-"(x)+... 
•  -  • + (;  1 1)  <p^'-^'kx)  v-'Vx) + •  •  • + (;i{)  ^'"^'x-)  V  (-) 

hervor,  welche  sich  von  (2)  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  (n  +  1) 
an  der  Stelle  von  n  steht. 

Nun  gilt  aber  die  Gleichung  (2)  nach  §  12  für  n=  1.  Also 
gilt  sie,  wie  wir  so  eben  gesehn  haben,  auch  für  n  =  2,  mithin 
auch  für  n=:^3,  mithin  auch  für  n  =  4,  u.  s.  w.:  überhaupt  für 
jede  Nummer  n.  *) 

Die  Formeln  (3)  und  (4)  ergeben  sich  aus  (2)  unmittelbar 
durch  die  Substitution  aus  §  30  (13). 


')  Die  hier  benutzte  Art  des  Beweises  heisst  „der  Schluss  von  n 
auf  (n-f-1)"  oder  die  „Bernoullische  Schlussweise**  nach  Johann 
Bemoalli  (1667  — 1748),  welchem  namentlich  die  Integralrechnung  sehr  viel 
▼erdankt. 

Worpitzky,  Differential-  u.  Integralrechnung.  6 
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§  32. 
Mehrfache  Differentiation  nach  verschiedenen  unabhängigen 
und    abhängigen   Variabein,    so   wie   der    unentwickelten 

Gleichungen. 

Definition: 

Unter  einer  partiellen   Deriyirten  rter  Ordnung  von 

der  Function  /"(u,  v,...,  w)  versteht  man  jeden  Ausdruck, 
welcher  aus  ihr  durch  r-raalige  partielle  Differention  nach 
einem  oder  nach  mehreren  von  den  Argumenten  u,  v,  ...,w 
hervorgegangen  ist. 

Lehrsatz  L 

Sind  die  partiellen  Derivirten  — ^^^ und  — ^^ an 

ou  öv 

der  Stelle  (u,v)  nicht  nur  endlich  bestimmt  und  sowohl 
beim  gleichzeitigen  als  auch  beim  ungleichzeitigen  Durch- 
gange von  uund  v  durch  die  Intervalle  (u,u  +^u),  (v,v  +^v) 
stetig,  sondern  ist  auch  jede  von  ihnen  nach  der  Variabein 
der  andern  in  der  Richtung  von  deren  Intervall  partiell 
differentiirbar,  so  findet  stets  die  Gleichung 

^^    '        .  hu        ~        bv 

statt,  d.  h.  m.  a.  W.:  es  ist  dann  für  das  schliessliche  Re- 
sultat der  doppelten  Differentiation  gleichgültig,  in  wel- 
cher Folge  sie  ausgeführt  wurde,  und  man  darf  ohne  Ge- 
fahr eines  Fehlers 


(2) 


J   J      sowohl  für  r^ als  auch  fiir  r^ 

ou  öv  ou  o V 

schreiben. 

In  andern  Fällen  kann  man  durch  die  Abänderung 
der  Differentiationsfolge  auf  verschiedene  oder  unsinnige 
Resultate  stossen. 

Beweis.     Wir  bezeichnen  der  bequemeren  Übersicht  wegen: 
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'4^= /■.•(».').  '4'^ =/;•(".•)• 


Dann  ist  uach  §  19  (3): 

(3)  7C  (u, V)  bu  =  /-(u + Ju,  V)  -  /-(u,  V)  =  ^u .  /;'  (u + e .  Ju,  V), 

U 

weil  /"^'(Ujv)  als  eine  sich  durch  das  Intervall  (u,u4-,Ju)  hin- 
durch stetig  ändernde  und  demnach  integrirbare  Function  von  u 
vorausgesetzt  ist. 

Nun  liegt  ferner  (u  +  6  •  /J  u)  in  dem  Intervall  (u,  u  +  ^  u),  und 
die  Voraussetzung  besagt,  dass  bei  einem  solchen  Werthe  der 
Unabhängigen  u  die  partieUe  Derivirte  f^  (u,  v)  partiell  nach  v  in 
der  Richtung  des  Intervalls  (v,  v  +  ^  v)  diflferentiirt  werden  könne, 
80  wie,  dass  ein  Gleiches  mit  den  Functionen  /"(u  -\-  Au^y)  und 
/*(u,v)  vorgenommen  werden  darf.  Daher  ergiebt  die  Gleichung  (3) 
durch  partielle  Differentiation  nach  v: 

bf  (u  +  6.Ju,v) 

(4)  /;'(u  +  4ii,v)-/;'(u,v)  =  Ju.-^^i^^^^ ^. 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  die  bisher  als  constant  be- 
.trachtete  Grösse  A\x  und  lässt  dann  Am  unendlich  abnehmen,  so 
folgt  die  Gleichung, 

hu  ö  V 

welche  mit  der  Gleichung  (1)  der  Behauptung  übereinstimmt. 

Dass  den  obigen  Schlüssen  die  Begründung  fehlt,  wenn  man 
von  irgend  einem  Theile  der  Voraussetzung  absieht,  liegt  auf  der 
Hand.  Es  hält  auch  nicht  schwer,  Functionen  /*(u,v)  aufzustellen, 
für  welche  die  Gl.  (1)  nicht  gilt;  nur  sind  dieselben  keine  alge- 
braischen, weshalb  wir  hier  kein  Beispiel  für  die  Ausnahme  bei- 
bringen. 

Lehrsatz  ü. 

Werden  bei  mehrfach  wiederholten  Differentiationen 
von  den  partiellen  Derivirten  jedes  Mal  die  im  vorigen 
Lehrsatz  aufgezählten  Bedingungen  erfüllt,  so  hängt  die 
partielle  Derivirte  rter  Ordnung 

du  -ov'  •••oz'^ 

6* 
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nicht  von  derjenigen  Folge  ab,  in  welcher  die  einzelnen 
Differentiationen  ausgeführt  sind. 

Es  lassen  sich  nämlich  sämmtliche  möglichen  Folgen  durch 
successive  Permutation  zweier  benachbarten  Operationen  aus  einer 
ersten  Folge  derselben  herstellen. 

Beispiele. 

I.     Wenn  /"(u,  y)  =  (a  +  uv*)"  ist^  so  folgt: 
\;      ^  =nv'(a  +  uv^)      ,        ^         =2nuv(a+uv*)      ^ 

OU  \l/  5y 

und  aus  jedem  dieser  beiden  Ausdrücke: 

^^-^^  =  2nv(a+uv«)^-'+2n(n— l)uv8(a+uv»)"-' 

=  2nv  (a  +  uv>)"~^.  (a  +  nu  v«) . 
Differentiirt  man  von  neuem  nach  u,  so  ergiebt  sich: 

-!^1^J- =  2n  (n  —  1)  v»  (a  +  uv«)""'.  (2a  +  nuv«) . 
ou*  öv  ^  . 

Dies  folgt  aber  auch  durch  Differentiation  von 

— '  ^  ^    ^  =  n  (n  —  1)  V*  (a  +  u v*) 

,  OU*  \  /         V 

nach  V. 

U  —  V 

IL     Wenn  /'(u,v)=  genommen  wird,  so  ist: 

U  ~"j —  Y 

a/'(u,v)_      2v  6/'(u,v)_ 2u_ 

öu        ""(U  +  V)2'  ÖV        "~         (U+V)«' 

Aus  Beidem  ergiebt  sich: 

öu  öv  (u  +  v)^ 

Die  Anwendbarkeit  der  obigen  Sätze  beschränkt  sich  übrigens 
nicht  auf  den  Fall,  dass  die  Argumente  der  Function  /'(u,v, ..  .,z) 
in  der  That  sämmtlich  von  einander  unabhängig  sind;  wovon  man 
sich  sogleich  überzeugt,  weim  man  bedenkt,  dass  nach  §  9  jede 
Differentiation  durch  die  partielle  vermittelt  werden  kann. 

In  dieser  Hinsicht  allgemeine  Formeln  aufzustellen,  unt^r 
welche  sich  sämmtliche  einzelnen  Fälle  subsummiren  lassen,  empfiehlt 
sich  wegen  der  Weitläufigkeit  derselben  nicht.  Dagegen  ist  es 
nützlich,  die  allgemeine  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  durch  die 
Behandlung  des  wichtigsten  Falles  zu  beleuchten. 
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Wir  bemerken  vorweg,  dass  es  freisteht,  sämmtliche 
Argumente*der  Function  /'(u,v,...z)  als  Functionen  einer 
einzigen  Variabein  t  zu  behandeln,  mögen  sie  von  einan- 
der abhängig  sein,  oder  nicht.  —  Denn  diejenigen  unter  ihnen, 
welche  von  einander  abhängen,  hängen  auch  von  t  ab,  sobald  es 
das  eine  thut,  und  man  darf  u.  a.  das  t  einem  von  ihnen  gleich- 
setzen: dagegen  sind  die  ausserdem  noch  vorhandenen  Argumente 
gegen  t  constant,  was  in  der  Grundfonnel 

d/^(u, v, ...,z) hf   du       hf   dv  _i    ^/^   ^^ 

dt  ""öü'dt  "'"öv'dt  "^  '""87 'dt 

die  Wirkung  hat,  dass  dasjenige  Glied  verschwindet,  welches  die  \ 

Derivirt^  eines  solchen  unabhängigen  Arguments  nach  t  besitzt. 

Aus  diesen  Erwägungen  erhellt  sofort  die  Gültigkeit  der  fol- 
genden Sätze: 

Lehrsatz  IIL 

Bei  einer  Function  von  zwei  Argumenten  ist: 

dß^y)_hf  du      b^  d V 
^^  dt     ~öu"dt  "'"öv'dt' 

d*f{vi,Y)h»f  /duy  bV   du  dv      bV   /dv\» 

^'         dt»     ~8u« Adt/  "*"      bubv'dt'dt"'"bv«\dt/' 

bf  d*u      ö^  d»v 
"'"öu'dt*"^bv'dt*' 


r^\     d»Au.T)_?>Y  /du\»  h»f^  fdny 

^^         dt^     ■~8u»Adt/"'"    öu*bvAdt/ 


ÖV     ßny  dv 

dt 

3 


^    öuöv*   dt  Vdt/ ^öv»  Vdt/ 


h»f  du  d« u      ^^f_ 
"*"    öü**dt'dt»"^      bubv 

,  „  b*f  dv  d«v  ,  hf  d»u  ,  hf  d»v 


du  d*v      d*u  dvl 
dt  ■  dt*  "^  dt«  ■  dt 


6v«  dt  dt«^öu  dt»^bv  dt» 

Macht   man  t  dem  einen  Argument  v  gleich,^)   so  gehen 
die   Relationen  (3),  (4),  (5)  über  in: 

,     ^  j       1.      •  j  dv      dv       .     d*v      d*v      ^    d^v      d'v      ^ 
')  Dadurch  wirdT;  =  T-=l»    iT¥==T-^  =  0,    ^3=^—3  =  0. 

dt      dv  dt*      dv*  dt'      dv' 
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Af(n,Y)_bf  du      hf 
^^  dv     "~bu'dv"^öv' 

^^        dv»         öu«  Adv/  "^      bu  6v'dv~^bv«"*~6u'dv«' 

/^«^    dV(u,v)_6Y  /duy  bV    f^W^     ^'f    ^_J1 

^^        dv3         öu« Adv/  "^     öu«  bvAdv/  "^     bu  bv«'dv"^bvs 

g  bY  du  d«u  b^f     d»u      b/"  d^u 

■^     'bu«'dv'  dv«  +      bu  bv'  bv«  "^bu'dv^* 

Übrigens  wird  die  Derivirte  dritter  Ordnung,  welche  wir  in 
(5)  und  (8)  dargestellt  haben,  schon  selten  gebraucht;  wir  haben 
sie  hauptsächlich  deshalb  hierhergeschrieben,  um  zu  zeigen,  wie 
schnell  die  Ausdrücke  sich  verwickeln,  und  um  eine  iustructive 
Differentiationsübung  zu  veranlassen. 

Von  wesentlichem  Nutzen  sind  solche  Differentiationen  bei 
der  Behandlung  der  sogenannten  anentwickelten  oder  Impllelteu 
Gleichungen,  d.  h.  derjenigen  Gleichungen,  welche  erst 
für  die  abhängige  Variable  als  Unbekannte  aufgelöst 
werden  müssen,  um  diese  als  Function  ihrer  Argumente 
analytisch  darzustellen. 

Es  sei  beispielsweise  zwischen  x  und  y  die  Gleichung 

b«x«4-a«y«  =  a«b« 
—  die  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse  —  gegeben.    Aus  ihr  folgt: 

b«x  +  a«y.^  =  0, 
'       -^    dx 


*'''  +  **(57)+**y0=^' 


was  durch  Elimination  die  Resultate 

dy b^x 

d  X  a*  y  ' 

d«y  b* 


dx*  a«  y* 

auf  einfachere  Weise  ergiebt,  als  wenn  man  zuvor 

b    / 

y  =  ~ya2— X« 
a 

entwickelt  und  dann  differentiirt  hätte. 
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Bei  complicirtereD  Gleichungen  zwischen  x  und  y  springt  der 
Nutzen  noch  mehr  hervor,  namentlich,  wo  deren  allgemeine  Auf- 
lösung schwierig  oder  unmöglich  wird.     Beispielsweise  folgen  aus 

y*  —  5axy-|-b  =  0 

durch  partielle  Differentiation  die  Relationen: 

dy 
(y*  — ax)^  — ay  =  0, 

(y^-ax).^^  +  4y3.(^)-2a.Jy^0; 

und  aus  diesen  durch  Elimination: 

dy_     ay      5ay« 

dx      y*  —  ax      4y^ — b 

d«y_       50a*yn6y^+b) 
d"x^"~  (4y6— b)»" 


§  33. 
Differentiation  und  Integration  der  Integrale  nach 

Parametern. 

Unter  einem  Parameter  einer  Function  versteht  man  ein 
Argument,  welches  bei  der  Veränderung  eines  andern  als  constant 
angesehn  wird 

Lässt  sich  die  Function  /"(x^y)  nach  dem  Parameter  y  partiell 
differentiiren,  so  istr  nach  dem  Begriff  der  Derivirten 

(1)  /•(x,y  +  Jy)_/-(x,y)  =  Jy.p^^+. 

wo  €  gleichzeitig  mit  Jy  verschwindet,  falls  die  Function 

durch  Differentiation  nach  derjenigen  Richtung  gewonnen  ist,  welche 
durch  das  Vorzeichen  des  Jy  angezeigt  wird.  War  aber  die  Diffe- 
rentiationsrichtung die  entgegengesetzte,  so  kann  sehr  wohl 

lim  '  e  =  fj 

Jy=0 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben  (§  3). 
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Setzt  man  beispielsweise 


9>(.^y)=\^  + 


6y 

WO  f  >  1  sei,  80  macht  q>  (x,  y)  beim  Uebergango  des  y  aus  dem 
Negativen  ins  Positive  au  der  Stelle  y  =  0  eiueu  Sprung  von  der 
Grösse  ^ 

obgleich  /"(x^y)  an  derselben  Stelle  stetig  und  dififerentiirbar  ist 
(§  19);  denn  deutet  man  durch  das  Vorzeichen  +  oder  —  vor  0 
an,  von  welcher  Seite  her  y  sich  dem  Grenzwerthe  0  nähern  soll, 

""'       lim.^^  =  x-.         lim.^^)  =  (x  +  iy. 

y=+o  ^y  y=-o  ^y      ^  ^^' 

und  der   zuletzt  genannte  Grenzwerth   zeigt   zugleich   denjenigen 

ä /(x  y) 
Werth  an,  welchen     \;  *^^  an  der  Stelle  y  =  0  annimmt,  wenn 

by  ^ 

/'(x,y)  nach  der  Richtung  der  abnehmenden  y  diflferentiirt  wird. 

Bedeutet  nun  das  Ay  einen  positiven  Zuwachs  von  y  an  der  Stelle 

y  =  0,  so  ergiebt  die  Gleichung  (1): 

fix,  Jj)  -  fix,  0)  =  Jj.  [(x  +  i)"+  e] 
mit  dem  Werthe  (vergL  §  19): 

e=/x  + ^ C I  ~ ("^  +  D"'   (Ö<^<1>' 

\        (i  +  v^'-^'l 

^  =  lim«£  =  x"—  (x-| — )  • 
Jy=  +  0  ^        1^^ 

Nach  dieser  Abschweifung  auf  ein  Beispiel,  durch  welches  die 
Wichtigkeit  des  Bedenkens  über  den  Grenzwerth  von  e  beleuchtet 
wird,  fahren  wir  in  der  allgemeinen  Behandlung  der  Gleichung  (1)  fort 

Integrirt  man  die  Gleichung  (1)  zwischen  den  von  y  unab- 
hängigen Grenzen  x  =  a  und  x  =  Zy  so  erhält  man; 
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/V(x,y  +  Jy)dx  -/V(x,y)dx  =  ^jy[/^^^)clx  +/edx 
mithin: 

Es   ist  aber  —  wenigstens  bei  endlichen  Integrationsgrenzen 
a  und  z  — 

s  z 

lim  •  Jedx  =  fi]dxy 

zjy=r0a  a 

WO  1]  die  oben  schon  eingeführte  Bedeutung  von  lim-£  hat. 

Jy=0 

Denn  nehmen  wir  zunächst  an,  es  sei  r]=0  für  jedes  x  des 

Interralls  (a^z),  so  folgt  aus  §  19,  dass 

s 

J  bA.X  =  (z  —  2i)'E 

a 

gesetzt  werden  kann,  wo  E  eine  Zahl  bedeutet,  welche  ihrem  ab- 
soluten Betrage  nach  den  grössten  Werth  von  e  im  Intervall  (a,z) 
nicht  übersteigt,  also  gleichzeitig  mit  f  verschwindet;  dann  ist 

z  z 

^  =  0,     lim  •  fsdx  =  r^dx  =  0. 

Jy^=rOa  a 

Ist  aber  /y  entweder  überall  oder  theilweise  von  Null  verschieden, 
so  hat  man  in  Folge  des  so  eben  gewonnenen  Resultats: 

z  z  z 

lim-     f(£  —  ^)dx;=0,     lim-    fedx  =f7jdx. 
2ly=0a  Jy  =  0»  » 

Daher  geht  die  Gleichung  (2)  über  in: 
(3)  ^/V(x,y)dx  =  /^-/(|^)dx  4-Adx. 

Meistens  hat  man  es  nur  mit  Functionen  zu  thun,  bei  welchen 

z 

ri  =  0  und  demnach  auch   r//dx  =  0  ist. 

a 

Hieran  schliessen  sich  dem  Grade  der  Häufigkeit  nach  solche 
Functionen  an,  bei  welchen  ij  im  Intervall  (a,  z)  zwar  generell  =  0 
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ist,  aber  für  getrennt  von  einander  liegende  Werthe  von  x  einen 

7. 

andern  endlichen  Werth  annimmt.^   Auch  dann  ist  r3ydx  =  0.  — 

Denn  bedeutet  g  irgend  einen  solchen  Werth  von  x,  so  kann  man 
das  ganze  Integral  in  eine  zählbare  Anzahl  von  Summanden  zer- 
legen, welche  die  Form 

fflAx 

haben  und  höchstens  an  einer  Stelle  (x  =  g)  ein  von  Null  ver- 
schiedenes Tj  besitzen.  Jeder  einzelne  von  diesen  Summanden  hat 
dann  nach  §  19  den  Werth 

ffj  Ax  =  {fi-{-v)'  H,     (abs  •  H<  abs  •  i]) 

bei  beliebig  kleinen  Werthen  von  fi  und  r,  d.  h.:  den  Werth  Null; 
so  dass  auch  das  Gosammtintegral  =0  ist. 

Übrigens  verlieren  die  obigen  Schlüsse  ihre  Gültigkeit,  wenn 
die  eine  Integrationsgrenze  z  als  unendlich  gross  angenommen 
wird,  weil  dann  das  Product  (z  —  s)'E  keinen  Sinn  mehr  hat, 

z 

so  dass  auch  das  Integral  fedx  nicht  gleichzeitig  mit  E  zu  ver- 

schwinden  braucht. 

Hiervon  im  nächsten  §!  —  Das  Resultat  der  bisherigen 
Untersuchung  ist  folgendes: 

Lehrsatz  I. 

Ist  in  dem  endlichen  Intervall  (a,  z)  sowohl  f(x,y) 
als  auch 

integrirbar  nach  x,  sind  ferner  die  Integrationsgrenzen 
a  und  z  unabhängig  von  y,  und  stimmen  auch  noch  die 
Differentiationsrichtungeu  auf  beiden  Seiten  der  näch- 
sten Gleichung  überein,  so  ist  stets: 
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Sieht  man  9>(x,y)  als  die  gegebene  Function  an,  so  ist 
by 


(5)         ^  /  \J9>  (x, y)  dy}  dx  =fg>  (x, y)  d x  +/»?  dx , 


WO  3^  den  Grenzwerth  des  Sprunges  bedeutet,  welchen 
9r(x,y)  bei  einer  unendlich  kleinen  Veränderung  von  y  im 
Sinne  des  dy  etwa  macht. 

s 

Das  additionelle  Integral  T^dx  ist  =0,  falls  ^  sich 

gar  nicht  oder  nur  für  discrete')  Werthe  des  x  endlich 
von  Null  unterscheidet. 


Zusatz. 

Ist  z  —  aber  nicht  a  —  eine  Function  von  y,  und 
stimmen  die  Differentiationsrichtungon  für  y  überall 
überein,  so  ist 


(6) 


ö/'(x,y)j..  ,  .,_  „^  dz 


i/rt„)d.=/-fta,.x  +  «.,,)J 


y 


sobald   nicht  nur  die  Integrale,  sondern  auch  f{Zsj)  und 

dz 

T-  völlig  bestimmte  Werthe  haben. 

dy 

Denn  di£fereutiirt  man  die  Function 

/V(x,y)dx  =  F(z,y) 

a 

nadi  y,  so  ist  nach  §  9: 


')  d.  1.  fOr  solche  Werthe  des  x,  welche  eine  endliche  Differenz  haben. 
—  Bei  dem  oben  benutzten  Beispiel  ist  an  der  Stelle  y  =^0  für  positive  dy: 

/,dx_/{x"-(x+i)')d. 

falte  x**"*"^  und  fx4 — |  im  Intervall  (a,  z)  nirgends  unendlich  werden. 
Bei  negativen  Werthen  von  (n  -(-  1)  dürfen  daher  hier  die  Stellen  x  =  0 
und  X  = nicht  zum  Integrationswege  gehören. 
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dF(z,y) 


ftF(z,y) 


+ 


bF(2,y)    dz 


z  =  Const.  ö  z         (1  y 

was  in  Verbindimg  mit  (4)  die  Gleichung  (6)  ergiebt 

Sind  a  und  z  Functionen  von  y,  so  folgt  demnaoh: 

d 


dy  ; 


ff(^>y)i 


-  j~/V(x.y)dx  +  [,4/^(-.y)dx]f;-[^/V(x,y)dx] 


oder: 


da 


/^^^dx  +  A.y)-|^-^(a.y)- 


öy 


dy 


dy 

da 
d7 


Aus  der  Gleichung  (5)  ergiebt  sich  noch  sofort  ein  Satz  über 
die  Integration  eines  Integrals  nach  einem  Parameter  bei  con- 
stanten  Integrationsgrenzen. 

Da  nämlich  aus  der  Gleichung 

F  (z,  y)  =  / 1/9,  (X,  y)  dy}  d  x 

nach  (5)  gefolgert  wird,  dass 

ÄF(z,y)         /    ,      .  ,      ,    /    , 
--^~    =/9p(x,y)dx+y,dx 

ist,  so  erlangt  man  vermittelst  neuer  Integration: 

uz  US 

F  (z,  u)  -  F  (z,  c)  =/d  y/9)  (x,  y)  d  X +/d  y/>?  d  X . 

Ca  c  a 

Nun  ist  aber  der  Definition  nach  stets  F(z,c)  =  0;  und  ferner  ist 

a  z 

Jdy  j7]Ax  =  0, 

c  a 

z 

falk  das  Integral  y^dx  höchstens  fiir  discrete  Werthe  des  y  sich 

a 

endlich  von  Null  unterscheidet. 
Dies  führt  zu  dem 

Lehrsatz  IL 

Sind  bei  der  successiven  Integration  einer  Function 
nach  zwei  Parametern  zwischen  endlichen  Grenzen  auch 
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die  Grenzen  des  einen  Integrals  unabhängig  von  denen 
des  andern,  so  darf  man  die  Folge  der  Integrationen 
vertauschen: 

/  j/9>(x,y)dyidx=/ j/9)(x,y)dxidy, 

(8)  _  '      " 

Jdxfg>(x,j)dj       =Jdyfq>(x,y)dx. 

a  e  0  a 

Jedoch  ist  dies  nur  dann  verbürgt,  wenn  die  Function 
9(x,y)  höchstens  eine  zählbare  Anzahl  endlicher  Sprünge 
macht,  sobald  man  die  eine  Integrationsvariable  unter 
Beibehaltung  eines  constanten  Werthes  der  andern  ihr 
Integrationsintervall  stetig  durchlaufen  lässt^) 

§  34. 
Ansdehnung  der  letzten  Sätze  auf  Integrale  mit 

unendlichen  Grenzen. 

Im  vorigen  §  wurde  der  Fall  eines  unendlich  grossen  z  aus- 
geschlossen, weil  die  Darstellung 

z 

JsdK=^(z — a)-^ 

a 

hierbei  nicht  mehr  angeht. 

')  Stellt  man  sich  x  und  y  als  die  rechtwinkligen  Ck)ordinaten  eines 
Panktes  in  einer  Ebene  vor,  so  bedeutet  (p  (x,  y)  den  Werth  einer  Function  y, 
Teicher  an  den  fraglichen  Punkt  der  Ebene  geknüpft  ist,  und  kann  durch 
Hie  zugehörige  dritte  Coordinate  eines  Raumpunktes  veranschaulicht  werden. 
r^ie  Gesammthoit  dieser  Raumpunkte  wird  auf  einer  Fläche  liegen,  welche 
darch  den  Ausdruck  (p  (x,  y)  charaktcrisirt  ist ;  —  und  umgekehrt  wird  jede 
Fläche  eine  besondere  Function  ^  (x,  y)  anzeigen. 

Das  ganze  Integrationsgebict  des  obigen  Doppelintegrals  (d.  i.  alle 
ol)en  zur  Verwendung  gebrachten  Werthe  von  x  und  y)  veranschaulicht 
daoD  der  Plan  eines  Rechtecks,  dessen  zusammenstossende  Seiten  die  Inte- 
grationswege (a,  z)  und  (c,  u)  sind.  Über  diesem  Rechteck  liegt  die  betrachtete 
Fläche.  Und  das  Doppelintegral  (8)  drückt  in  Folge  der  Bestimmungen  der 
Stereometrie  das  Volumen  desjenigen  graden  cylindrischen  Körpers  aus,  von 
welchem  besagtes  Rechteck  die  Gnmdfläche  ist,  während  die  gegenüber- 
liegende Begrenzung  von  der  Fläche  rp  (x,  y)  gebildet  wird. 

Ist  ^  (x,  y)  in  dem   „Integrationsfelde"  (a,  z;c,  y)   überall  stetig,   so 
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Man  kann  aber  die  Integrale  mit  unendlichen  Grenzen  leicht 
auf  solche  mit  endlichen  Grenzen  zurückfuhren,  indem  man  eine 
geeignete  neue  Integrationsvariable,  etwa 

a  ,  adt 

x  =  -: -9    dx 


l_t'     ™      (1— t)* 
einsetzt     Dadurch  geht  hervor: 

dt 


//•(x.y)dx  =  a//-(^.y) 


(1-t)« 

o  0 

Und  da  wir  hier  jetzt  rechts  endliche  Grenzen  haben,  so  folgt 
nach  den  Resultaten  des  vorigen  §: 


yr(x.y)dx  =  a.j  — ^^ — 


dt 


hyj'^"'  "J  by  (1-t) 

a  0 

oder: 

a  a 

80  wie  —  gemäss  der  dortigen  Gleichung  (5): 


8 


b 


/r  1  w 

9>  (->y)dy=^/7i^-^,/<p(i^.  y)dy 


öyj      J*^^'-"'       byj  (1-t) 

a  c  0 


1  1 

r    /    a        \    adt       ,     r      adt 


hängt  die  Fläche  über  demselben  überall  stetig  zusammen.  Dagegen  zeigt 
die  Fläche  Über  etwa  vorhandenen  Linien  des  Parallelogramms,  bei  deren 
Oberschreitang  die  Function  ^  (x,  y)  endliche  Sprünge  macht,  Schlitze  mit 
verschieden  hohen  Räudern,  und  über  einzeln  liegenden  Punkten  dieser  Art 
jähe  Abstürze  mit  verticalen  Kanten. 

z 

Das  Integral  y  ^(x,y)dx   misst   die  Flächenausdehnung   eines  verti- 

a  z 

calen  und  zur  x-Axe  parallelen  Schnitts  durch  den  Körper,    /  17  dx  die 

a 

V 

Differenz  derselben  gegen  diejenige  des  Kachbarschnitts  im  Abstände  dy. 

z 

Das  Integral   fijäx.  ist  daher  von  Null  verschieden,  wenn  der  Schnitt  längs 

a 

der  beiden  Ränder  eines  Schlitzes  der  Fläche  verläuft;  denn  es  giebt  die 
Grösse  der  verticalen  ebenen  Fläche  zwischen  dessen  Rändern  an. 


(•i) 
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oder: 

-  qc  y  OD  OD 

a  c  »  a 

Die  einfache  Zerlegung  des  Integrals  /^^dx  nach  Theilinter- 

rallcn  zeigt  ferner,  dass  die  für  sein  Verschwinden  im  §  33  aus- 
gesprochene Bedingung  auch  hier  genügt,  nämlich  die,  dass  r/ 
generell  =0  sei  oder  nur  für  endlich  verschiedene  Werthe 
des  X  endlich  von  Null  abweiche.  Dann  ist  aber  auch 
die  Gleichung  (8)  des  vorigen  §  bei  unendlich  grossen  z 
und  u  gültig,  wie  dort  bei  endlichen. 

Hiermit  könnten  wir  die  Besprechung  unseres  Themas  beendet 
sein  lassen,  wenn  es  bei  den  meistens  zu  machenden  Anwendungen 
nicht  auch  darauf  anzukommen  pflegte,  erst  festzustellen,  ob 
die  Integrale  auf  den  rechten  Seiten  von  (1)  und  (2)  endliche 
Werthe  besitzen,  während  bisher  vorausgesetzt  wurde,  dass  dies 
bekannt  sei,  so  wie,  ob  die  Veränderungen  der  Integrale  als 
Functionen  von  y  stetig  vor  sich  gehn. 

Um  einen  besonders  häufig  vorkommenden  Fall  dieser  Art 
hervorzuheben,  so  sei  die  Function 

längs  des  ganzen  Integrationsweges  (a,z)  bei  der  Veränderung  von 
y  stetig,  und  es  mache 

by«  by 

höchstens  endliche  Sprünge  lim  •  B=rf.     Dann  kann  man  nach 

dem  Begriff  der  Derivirten  und  des  Integrals  setzen: 
(3)  /dx  =  ^y./[^^  +  e']dx. 

a  a 

Der  Grenzwerth  dieses  Ausdrucks  bei  unendlich  kleinem  Ay  misst 
die  mögliche  Abweichung  der  rechten  Seiten  von  (1)  und  (2) 
gegen  die  linken.     Er  ist  jedenfalls  dann  ^=0,  wenn  das  Integral 
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OD 

/ 


^9>(^j)i^ 


a 

einen  endlichen  Werth  nicht  übersteigt  und  diese  Eigenschaft  bei 
der  Veränderung  von  y  um  dy^)  beibehält  —  das  Letztere 
wegen  des  e. 

Dies  fuhrt  zu  dem 

Lehrsatz. 

Übersteigt  das  Integral 

nicht  einen  endlichen  Werth,  und  behält  es  diese  Eigen- 
schaft bei,  sobald  y  um  dy  geändert  wird,  so  darf  man 
die  beiden  Seiten  der  Gleichungen 


00  00 


(4)  ,^/r(„)a.=/^)... 

a  a 

^  CC  y  OD 

J  dx  I  q>{x,j)dj  =J  g>(x,j)dx, 


(5) 


öy 


a 

OO  •*  ^  CD 


(6)  y<lxyg5(x,y)dy  =ydyy  9>(x,y)d 


a 


durch  einander  ersetzen;  m.  a.  W.:  dann  ist  es  gleich- 
gültig, in  welcher  Folge  man  die  nach  einander  vorzu- 
nehmenden Differentiationen  und  Integrationen  ausführt 

Anmerkung« 

Die  Einschränkungen,  unter  denen  die  willkürliche  Veränderung 
der  Folge  der  Integrationen  und  Differentiationen  gestattet  ist, 
werden  in  der  Regel  bei  der  Demonstration  der  einschlägigen 
Sätze  nicht  gebührend  hervorgehoben  aus  dem  rein  praktischen 
Grunde,  dass  die  Beispiele,  welche  man  zunächst  beibringen  kami, 


^)  d.  i.  um  ein  Jy,  welches  man  hinterher  unendlich  abnehmen  lässt 
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die  Vorsicht  meistens  nicht  erheischen.  Denn  so  lange  man  es 
bloss  mit  algebraischen  Functionen  zu  thun  hat,  findet  man  keinen 
Ausnahmefall,  sondern  diese  stellen  sich  erst  ein,  wo  Integrale 
von  Exponentialfunctionen  (mit  complexen  Argumenten)  oder  In- 
tegrale discontinuirlicher  Functionen  (Summen  unendlicher  Reihen 
—  vergl.  §  59)  nach  einem  Parameter  dififerentiirt  werden  sollen. 
Z.  B.  folgt  aus  der  seinerzeit  leicht  zu  erweisenden  Gleichung 

fsin(xy)  ,         ^     ,        ^x 
— ^^dx^g,  (y^O) 

ö 
freilich,  dass 

hj    J        X 
aber  keineswegs,  dass  auch 


0 


ist.      Vielmehr    hat    das    letztgenannte    Integral,    welches 
wegen   der  Relation   v— •  — ——   =cos(xy)  mit  dem  Integral 


/cos 


.     .  -         ,.      8in(xy) 
(xy)  dx  =  lim  •  — ^-^^ 


Q  x=oc    y 

gleichbedeutend  ist,  gar  keinen  bestimmten  Werth. 

Und   dies  stimmt  damit  überein,  dass  die  obige  Formel  (4) 

für  f(x,j)  =  ^^-^^^KicU  gilt,  weil 

rJS  OD 


0 

keinen  endlichen  Werth  besitzt. 


/^_VLy^dx  =  -/xsin(xy)d: 


§  35. 
Mehrfache  Integration  nach  einer  Variabein. 

Substituirt  man  in  der  Formel  §  33,  (6)  für  /'(x,y)  den  Aus- 
druck (y  —  x)^'f(x),  so  geht  dieselbe  über  in 


Worpitzky,   DifTerential-  n.  Integralreelinang. 
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A 

S 


=  n/(y-x)»-V(i)dx  +  (y-z)Y(z)|^- 

a 

Nimmt  man  nun  z  als  die  denkbar  einfachste  Function  von  y 
an,  nämlich  z  =  y,  so  ergiebt  sich: 


(0 


^/(y-x)VWdx  =  n  .J(j-Jiy~'f(x)dx 


m 

unter   der   alleinigen   Bedingung,   dass  n>-0  sei,   und   dass 
f(y)  einen  endlichen  Werth  besitze. 

Integrirt  man  diese  Gleichung  von  y  =  a  bis  y  =  z  —  wo 
das  neue  z  selbstverständlich  einen  andern  Sinn  hat,  als  das 
frühere  —  so  geht  hervor: 

/(z— x)V(x)dx  — y(a— x)V(x)dx 

a  a 

=  n/dy/(y-x)''-7(x)dx,(n>0), 

a  a 

oder  weil 

a 

f(&—xff(x)dx  =  0 
ist: 

(2)  /(z-x)V(x)dx  =  n/dy/(y-x)-V(x)dx,  (n>0). 

a  a  a 

Durch  die  wiederholte  Anwendung  dieser  Gleichung  auf  ihre 
rechte  Seite  ergiebt  sich: 

/(z-x)V(x)dx  =  n(n-l)/dz,  fd^flz,-^xy'f(x)Ax, 

a  a  a  a 

(n-l>0) 
=  n(n-])(n-2)/dz,  /dz, /dz,  /(zj-x)""  V(x)dx, 

a  a  a  a 

(n-2>0) 
u.  s.  w.; 

überhaupt: 
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3)/(z-x)-  fix)  dx  =  r!  (")/d2i /dz,/' •  •  dz  J(z  - x)«" YW dx 

mit  der  Bedingung,  dass 

n  +  l-r>0 

sei. 

Zum  Zwecke   der   einfacheren  Bezeichnung  bei  wiederholter 
bt^ration  nach  einer  Variabehi  schreiben  wir: 

fd\xfq>(x)dx  =  f^(x)dx'dny 

a  a  a 

Tdu,  TdUi /'9)(x)dx  =fg>(x)dx*du^f 


a  a  .  a 

S  «8  ^%  ^1  V,l 


Jdu^fdu2jdnijq)(x)dx  =  f  ^  (x)  dx  -  du^^ 

a  a  a  a  a 

U.  8.  f. 

Dies  führt,  weil  die  GL  (3)  sich  nun  in  der  Form 
/(z-x)"  /-(x) dx  =  r!  (;)  .7(u-x)-7(x) dx •  du' 

a  ^   ^     a 

darstellt,  durch  die  Vertauschung  von  n  mit  (n  +  r)  zu  folgendem 

Lehrsatz. 

Benutzt  man  die  Bezeichnung 

(4)  f<p  (x)dx-du'= /"du    r-'-dUj /'dui/'9)(x)dx 

a  a  a  a  a 

für  ein  (r-^  I)-faches  Integral,  bei  dessen  Herleitung  zu- 
erst 9>(x)  nach  x,  und  dann  jedes  erhaltene  Integral  nach 
seiner  oberen  Grenze  integrirt  ist,  während  allen  unte- 
ren Grenzen  derselbe  constante  Werth  a  ertheilt  wurde, 
so  gilt  stets  die  Gleichung 

(5)  j*(u-x)Y(x)dx.du'=        l         ./(z-x)»+7Wdx. 

falls  (n+  1)>0  und  f(x)  im  Intervall  (a,z)  endlich  ist. 
Für  11  =  0  ergiebt  sich  im  Besondern: 

7* 
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(6)  ff(x)dx-Ati'  =  j^f(z-xyf(x)Ax.  ; 

Wenn  endlich  in  (5)  für  f(x)  ein  constanter  Werth 
gesetzt,  und  (r — 1)  für  r  gesctirieben  wird,  so  ergiebt 
sich  aus  (5)  noch: 

falls  n  der  Bedingung  n  +  l>0  genügt. 

Die  Relationen  (5)  und  (6)  sind  für  die  wiederholte  Integra- 
tion nach  einer  Variabein  äusserst  wichtig,  weil  sie  das  vielfache 
Integral  durch  ein  einfaches  ausdrücken,  wie  auch  umgekehrt. 

In  demjenigen  Fall,  in  welchem  die  unteren  Grenzen  ver- 
schiedene Werthe  haben,  werden  die  Formeln  etwas  complicirter. 

Denn  integrirt  man  die  Gleichung  (1)  zwischen  y  =  b  und 
y  =  z,  so  ergiebt  sich: 

/(z-x)Y«dx 


b 


=/(z-x)Y(x)dx  +  n/dy/(y-x)"-'/-(x)dx.  (n>0); 

tk  b  a 

WO  das  erste  Integral  der  rechten  Seite  eine  bei  jeder  fenieren 
Integration  constante  Grösse  bedeutet,  da  es  nur  von  den  unteren 
Grenzen  a  und  b  abhängt.  Macht  man  daher  die  analoge  Sub- 
stitution aus  dieser  Gleichung  in  sich  selbst,  wie  (3)  aus  (2)  ab- 
geleitet wurde,  so  erkennt  man  leicht,  dass  das  allgemeine 
Integral,  welches  wir  durch  das  Weglassen  der  unteren 
Grenzen  andeuten  wollen,  sich  in  der  Form 

v.z  z 

(8)  /(:u-x)VWax.du'=  -^^./(z_x)'+7(x)dx 

^    rl    ^(r— 1)1^       ^      II      ^  ' 

aasdrücken  lässt;  wo  unter  %,  Cj,  ...,  o^_,.  c  gewisse,  von 
den  unteren  Grenzen  der  Integrale  abhängende  Constan- 
ten zu  verstchn  sind. 
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Capitel  Vin. 

Der  Taylorsche  Satz^)  mit  seinen  nächstliegenden 

Anwendungen. 

§  36.    , 
Erste  Ableitung  des  Taylorschen  Satzes. 

Substituirt  man  in  der  Gleichung  (6)  des  vorigen  §  f^^  "^  ^^  (x) 
für  /"(x),  80  ergiebt  dieselbe: 

(1)  i^/(z_x)' /•'"■'' Wdx  =/V'+"(x)dx.du' 


"•J. 


Nun  ist  aber  der  Definition  nach: 

/ /•<'  +  *'  (X)  dx .  du'  =y'du'/V*'  +  •>  (X)  dx 


tt  z 


=/du'r/<"(«)-/"'"(a)' 
=-/?'^  (u)  -du'-  /•"*  (a)/du' 

a  a 

oder  unter  Benutzung  der  Gl.  (7)  desselben  §  für  n  =  0: 
J*/-(T+i)  (x)  dx .  du' =/^'^  (x)  dx .  du'"'— (z  —  a)'^^^^ . 

a  a 

Wendet  man  diese  Gleichung  rmal  auf  ihre  rechte  Seite  an,  so 
ergiebt  sich: 

jrir^'+'^(x)dx.du' 

a 

=Jf  (x)dx  — (z-a)  -^_(z— a)  -^ (z—a) -'-^ 

=Az)— /^(a)  — (z— a)  '-^^-(z-a)  '-^y (z— a)  ^-^^ 

Löst  man  aber  die  letzte  Gleichung  für  den  ersten  Summan- 
den f{z)    der    rechten   Seite    als   Unbekannte   auf  und   schreibt 

*)  Von  Brook  Taylor  zuerst  im  Jahre  1714  bekannt  gegeben. 
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schliesslich  (r —  1)  für  r,  so  erhält  mau  mit  Rücksicht  auf  Gl.  (1) 
und  auf  die  im  vorigen  §  auseinandergesetzten  Gültigkeitsbediu- 
gungen  den 

Lehrsatz. 

Ist  die  r*«  Derivirte  /^^^(x)  der  Function  f(x)  von  x  =  a 
bis  x  =  z  endlich,  so  gilt  stets  die  Gleichung 

(2)    /^(z)  =  /-(a)  +  (z-a)^^)  +  (z-a)«^^^)  +  (z-a)'Q-*)  + 

WO  q>^  den  Werth 

(3)  9>,  =7V^'^ «  dx .  du'-'  =  ^-p-ij^  ./(z  -x)'-'  t  ('>  (x)  dx 

hat. 

In  denjenigen  Fällen,  in  welchen 

lim  •  9)^  =  0 
r=c» 

hervorgeht,  ist  daher: 

(4)  /•(z)  =  lim.  \f(B)  +  (z-2.yf^p  +  (z-üf^p.  +  ... 


+(^-'>-''<^l 


oder  in  der  gebräuchlichen  bequemeren  Schreibweise 
(5)    /(z)=/-(a)+(z-a)'^  +  (z-a)*^)+(z-a)'^'^>  +  ... 

bei    welcher    die    Punkte    am    Schluss    der    Formel    das 

,  Zeichen   lim-   nebst   dem  Endgliede   der  Klammer    in  (4) 
r=oo 
ersetzen. 

Zusatz.    (Der  Maelaurtnsche  Satz.) 

Ist  die  r*®  Derivirte  /^'\x)  der  Function  f{i)  von  x  =  0 
bis  x  =  z  endlich,  so  gilt  stets  die  Gleichung 
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(6)     A.) =«o) + z"  r\f + ..OL) + ,.r>) + . . . 

...+^-.pM+,, 

'  (r— 1)1         ' 

wo    g)^  den  Werth 

(7)  9»,  =  /  V"  W  dx .  du'-'=   -i^/(z-  X)'-»  /-W  (X)  d 

0  \  /'o 

hat. 

In  denjenigen  Fällen,  in  welchen 

lim- 9)  =0 

r=oo 

hervorgeht,  ist  daher: 

(8)     n.)=mwf-,^w(^+^'qp+- 


Anmerkung. 

Die  Eigenschaft  der  Functionen,  sich  nach  Anleitung  der 
Gleichung  (5)  —  oder  (8)  —  als  Grenzwerth  der  Summe  einer 
unendlich  wachsenden  Anzahl  von  Summanden  darstellen  zu  lassen, 
welche*  nach  den  steigenden  ganzen  Potenzen  der  unabhängigen 
Variabein  (z  — a)  —  oder  z  —  fortschreiten,  wird  so  allgemein 
angetroffen,  wenigstens  bei  einer  beschränkten  Ausdehnung  des 
Interyalls  (a,  z),  dass  man  eher  nach  den  Ausnahmen  zu  suchen 
hat,  als  umgekehrt.  Daher  ist"  die  Entdeckung  Taylors  von  unge- 
heurer Tragweite  geworden,  namentlich  seitdem  es  Cauchy^)  ge- 
lungen ist,  die  Beurtheilung  des  Werthes  von  g>^  unmittelbar  an 
die  Function  f{x)  selbst  zu  knüpfen,  anstatt,  wie  oben,  an  deren 
r^  DeriYirte.  Um  dies  thun  zu  können,  muss  man  aber  erst  eine 
neue  Zahlenform,  die  complexe,  mit  in  den  Bereich  des  Calculs 
gezogen  haben,  wozu  hier  bisher  der  Anlass,  wie  auch  die  zu 
ihrer  Bewältigung  ausreichende  Handhabe  fehlte. 

Was  indessen  vor  der  Einführung  jener  Zahlenform  in  Absicht 
auf  die  Ausschliessung  unnöthiger  Bedingungen  geleistet  werden 
kann,  das  geschieht  unter  allen  möglichen  Ableitungsmethoden  am 


')  1789  —  1857. 
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vollkommensten  durch  die  obige,  da  sie  die  Gültigkeit  der  Taylor- 
scheu Entwickeiung  an  das  Verhalten  einer  einzigen  Function 
r  (x)  knüpft,  während  die  übrigen  nicht  umhin  können,  sich  einer 
möglichen  Störung  des  Resultats  durch  jede  Function  aus  der  Reihe 

/•(x).   f'(x),   fix),  ...,   f"-'\x),   /-'"(x) 

zu  yei*sehen,  welche  an  den  andern  Functionen  vielleicht  nicht 
bemerkt  werde. 

Zur  voUkommneren  Aufifassung  der  Gleichung  (2)   kann    der 
Hinweis  beitragen,  dass  die  Summe 

den  Unterschied  zwischen  dem  einfachen  Integral 

ff  (x)  dx 

a 

und  dem  (r — l)fach  höheren  Integral  der  (r — l)ten  Derivirten 
seines  Differentials,  nämlich 

/V^'^(x)dx.du-'; 
angiebt 

§  37. 
Andere  Herleitungen  desselben  Satzes. 

I. 

Substituirt  man  in  der  Gleichung  §  25,  (5),  nämlich  in 
/V(x)  dx  =  (z-a)  /-(a)  +/(z-x)  f  (x)  dx , 

a  a 

für  /*(x)  den  Ausdruck: 

(z-xy-'r\x) 

also  für  f'(x)  den  Ausdruck: 

(z-x/- /-([^^  _  (z-xy-'f'\x) 

(r— 1)1  y     '■''        (r-l)J 

80  geht  sie  über  in; 
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S 

/ 


r— 1  /.(r) 


(r-l)! 


dx 


(r— 1)!       "'"J  (r— 1)!  ^         V         (r— 1)!""      °^ 

a  a 

Daraus   folgt  durch  Versetzung  des  letzten  Integrals  der  rechten 
Seite  auf  die  linke  und  nachfolgende  Division  mit  r: 

/  (z-xTV«  (X)  (z  -  a)'  /•<"(»)       /(z-x)y'+^'(x)dx 

7  — (r=Tyr  "'^''= — rT —  +7  — ~h 


(1) 


Ertheilt  man  dem  r  in  dieser  Gleichung  nach  und  nach  die  Werthe 
1,  2,  3,  . .  . ,  (r  —  1),  summirt  die  dadurch  erhaltenen  Gleichungen 
uDd  subtrahirt  im  Resultat  die  rechts  und  links  übereinstimmen- 
den Summanden,  so  entsteht  die  abzuleitende  Gleichung  (2)  des 
vorigen  §  mit  der  zweiten  der  dort  in  Gl.  (3)  dargestellten  For- 
men des  Restes  9p . 

II. 

Eine  dritte  Ableitungsmethode  ist  die  folgende: 
Substituirt  mau  in  dem  Leibnitzschen  Satze  (§  31) 


—  1 


.^n) 


ip(x)  =  (z— x)     . 


r^i^) 


nl 


=  (z-x) 


-(n  +  l) 


SO  geht  die  dortige  Gleichung  (3)  für  n  =  (r — 1)  über  in: 

.d'-'[9>(x)(z-x)-'] 


1 


(r-l)! 


r— 1 


dx 


_r+l     ,  ,    9D-       '(x) 


(r-l) 


Multiplicirt  man  diese  Gleichung  noch  mit  (z  —  x)',  substituirt 

9>(x)  =  /-(x)-/-(z),     q>^'"\x)  =  f^"'\x) 
und  schreibt  schliesslich  a  für  x,  so  folgt: 

r(z)=/-(a)  +  (z.-a)'qf)  +  (z-a)*^  +  ...  +  (z-arÖ«j) 


ir-l 


(z— ay    d^_ 
■^  (r-l)! 'da'-'" 


/•(z)  -  /"(a) 


z  —  a 
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Bei  dieser  Ableitung  des  Taylorschen  Satzes  ist  eine  neue  Form 
für  q>-  gewonnen,  nämlich: 

-1    Y(z)-/-(a) 


a 


IIL 

Eine  vierte  Ableitungsmethode,  oder  vielmehr  ein  syntheti- 
scher Beweis  für  den  Taylorschen  Satz,  setzt  voraus,  dass  man 
auf  den  glücklichen  Gedanken  gekommen  sei,  nach  einer  Verein- 
fachung des  Ausdrucks 

%=f{^)—f{B)  —  {7,—B.)  -^  — (z— a)  -^^ (z— a)  — 3V-- 

zu  suchen,  indem  man  ihn  nach  a  differentiirt  und  dann  wieder 
integrirt.     Die  Differentiation  ergiebt  sofort: 

da  ~"  (r  — 1)!        ' 

und  hieraus  folgt  durch  Integration,  indem  man  das  variable  a 
mit  X  bezeichnet  und  darauf  Acht  nimmt,  dass  der  obige  Aus- 
druck von  9)^  für  a  =  z  verschwindet: 

^'=-y— (F^T)!        ^"=+7-      (r-l)!        ^"- 

z  a 

Dies  ist  nun  wieder  der  zweite  Ausdruck  von  (p  in  der  GL  (3) 
des  vorigen  §. 

Anmerkung. 

Dass  die  in  diesem  §  dargestellten  Ableitungsmethoden  in  der 
That  nicht  geeignet  sind,  bei  jedem  einzelnen  Falle  der  Anwendung 
des  Taylorschen  Satzes  von  der  Achtsamkeit  darauf  zu  entbin- 
den, ob  auch  jede  von  den  Grössen  /"(a),  /"  (a),  f"  (a), . . . ,  f^^  (x) 
einen  völlig  bestimmten  Werth  habe,  ist  einleuchtend,  und  somit 
der  Vorzug  der  ersten  Ableitungsmethode  (§  36)  festgestellt. 
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§  38. 
Der  Rest  der  Taylorschen  Reihe. 

Definition. 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  in  §  36  nach  Ab- 
zug der  Grösse  q>^  wird  die  Taylorsche  Beilie,  und  ^^  der 
Kest  derselben  genannt. 

Es  wurde  schon  in  §  36  angedeutet,  dass  es  bei  vielen  An- 
wendungen des  Taylorschen  Satzes  wichtig  ist,  zu  beurtheilen, 
welchen  Werth  dieser  Rest  ip^  habe,  namentlich,  ob  er  bei  unend- 
lich wachsendem  r  unendHch  klein  sei,  oder  nicht. 

Nun  kann  man  ihn  aber  fast  nie  in  einer  bequem  calculir- 
baren  Form  genau  darstellen. 

Aus  diesem  Umstand  entspringt  die  Wichtigkeit  auch  der- 
jenigen unter  den  folgenden  Transformationen,  welche  nur  zur  Be- 
stimmung von  Grenzen  fuhren,  zwischen  denen  ^^  liegt. 

Der  aus  §  36  bekannte  Ausdruck  für  den  Rest,  nämlich 

a 

geht  durch  die  Substitution 

x  =  z—  u(z — a),   z —  x  =  u(z  —  a),   dx  =  —  (z  — a)du 

—  weil  u  das  Intervall  (1,  0)  stetig  durchläuft,  während  x  von  a 
bis  z  geht  —  über  in: 

1 

Substituirt  man  femer  hier  die  zugleich  mit  u  von  0  bis  1  wach- 
sende neue  Integrationsvariable 

w  =  u':     dw  =  ru'~^du,     u'"Mu  =  — dw, 

r 

so  folgt: 

(3)  y^=  ^lZ^y/•<')(z_w^(z-a))dw. 
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Dies  sind  diejenigen  unter  den  wichtigeren  Restformen,  welche 
zu  den  aus  §  36  bekannten  Bedingungen  keine  neuen  hinzufügen,  da 
die  obigen  Substitutionen  nach  §  26  stets  zulässig  sind.  —  Die 
Formen  (2)  und  (3)  zeichnen  sich  vor  (1)  dadurch  aus,  dass 
a  und  z  nicht  in  den  Integrationsgrenzen  vorkommen. 

Aendert  sich  /^'^(x)  von  x=a  bis  x=z  stetig,  so  ergeben 
sich  ferner  aus  (2)  und  (3)  nach  §  19   die  folgenden  Ausdrücke: 

W  9,  =  ^j-^,-0'-'(z-a)7"Xz-e(z-a)), 

(5)  9>,=^(z-a)7<''(z-0(z-a)); 

WO  0  eine  zwischen  0  und  1  liegende,  näher  nicht  zu  bestim- 
mende, Zahl  bedeutet.  —  No.  (4)  heisst  die  Cauchysche, 
No.  (5)  die  Legendresche  Form  des  Restes. 

Da  die  hier  aufgezählten  Formen  des  Restes  keine  Rücksicht 
auf  die  besondere  Natur  der  einzelnen  Fmictionen  f{x)  nehmen, 
welche  zur  Untersuchung  gelangen,  und  es  ihrer  Allgemeinheit 
wegen  auch  nicht  können,  so  lassen  sie  sich  häufig  durch  Ein- 
führung neuer  Integrationsvariablen  in  (2)  oder  (3)  noch  hand- 
licher machen;  —  wovon  wir  sogleich  im  nächsten  §  ein  Beispiel 
sehen  werden. 

§  39. 
Der  binomische  Satz.*) 

Die  Function  /(x)  =  (l+x)''  ergiebt  nach  §  30,  (15): 
Mithin  ist  nach  §  36,  (2)  für  a  =  0  —  oder  nach  §  36,  (6): 

(l)(l+Z)»  =  l  +  (j)z+(;)z*+(5)z»+-  +  (^^,)z'-'+y,; 

wo  der  Rest  q>^  nach  §  38,  (3)  den  Werth  besitzt: 
(2)  9>,=  (r)z'-/(l+z-zy'w)-'dw 


')  Unter  einem  „Binom"  versteht  man  eüie  Summe  von  zwei  Summanden. 
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oder: 

(3)  9',=(;)^'-j, 

für 

1  _.    _ 

(4)  J  .=  y(l4.z-z>^wf    'dw. 

0 

Wir  wollen  zunächst  untersuchen,  wie  sich  (l+z)"  ändert, 
wenn  n  unendlich  wächst,  dann  den  Werth  des  Restes  q>  bei  einem 
endlichen  und  schliesslich  bei  einem  unendlich  grossen  r  darstellen 
fiir  jedes  z  und  n.  Die  Eintheilung  in  Abschnitte  wird  jedoch 
wegen  der  grossen  Reichhaltigkeit  an  Einzelheiten  mehr  Nummern 
haben. 

L 

Für  r==2  ergiebt  sich  aus  (1)  und  (2): 

(1  +  zf  =l  +  nz+^-n(n— l)z«./(l  +  z— zyw)''~'dw. 

0 

Da  nun  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  bei 
jedem  positiven  z  und  n  positiv  ist  —  denn  nach  §  19  liegt  sein 
Werth  zwischen  (l-j-z)°~^  und   1 —  so  ergiebt  diese  Gleichung 

u.  A.,  dass 

(l  +  z)">n.z,     (z>0,  n>l) 

ist  Diiher  wächst  (1  +  z)"  bei  wachsendem  n  stärker  als  das 
Product  nz  und  ist  zugleich  mit  n  unendlich  gross,  wenn  nicht 
etwa  gleichzeitig  z  unendlich  abnimmt. 

Hat  aber  z  einen  negativen,  zwischen  0  und  ( —  1)  liegenden, 
endlich  von  0  verschiedenen  Werth,  so  giebt  es  stets  eine  endlich 
von  0  verschiedene  positive  Zahl  Zj,  welche  der  Gleichung 

(l+z)°  = ?^ 

genügt. 

Hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  dem  zuvor  gewonnenen  Re- 
sultat der 

Lehrsatz  I. 

Bei  einem  positiv  nneudllch  grossen  Exponenten  und 

einem  endlich  von   1   verschiedenen  Grundfactor  ist  die 
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Potenz  unendlich  gross  oder  klein,  je  nachdem  der  Grund- 
factor  grSsser  oder  kleiner  als  1  ist 

IL 

Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ergiebt  sich  aus  (2)  und  (1) 
für  r  =  n  sofort: 

Daher  gilt  der 

Lehrsatz  IL 

Bei  jedem  ganzen  positiven  n  ist: 


+  (nIl)»-  +  G>- 


ohne  Einschränkung  für  die  Grösse  der  Zahl  z. 

—  Dies  ist  das  bekannte,  auch  durch  einfache  Multiplication 
zu  erzielende  Resultat. 

IIL 

Das  Integral 

(4)  J^  =^^(1 4-  z  -  zi^wy~"dw 

0 

lässt  sich,  da  es  nach  §  38,  (2)  mit 

X 

J^  =  r/u'"'(l  +  z  —  zu)"-"'du 

0 

identisch  ist,  nach  der  in  §  28,  VIII  ausgeführten  Entwickelung 
vollständig  auswerthen.  Damit  ist  uns  aber  für  unsere  Zwecke 
nicht  gedient,  weil  wir  wieder  zu  unsem  Ausgangsgleichungen 
(1)  und  (3)  zurückgelangen  würden,  welche  eine  viel  zu  sehr 
zusammengesetzte  Form  zeigen,  um  die  Grösse  des  Werthes  von  J^ 
übersehn  zu  können. 

Wir  entlehnen  deshalb  aus  (1)  und  (3)  nur  die  Relation 

©^'•'.=(°)^-+Ui)^'^'-'.... 
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welche  durch  die  Vergleichung  der  Ausdrücke  für  zwei  um  1  ver- 
schiedene Werthe  von  r  gewonnen  wird  und  durch  die  Division 

mit  (f  )z'  zu  der  Gleichung 

führt  Dieselbe  gilt  in  allen  denjenigen  Fällen,  welche  uns  hier 
interessiren,  weil  die  Zahl  (w.)z'>  nait  welcher  wir  dividirt  haben, 
in  ihnen  nicht  =  0  sein  kann.  Denn  für  z  =  0  hat  die  Entwicke- 
lang (1)  überhaupt  keinen  Zweck,  und  auch  nicht  für  f    j  =  0, 

weil  dann  n  eine  unter  dem  Werthe  von  r  liegende  ganze  positive 
Zahl  und  der  Rest  w  =0  ist 

£s  kann  aber  unsere  Restbestimmung  auch  dadurch  ihren 
Sinn  verlieren,  dass  das  Integral  J^  wegen  des  Durchganges  seines 
Differentials  durch  das  Unendliche  bedeutungslos  wird. 

Dies  tritt  jedoch  jedenfalls  dann  nicht  ein,  wenn  (1  +  z)>0  ist, 

weil  unter  dieser  Voraussetzung  der  Werth  von  Vw,  für  welchen 

1  +  z  —  zyw  =  0  wird,  nämlich  Vw=  »  entweder  >  1  oder 

z 

<  0  ist. 

Auch  für  l-|-z  =  0,  z=  —  1,  giebt  es  Fälle,  in  denen  J^ 
einen  völlig  bestimmten  Werth  hat;  denn  die  Gleichung  (4)  liefert 
hierfür  das  Resultat: 


*  1     n 

J^  =  f(^wy~"dw  =fw'''\\w=^^^     (n>0,  z  =  — 1). 


1  1 

(?)  "     ' 

r 

0  0 

Betrachten  wir  nun  den  Fall,  in  welchem  (1  -|-z)>>0  ist,  genauer, 
so  steht  es  nach  §  26  frei,  für  w  als  neue  Integrationsvariable 
die  zugleich  mit  w  von  0  bis  1  wachsende  Grösse 


w 

(l+z  — zy'w; 
also 

,u^        1  +  z         ^_    f- ,  ^    .-,'/;;V"'^w       (i  +  z)°dv 

*^^=7- v=V+rdw,    U+z-zVwJ      dw  = 

^l+z—zywj  m-zyvj 

emzuführen.     Dadurch  erhält  man  den  Ausdruck: 
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(8) 


1 

3={l+zf.f         ^^        -,  (l  +  z>0) 

5'    (l  +  zi/vj 


Derselbe   ist   positiv    uud    hat,   weil   für   alle   zwischen  0  und  1 

liegenden  Werthe  von  v  die  Beziehung  Vv  <<  Vv  stattfindet,  die 
Eigenthümlichkeit,  dass 

(    Jr>J,-„.    ((n+l)z>0), 
1    J,<J,+,.    ((n+l)z<0) 

hervorgeht,  wovon  man  sich  bei  der  Einzelprüfung  der  vier  mög- 
lichen Fälle  leicht  überzeugt;  so  wie  diejenige,  jedenfalls  zwischen 
endlichen  Grenzen  —  nämlich  nach  §  19  zwischen  (1+z)" 
und  (l  +  z)~^ —  zu  verbleiben,  wenn  r  unendlich  wächst.^    Daraus 

lässt  sich  schliessen,  dass  lim-J^  einen  endlichen,  völlig  be- 

r=oo 

stimmten  positiven  Werth  besitzt. 

Für  denselben  ergiebt  sich  aus  (6)  der  Werth: 

(10)  lim.J^=-i-,  (l  +  z>0). 

r=oo        ^~i   ^ 

Femer  erhält  man  durch  Anwendung  der  Ungleichungen  (9) 

auf  die  Gleichung  (6)  Grenzen,  zwischen  denen  J    liegt;  und  zwar 

stellt    sich    durch    eine   ganz   elementare  Schlussfolgerung   heraus, 

dass  J^  einen  durch  die  folgende  Formel  charakterisirten   Werth 

besitzt: 

(11)  J^^hjl+z-^^-*^)^ 


r+0 
—  Anstatt  des  einfacheren  Zeichens  ö  bei  einem  positiven  und 


•,     (O<0<  I,  r  — n>()). 

1 


0 
bei  einem  negativen  z  ist  hier,  um  beide  Fälle  zusammenzufassen, 

6*  geschrieben,  was  offenbar  dieselbe  Bedeutung  hat. 

Der   Fall    (n+l)  =  0,   n=  — 1,   welchen    wir   in   (9)    aus- 
nahmen, giebt  nach  (8)  für  jedes  r  genau: 

J   =   r  -; 5       J   =  J         . 

'         i  +  Z  '  f+1' 

ein  Resultat,  welches  sich  ebenfalls  unter  (11)  subsumiren  lässt 
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übrigens  kann  das  J^  bei  jedem  ganzen  negativen  Werth 
Yon  (n-l-1)  durch  einen  geschlossenen  algebraischen  Ausdruck 
dargestellt  werden,  der  sich  bei  wachsendem  r  nicht  complicirt. 
Denn,  da  in  diesem  Falle  ( — n  —  1)  eine  ganze  positive  Zahl 
ist,  so  folgt  aus  (8)  und  (5): 


1 
J=(l+z)»/' 


f\l+zY')         dv 


=  (l+zr/*dy    l  +  (     "[     *)zv'  +  (-"2-^)2«v'  +  .. 


0 


(1 


-n  — 1 


+  (     's    ^)rT3  +  -  +  (-n-l),r^^r:Tr 

Der  besseren  Übersicht  wegen  wollen  wir  hier  n  +  l= — m 
scüea  und,  indem  wir  ( —  z)  für  z  schreiben,  durch  Vermittelung 
^m  (3)  in  (1)  substituiren.     Dies  führt  zu  dem 


Lehrsatz  III. 

Ist  m  eine  ganze   positive  Zahl,   mit  Einschluss  der 
'^ull,  so  gilt  die  Gleichung: 

1,..  1  ra  +  1        ,   m  +  1    m  +  2 

m  +  1   m  +  2      m  +  r — 1   r_, 


1 


2 


•••  +  - 
i:t  der  Bedeutung 

(U)         9),  =  °"  +  ^   ""^^      '"+'' 


r— 1 


-z 


■'+^r        ' 


z 


1 


2 


•  •  <  - ' 


(l-z) 


m+l 


/m\    rz 
UA+L 


+(?)f^+-+(-')-(:)^| 


+  2    '  '   ^      ''    \™yr  +  m| 

^i  jeder  Nummer  r  und   für  jeden  Werth  von  z  ausser 
-rl. 

^«rpitzky,  Differential-  n.  Integralrechnung.  8 
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—  Dass  z  in  der  That  jeden  beliebigen  Werth  baben  darf 
(selbstverständlich  ausser  z=:l)  erkennt  man  sofort,  wenn  man 
erwägt,  dass  (13)  durch  Mnltiplication  mit  (1 — z)""*"^  in  eine  alge- 
braische Gleichung  (m+r)**"^  Grades  mit  mehr  als  (m+r)  Wur- 
zeln verwandelt  wird;  —  denn  die  Gleichung  (13)  gilt  ihrer  Her^- 
leitung  nach  für  jedes  z,  welches  der  Bedingung  (1 — z)>0  ge- 
nügt    (Vergl.  die  Anmerkung  zu  §  28.) 

Endlich  sei  noch  erwähnt,  dass  durch  partielle  Integration 
gefunden  wird: 

zl^v 


/dv  V  i_^"i"l  / 

(iT;^^~(i+zi^vr'"^"^  j  ( 


r, — 

dv 


(l+z^7)""-'       (l+zV'v)''"''  f    J  (l+zv'v)- 

dv  r        dv 


+2 


■k 


(l+zV'yr  '          "^      \J  (l^zf-wY^'    J(i4.zV'v)""1 
n+l\  r        dy  n+1  r        dv 1 

0  0 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  (l+z)'^'*'\  so  erhält  man 
nach  (8)  die  Relation 

(i_l>i-i)(i+z).j^(„)  +  iL±lj^(„+i)=i, 

I 

in  welcher,  um  die  J  mit  verschiedenem  n  zu  unterscheidet 
J^(n)  für  das  frühere  J^  geschrieben  ist.  Aus  der  letzten  R(»lt 
tiou  lässt  sich  die  Gleichung  (12)  ebenfalls  ableiten.  | 

Die  obigen  Ermittelungen  über  den  Werth  von  J^  umfass 
alle  denkbaren  Fälle  —  auch  bei  einem   negativen  Werthe    v 
(1+z)  in  (1)  oder  von  (1 — z)  in  (13),  da  der  Rest  q)^  für  ein  nid 
ganzes  m  jedenfalls  zwischen  den  Werthen  liegt,  welche  tp^  anuim 
wenn  man  für  m  in  (14)  die  nächstgrössere  und  die  nächstklcin 
ganze  Zahl  setzt. 

IV. 

Was  schliesslich  den  Factor  TM  von  g)^  betrijSt,   so    ergiel 
sich  durch  allmähliche  Vergrösserung  von  k  in  der  Relation 
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(.;,)=ö-"-±t^'-'=(-»-ö('-^ti) 

die  identische  Gleichung: 

m  (-  i)'C) 

=(-')'ö-(-E$l)('-r:^)(-f:-3)-(>--t') 

Die  Zahl  k  sei  so  gross  gewählt,  dass  k  —  n>>0  hery ergeht 
Dann  folgt  aus  den  Ungleichungen 

k  — n>0,    |t£  — 1>0, 
dass  j  ^ 

(k4-^)_(n  +  l)>0,     1_^-±1>0 

ist,  weshalb  das  obige  Product  11  einen  positiven  Werth  besitzt, 
und  ( — J-)'(r)  ün  Vorzeichen  mit  ( — l)^(t)  übereinstimmt,  wie 
gross  r  auch  werden  mag. 

Um  den  Grenzwerth  jenes  Ausdrucks  ( — l/d« )  ^^  ®i^  ^^" 
endlich  grosses  r  zu  bestimmen,  fuhren  wir  die  Bezeichnung 

ein.  Es  kann  zunächst  festgestellt  werden,  dass  bei  allen  posi- 
tiven Werthen  von  (n-f-l)  öin  völlig  bestimmter,  die  1  nicht 
erreichender  Grenzwerth  P  (n+  l>k)  existirt,  weil  dann  die  Factoren 
des  Productes  II  sämmtlich  <C  1  sind,  und  daher  das  letztere 
Schritt  für  Schritt  abnimmt,  wenn  r  wächst. 
Nun  ergiebt  sich  durch  die  Transformation 


0  Man  bezeichnet  in  der  Analysis  häufig:. 

Aa)-/-(a  +  l)-/'(a  +  2)---Ab)  =  ü  fW, 

deutet  also  durch  das  Zeichen  U  ein  Product  an,  dessen  Factoren  die  Werthe 
sind,  welche  f(ji)  annimmt,  wenn  uMin  für  fz  die  Glieder  einer  arithmetischen 
Reihe  mit  der  Differenz  1  setzt 
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1  ^ !L±1  =  '^±^-_I- "  =  k+//-i  r 


n 


sofort: 

Mithin  ist: 

P(ii  +  l,k)^0,     (n  +  l>l), 

weil  nach  dem  Obigen  der  Grenzwerth  P(n,k)  des  zuletzt  ge- 
schriebenen Productcs  n  bei  jedem  positiven  n  die  1  nicht  über- 
steigt. 

Es  sind  also  die  Werthe  von  P  (n,  k)  für  die  zwischen  0  mid  1 
liegehden  Werthe  von  n  noch  fraglich.  Wir  wissen  von  ihnen  bis 
jetzt  nur,  dass  sie  die  1  nicht  übertreflFen,  und  entnehmen  aus 
ihrem  Bilduugsgesetz,  dass  P(n,k)  abnimmt,  wenn  n  von  0  an  wächst 
—  falls  P(u,k)  nicht  auch  in  diesem  Falle  einen  von  n  unab- 
hängigen Werth  besitzt,  wie  bei  den  grösseren  n,  welche  das  Re- 
sultat P(n,k)  =  0,  (n>l),  ergaben. 

Um  die  Entscheidung  zu  treflfen,  vergrössem  und  verkleinem 
wir  in  der  Definitionsgleichung 

Kl'')=(i-^/+.)('-sirTi)('-.;;ö)(>-ikW- 

die  Nenner  um  1,  wodurch  der  ganze  Ausdruck  beziehungsweise 
vergrössert  und  verkleinert  wird,  so  dass  für  n>0  die  Scala 

'-STs)(>-2^°+5)->K"'') 

hervorgeht.  Multiplicirt  man  dieselbe  mit  dem  exacten  Ausdruck 
von  Pf^jkj,  so  erhält  man: 


P(n,2k  +  l)?|p(|,k 


^P(n,2k). 


Wir  wissen  aber  aus  dem  Obigen,  dass  für  n  >  1  das  erste  und 
das  letzte  Glied  dieser  Scala  =0  sind.  Daher  gilt  dies  auch  von 
dem  mittleren;  d.  h.  es  ist: 
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P(?.k)  =  0,     (n>l). 

Substituiren  wir  jetzt  in  derselben  Scala  (-.)  für  n,  so  folgt: 

Pg,k)  =  0,     (n>l); 

und,  da  man  diesen  Schluss  beliebig  oft  wiederholen  kann,  so  er- 
sieht sich  für  jede  Nummer  r: 

P(^;.k)  =  0,     (n>l),     . 

(P(n,k)  =  0,     (n>0), 
'16)  j    Um-(°)  =  0,     (n  +  l>0). 

Wird  n  =  0,  so  springt  idio  Function  P  vom  Werthe  0  zum  Werthe  1 
über  und  wird  sofort  unendlich,  wenn  n  einon  negativen  Werth 
erlangt.     Denn  es  ist  identisch: 

(l  +  k +//)  A^  ~  k +n"+/i/ ""  ^ ' 
wo  der  zweite  Factor  der  linken  Seite  zwischen 

^r,  ^^      k+i)+///        if^j  \      k+p+i+^y 

liegt,  wenn  p  die  grössto  im  positiven  n  enthaltene  ganze  Zahl 
bedeutet.  Hieraus  folgt  aber,  dass  jener  zweite  Factor  sich  bei 
einem  unendlich  grossen  r  dem  Grenzwerthe 

P(n,k  +  p)  =  P(n,k  +  p  +  l)  =  0 

nähert,  so  dass  der  Grenzwerth  P( — n,k)  des  ersten  Factors 
unendlich  gross  sein  muss.     Dies  fuhrt  zu  dem  Resultat: 


a?) 


lim. (-1)' (;)  =  (- 1)". CO,  (n  +  l<0). 
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Endlich  folgern  wir  aus  der  Gleichung  (15)  noch,  dass  unter 
allen  Umständen 

(-i)-(;)=(-i)'(Ö-r' 

t n 

gesetzt  werden  kann,  wo  tf  eine  zwischen  1  und  ,  liegende 

Zahl  bedeutet^  welche  bei  einem,  hinreichend  grossen  k  der  1  be- 
liebig nahe  kommt  und  daher  der  1  so  nahe  gebracht  werden 
kann,  dass  das  Product  (t/z)  zugleich  mit  z  dem  absoluten  Betrage 
nach  >  1  oder  <<  1  ist. 

Daher  muss  der  absolute  Werth  von   (j)?'  bei  unendlich 

wachsendem  r  imendlich  wachsen  oder  abnehmen,  je  nachdem  der 
absolute  Werth  von  z  >>  1  oder  <<  1  ist 

Fassen   wir   nun    die   wichtigeren   Resultate    unserer    Unter- 
suchimg zusammen,  so  finden  wir  das  Material  zu  dem  folgenden 

Lehrsatz  lY. 

Als  Grenzwerth  einer  Summe  von  unendlich  wachsen- 
der Summandenzahl  kann 

(l  +  z)''=l  +  (i)2-f(5)z*+(3)z»  +  --. 

dargestellt  werden: 

1.  für  jedes  beliebige  z,  wenn  n  eine  ganze  posi- 
tive Zahl  ist; 

2.  für  —  l<;z<;  +  l5  welchen  Werth  n  auch  haben 
mag; 

3.  auch  noch  für  z==+l,  wenn  n>0  ist; 

4.  auch  für  z  =  +  l,  aber  nicht  für  z  =  —  1,   wenn 
0>n>  — 1  ist. 

Der  Rest  tp^  der  Entwickelung 

(l+zr  =  l  +  g)z  +  (5)z«  +  g)z»  +  ...  +  (^^j)z'-  +  ^, 
hat  die  folgenden  Werthe: 


9P 


,  =  (-!/•(;_}),  (n>0,  l  +  z  =  0), 
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'''       *>      '^        1  2  r       (1  +  2^+'    r^\Vr+l 

+(?)rS+-+( 


m\    rz 


+  2   '        '  \myr+m 


>  (n =  —  (m + 1 ) = ganze  neg.  Zahl). 


Er    wird,    welchen    Werth   z   auch   haben  mag,    in  jedem 
Falle  durch 


^.=0 


z' 


l  +  z-i"  +  l)'= 


aasgedrückt,  wo  6  eine  zwischen  0  und  1  liegende  Zahl 
bedeutet.    Der  Werth  von  (^\  hat  einerlei  Vorzeichen  mit 

( —  iy~^'(ir)»  sobald  k — n>0  ist,  und  nimmt  seinem  abso- 
luten Betrage  nach  bei  einem  unendlich  wachsenden  r 
unendlich  zu  oder  ab,  je  nachdem  (n-|-l)  einen  negatlren 
oder  einen  posltlTen  Werth  hat 

Beispiele: 

1  -         z' 

=  1 -|- z -)- z* -|- z' -| |-z'     -|- 


1  — Z  ...  I  .1     1_2' 

^     =l-f-z4-z«  +  z»4-.-..    (— l<z<  +  l); 


1  — z 

als  „geometrische"  Reihe  schon  in  den  Elementen  der  Arith- 
metik bekannt. 

Ti  1  1.2-3     ,34  ,,4.5  ,56  4, 

"•    (iz:^»=^+r2==+rT2^  +r.2^  +iT2^  +- 

^1-2  ^  1-2  )        r+l^r-f2| 

III.      (1  +  z)"=  1  +  10z  +  45z*  -f  120z'  +  210z*  +  252z'' 

+  210z*  +  120z'  +  45z*  +  lOz*  +  z"*. 

IV       l/i^z  — 1-t-^z 1      i  I      1-3      a         1-35     « 

1-3-5-7       6  = 

+  2.4.6-8-10'  -•••'   {-1<^^  +  1}. 
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Der  Rest   hat,   wenn   das  bei   der   Berechnung  zuletzt  benutzte 
Glied  z'"'  enthält,  den  Werth 

r-i      1.3-5--.(2r-3)    z;_  (n^a^u 

^r=(-^)    •2.4.6.8.  rT"(2F)T. 3T-"'(^<^<^^- 

^     ^    1+z 

2(r+e') 

1      _        l         1.3   2       13. 5    3  ,    1-3. 5-7   4 
•       yT-fl~^~2^  +  2'.'4^  ~  2.4.6^  +2.4.6.'8'' 

{-l<z<  +  l}. 
Der  Gest  hat  den  Werth: 

,      ,,r  1 . 3 •  5 . . •(2r— 1)   z'  /n^n^n 

^r=(-l) -2.4.6...     (2r)     -T-— z (0<Ö<1)- 

1+z 

2(r+e') 

VI.      2-  =  l  +  (j)  +  (5)  +  (^)  +  (j)  +  ...,     (n  +  l>0). 

Der  Rest  hat  den  Werth: 

VII.  (-i/(-i)=i_(;)  +  g)-(5)  +  ...  +  (-i)'("^). 


VIII.  1/1=^ 

r    1+z 

=  (l-z)-jl  +  ^==  +271'  +274-.^==  +2.4.6:«^  +'  j 

{-l<z<+l}. 

IX.  v;7+b 

=    il4_l  ^_J_  ^*   I      1-3     b'        1.3.5     b*  I 

*|  "^2'a»      2.4"a*"'~2.4.6*a«      2.4.6.8'a* ''"   ■j 

{  — a*^b<  +  a*}. 
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_41   li  ,    _1 ^1_    _   ,         J.ä_      _     \ 

291   "^2. 1681        2. 4. 1681*  "^2 -4. 6. 1681»      ■■) 


Der  Rest  der  eingeklammerten  Reihe   hat,  wenn  im  Nenner  des 
zuletzt  benutzten  Gliedes  1681^"*  steht,  den  Werth: 

,      ,.T-i     1.3.5... (2r  — 3)  1 


2.4.6.8  •  .  .  (2r)  r-i/  3 


1681'-' (1682-^^^) 

(o<e<i). 


Er  liegt  also  z.  B.,  wenn  man 


'  29 


anuimmt,  zwischen: 


^2.1681       8 -1681*  ^16 -1681' 


und  — 


1681»- 43049,6  1681'- 43051,52 

d.  L  zwischen: 

1  A  1 


139  360347  693353,6    —        139  366563125  496,32 

SO  dass  die  15*®  Decimalstelle  etwa  um  7  zu  gross  wird.  Dieser 
Fehler  lässt  sich  aber  durch  Anbringung  der  so  eben  beurtheilten 
Correction  noch  bedeutend  verringern,  da  dann  nur  eine  Unsicher- 
heit bestehn  bleibt,  welche  weniger  als 

1,92 

88.10'* 

k'trägt,  also  frühestens  in  der  20**®°  Decimalstelle  erscheint. 
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X 

-  »   so 
n 


§  40.     , 
Die  Exponentialfiinction  e*- 

Substituirt  man  in  den  Gleichungen  des  vorigen  §  z  = 
erhält  man: 

('+ET='+e)'.+®::+(ä)::+-+G-o:s+.. 

oder: 

■■•+(-i)('--)(-D-('-'~)-(T^i+-.= 

und  für  den  Rest: 

-.=(-e)('-!)('-|)-('-^)t>.- 


WO  0<1Ö<11  ist,  falls  (r — n)  einen  positiven  Werth  hat 

Lässt  man  nun  n  in  irgend  welcher  Weise  positiv  oder. negativ 
unendlich  wachsen,  so  folgt  aus  dem  Obigen: 

a)Mi+i)"=i+i;+i;+|i+...+^j-,+i:.j,. 

und  weil  (r — n)  nur  bei  negativ  wachsenden  Werthen  von  n  positiv 


X 


bleibt,  der  Exponent  —  von  6  demnach  nur  bei  einem  negativen 


n 


positive  Werthe  behält,  zunächst  für  n<<0: 


(2)  J  =lim.  (l  +  ^y  / ^^^-3. 


=  1:^ 


1 


r+O 


—  Z 


'  (o<e<::i 
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Dass  unser  letzter  Ausdruck  von  J^  auch  für  die  positiv 
wachsenden  Werthe  von  n  gilt,  steht  von  vorne  herein  noch  nicht 
fest  Allein  die  Relationen  (9)  und  (11)  des  vorigen  §  bleiben 
gültig,  wenn  (n  +  l)  und  z  gleichzeitig  ihre  Vorzeichen  ändern. 

Dies  bedeutet  für  uns,  weil  wir  z=-  gesetzt  haben,   dass  der 

zweite  Ausdruck  von  J^  sich  nicht  ändert,  wenn  man  dem  n  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  giebt.  Daher  ist  er  auch  für  die 
positiv  unendlichen  n  gültig. 

Jedenfalls  gilt  demnach,  da  6~^  positiv  ist,  die  Gleichung 

lim»  J  =  1. 

r 

r=cx^ 
Nim  ist  aber  ausserdem 

abs.-^-,  =  abs.^,.^^j.^-J^-^...^<(ab8.;;j).(ab8.^--]      } 

WO  (k-f  1)  >  abs-x  genommen  werde,  mithin  nach  dem  Lehr- 
satz I  des  vorigen  § 

x'  .  .        x' 

lim  •  — -  =  0  j    lim  •  qp  =  lim  •  —  -  J  =  0 

T=oo    •  r=oo        r=oo    • 

für  jedes  endliche  x. 

Daher  nähert  sich  die  linke  Seite  von  (1)  einem  vom  Vor- 
zeichen und  vom  Wachsthumgesotze  des  Exponenten  n  unabhän- 
gigen Greiizwerthe. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  für  x=l  ist  man  gewohnt 
durch  den  Buchstaben  c  zu  bezeichnen;  d.  h.:  man  bezeichnet  in 
der  Analysis 

lim^(l  +  i)=e. 
n=cx) 

Folglich  ist,  wenn  man  in  dem  allgemeinen  Ausdruck  (1)  n  =  mx 

.Si('+i)=bii^+i)T='"- 

Aus  diesen  Betrachtungen  ergiebt  sich,  indem  man  das  letzte 
Resultat  auch  auf  den  ersten  Ausdruck  von  J^  in  (2)  anwendet,  der 
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Lehrsatz. 

Wenn  n  auf  irgend  welche  Weise  positiv  oder  negativ 
unendlich  wächst,  so  ist 

(3)  lim.  (l  +  ^)  =e^=l+i^, +|;  + jj-i-... 

bei  jedem  endlichen  x  eine  von  dem  Gesetz  jener  Vor- 
änderung des  n  völlig  unabhängige  bestimmte  Grösse. 
Zur  Definition  der  Zahl  e  dient  der  doppelte  Ausdruck 

(4)  ;i^Jl  +  ^)=e  =  l  +  J,  +  ij+3l+...- 
Durch  eine  endliche  Summandenzahl  lässt  sich 


mit  dem  Werthe 

1  r_ 

V 

1— 

0 

darstellen. 


1  r 

(6)        3^  =  e^fe~''^^dy  =  l: 


r+e 


—  X 


.  (o<e<i) 


§  41. 

Der  numerische  Werth  von  e. 

Lehrsatz. 

Die  Zahl  e  ist  irrational. 
Macht  man  nämlich  die  Hypothese,  es  sei  e  rational,  so  muss 

sich  e  =  —  durch  ganze  Zahlen  m  und  r  darstellen  lassen.     Das 

widerspricht  aber  der  Gleichung  (4)  des  vorigen  §,  nach  welcher 
dann 

Lr  1!      2!      3!  rlJ 

^ ^ '  [(f+T)!  "•"  '(F+2)!  ^"  (r+3jl  "•"■■■] 

eine  ganze  Zahl  sein  müsste;  und  das  ist  nicht  der  FaU,  weil  die 
rechte  Seite  dieser  Gleichung 
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< 


+ 


1 


+ 


1 


r+1      (r^.1)«      (r+i)» 


4 


1 


1 


r+l 


r+1- 


1^ 

r 


§39  1 


r  +  l 


hervorgeht.  —  Mithin  ist  e  ia  der  That  irrational. 

Wir    wollen   e  numerisch   berechnen.     Es   ergiebt   sich 
unter  der  Berücksichtigung  von  12  Decimalstellen: 

1:   2!  =  0,5 

1:  3!  =  0,166  666  666  667 
1:  4!  =  0,041  666  666  667 
1:  5!  =p=  0,008  333  333  333 
1:  6!  =  0,001  388  888  889 
1:  7!  =  0,000  198  412  698 
1:8!  =  0,000024  801  587 
1:  91  =  0,000  002  755  732 
1 :  10!  =  0, 000  000  275  573 
1 :  11  !  =  0,000  000  025  052 
1 :  12!  =  0,000  000  002  088 
1:13!  =  0,000  000000  161 
1:14!  =  0,000  000  000  011 
1 :  15!  =  0,000  000  000  001 

und  daher  aus  (4)  als  Näherungswerth: 

(1)  6  =  2,718  281828  459. 

Wegen  der  Abkürzungsfehler  bei  den  einzelnen  Summanden  könnte 
man  erwarten,  dass  das  Resultat  mit  einem  Fehler  behaftet  sei, 
der  bis  zu  7  Einheiten  der  12*«»  Decimalstelle  ansteigen  könnte, 
während  der  durch  Vernachlässigung  aller  folgenden  Glieder  der 
Reihe  begangene  Fehler 

1  16  +  e~' 


^1«  = 


16 


K-TT^) 


16!(l5+0-')      16J^        15+ö->' 

16+e  ^' 

nicht  mehr  in  die  \2^  Decimalstelle  hineinragt 

Zufällig  ist  hier  der  erste  Fehler  Null,  also  der  Werth  von  e 
80  genau,  wie  er  mit  12  Stellen  überhaupt  angegeben  werden  kann. 
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§  42. 
Der  Logarithmus. 
Potenzirt  man  die  identische  Gleichung 


Li 

O 


a  =  e 

durch  welche  der  Logarithmus  von  a  nach  e,  d.  i.  die  Grösse  ^, 

e 

definirt  wird,  mit  n,  so  ergiebt  sich  aus  §  40  (3): 

1^  nZi      n*(2i)*      „»(2i)' 

^    1!   ^       2!       ^       3!       ^ 
Hieraus  folgt: 

(1)  lim.  .?:^^-=2i. 

n=ac      "  e 

Den  nach  dieser  Vorschrift  zu  berechnenden  Logarith-  j 
mus  von  a,  dessen  Basis  =e  ist,  nennt  man  den  natfir-  I 
liehen  Logarithmus  TOn  a  und  bezeichnet: 

7a 

(2)  t—  =  log  •  nat .  a  =  Za. 

e 

Substituirt  man  in  (1)  eine  Grösse  a  von  der  Form  a=l+z, 
so  lassen  sich  die  dort  gegebenen  Rechenvorschriften  nach  einander 
ausführen.     Denn  man  erhält  nach  §  39  zunächst:  j 

n 

z      n — 1   z        n — 1   n — 2  z*  |^" — 1   n — 2  n — 'd  ?.* 

"~  1+~T''2 '^"  I' *     2~"3"'"     1         2         3~"4"^'"" 

,  n— 1  n— 2      n— (r— 2)    z'T* 
^1         2  r— 2       r— 1 

,   n— 1  n— 2      n— (r— 1)  z'    . 
^1         2  r— 1         r      ' 

und  dann  als  den  Greuzwerth  bei  unendlich  abnehmendem  n: 

2  8  r— 1  r 

/./.     .       N  55  Z       ,     Z  ,     ,        ^    r-2   Z  .      .       .x'-lZ 
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J  14-zi^v 


1  +  z  — 


dv 

^=1  :/i-|-z  — 

Dies  giebt  den 

Lehrsatz  I. 

Bei  jedem  positiven  Werthe  von  (1  +z)  lässt  sich  der 
natürliche  Logarithmus  dieser  Zahl  durch  die  Formel 

(3)  z(i+z)=|-^^+^-  ...+(_l)'-^^+(_l)'-^^^.J,, 

dv 


(4) 


.=/ 


J  = 


=  1: 


J   l  +  zyy 


1+z- 


r+e 


.   (0<e<i) 


darstellen;  und  es  ist  als  Grenzwerth  einer  Summe  von 
unendlich  wachsender  Summandenzahl: 

4 


(5) 


^0+^)=I-2*  +  |' 


+ 


Dies  giebt  u.  A.: 
(6) 


{-i<2<:  +  i} 


22-1      I-l'-I-I-I-I-uI 
^^-1-2  +  3      4  +  5      6+7 


Aus  (3)  und  (4)  kann  man  noch  andere  Formeln  ableiten, 
welche  wegen  ihrer  grösseren  Wirksamkeit  bei  der  numerischen 
Rechnung  und  wegen  ihrer  späteren  Verwendung  beim  Rechnen 
mit  complexen  Zahlen  wichtig  sind. 

Versteht  man  nämlich  von  jetzt  ab  unter  r  eine  ungrade  Zahl, 
so  folgen  aus  (3)  und  (4)  für  abs-z<!l  die  beiden  Gleichungen: 


,  S  3  4  ö 

rm        <        .  .  **  Z  ,        Z  Z  ,        Z 

^<l  +  =^^  =  i-2+3-4+5 


r-1 


dv 


8 


Hl— z;—  -  f  —  2  —  3  —  4  -  5 

und  aus  diesen  durch  Subtraction: 
1  +  z 


r  — 1  ^  r  / 

»    l+zv 

z'2'_z'/     dv 
r-l       vj 


1  — zv' 


l  ^~-  =  2 . 
1 — z 


S  6 

-+-     +-    + 


_r— 2  r 

^r— 2^  r 


1 


dv 


1  S     r 

1 — Z    V 


>  • 
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Substituiren  wir  endlich 


1+z 


1  +  x,     z  =  - 


2z 
1— "z 


1— z  '      '  2  +  x 

so  erhalten  wir,  weil  hierbei  —  l<^x<^-\-  oc  für  —  l<;z<ll 
hervorgeht,  aus  der  letzten  Gleichung  noch  eine  zweite.  Wir 
stellen  die  Resultate  unter  Benutzung  beider  Ausdrücke  von.J^ 
in  (4)  zusammen: 

Lehrsatz  IL 

Versteht  man  unter  r  eine  ungrade  Nummer,  so  ist, 

II  (  8  5  r— 2  r  ) 

/fTx        7I  +  Z         ^Z.Z.Z,  ,Z  ,ZtI 

(8)  ^(i+x)=2.{5.(^^)VH4-x)+-  ' 


wo  für  J   die  Ausdrücke 


w    J.=/ 


dv 


Ü 


2 

8_r 


=.i:a-^':+'^ 


r+2 


1— z'y 


•) 


0    1 


dv 


\2+x/ 


v' 


=  1: 


\2+x/     r-l-2 


'  > 


(0<6<1) 


Geltung  haben,  so  lange  — l<;z<;+l,  beziehungsweise 
—  l-<x<  +  oo  ist.  —  Dies  sind  auch  die  Bedingungen, 
unter  denen  bei  unendlich  wachsendem  r 


')  Dieses  6  ist  nicht  mit  demjenigen   in  (4)  identisch,   sondern  das 


Resultat   der  Erwägung,   dass   der   aus  (4^  direct  folgende  firuch     — .  - 

'«  ^-  4.  1 

2  ^  e 


2z^ 


zwischen  0  und  — ttt  liegt. 

r4-2 
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(10)        2A±|  =  2.{^-  +  V  +  ^  + 


{„-367  \ 


m)  !(n..)=2.{l(^i^"+|f2|j)'+J-(ä|i)'+-} 

hervorgeht. 

Wir  wollen  endlich  noch  eine  Formel  für  den  Logarithmus 
entwickeln,  welche  nicht,  wie  die  obigen,  auf  den  binomischen  Satz 
zurückgreift,  sondern  auf  die  für  jedes  absolute  x  geltende  Identität: 

i+x_i  1— V£    1  i+v^ 

Aus  ihr  folgt  durch  ihre  wiederholte  Anwendung  auf  den  letzten 
Summanden  der  rechten  Seite: 


(12)  l±f=i. 1=51  +  1. ki?l  +  ... 

^  ^    1— X      2  1^4  L^ 

l_|_x'  1+x*  j_  ^ 

1     l_x*'         1     l+x*' 

1+X  1 — X 

Das  letzte  Glied  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung   nähert 

2 
sich  aber  bei  unendlich  wachsendem  r  dem  Greozwerthe   —  ^— ; 

denn  es  ist 

lim  -x^  =lim-e^     =e*'=  1 ,    lim -2  Vi — x^  /  =  —  Zx, 
—  das  Letztere  nach  (1). 

Folglich  gilt  für  jedes  absolute  x  die  Gleichung: 

JL  i-  i. 

(13)  2.__H:5  .  i.ln^.  l.lz:5l  +  i..lir.^!  +  ... 

^    '    tx  1— x^2  i^4  -L^S  1^ 

1+x'  1+x*  1+x' 

V       *_  i_  j- 

_     x-i-i_i  x*^7:l_i  x^— 1     1  x'— 1 

x'+l  x'  +  l  x''+l 

Wo  r  p  i  t  z  k  7  ,   Differential-  d.  Integralreolinung.  9 
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Um  den  Fehler  ( —  gpj  zu  beurtheilen,  welchen  man  begeht, 
wenn  man  rechts  nur  die  Summe 


(14) 

1                   1 
x+1       Ix"!       1  X*      1 
'      X— 1      2      1             4      1 

x*+l             x^l 

1    x""      1 

2'     i 

x*+l 

setzt. 

während  doch  nach  (13) 

(15) 

2 

■X—  —  8  — a> 

ist,  kann  man  folgenden  Weg  einschlagen.   —  Wir  setzen,  damit 
g)^  positiv  sei,  x>l  und  daher  Zx>0  voraus. 

Betrachtet  man  nmi  zunächst  die  einzelnen  Summanden  von 


1    x»-l 


9',  =  ^--^ '     in  =  2^,    2^,    2^,...), 

x"+l 

80  erhält  man  durch  Anwendung  von  §  40  (5): 


Vtx 


1    x°— 1       1    e°    -l^tx     L      (Ixy        (Ix)*     ^\ 

i\'    y        ~n'  l,^        ~2n*    I         12n*       120n*       I 
X-+1  e"    ,+1 

wo  der  Binich  B  den  positiven  Werth 


«  -  -  j       -  -    -k-2 


B  = 


1  4.  !l  .   ?.5(«_l)     I  I  5(k-l)  (k  +  6)(?x)  _ 

■^Jin"^336.„*'^'"'"^"       (k  +  3)!  n*-*  ^ 


"^2n"^2.21n*'^ "^  2.(k-2)!  n""*"^ 


hat,   welcher  sich   bei   unendlichem  n  der  '  1  als  Grenze   nähert 
Mithin  ist: 

oder:  ^ 

(16)  Ji,>„>Ji,_    «=■) 


6-4'         '      6-4'       360-16' 
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r 

Daher  kann  man 

tx 

CD    = B 

setzen,  wo  e^  eine  positive  Zahl  bedeutet,  welche  bei  wach- 
sendem r  schnell  abnimmt;  und  führt  man  diesen  Werth  in 
(15)  ein,  so  ergiebt  sich  für  Zx  eine  quadratische  Gleichung,  welche 
fiir  unsern  Zweck  nur  die  Auflösung 

(17)  tx  =  3 :4'.  [(8  -  e,)  -)/(s-0*__II] 

2 

zulässt,    weil   die   andere  nicht  der  Gleichung  (13),  s-  =  lini-8^ 

genügt.  r=oo 

Zur  Beurtheilung  des  Werthes  von  e^  dient  die  Formel: 


§  43. 
Logarithmen  mit  verschiedener  Basis.     Numerische 

Berechnung  derselben. 

Logarithmirt  man  die  identische  Gleichung 

a=:b  " 

> 

nach  einer  willkürlich  gewählten  neuen  Basis  c,  so  geht  der  be- 
kannte Satz 

c        b      c 
hervor.     Setzt  man  hier  c  =  e,  so  folgt 

b 


^_Za        1 


«b      Zb 

oder: 


^'l3L 
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(1)  Zi=M.U.   M  =  4  =  Zi.       . 

Dies  heisst  in  Worten:  Der  Logarithmus  von  a  nach  einer 
beliebigen  Basis  b  ist  gleich  dem  Quotienten  der  natür- 
lichen Logarithmen  von  a  und  b. 

Unter  einem  System  TOn  Logarithmen  versteht  man 
den  Inbegriff  aller  Logarithmen,  welche  in  der  Basis  über- 
einstimmen. Ist  die  Basis  =10,  so  heisst  das  System  das  ge- 
meine oder  das  Brlggssehe^)  System. 

1       7e  '  . 

Die  Zahl  M  =  yh  =  ^j   niit   welcher   man    den   natürlichen 

Ib        b 

Logarithmus  multipliciren  muss,  um  denjenigen  nach  der  Basis  b 

zu  erhalten,  heisst  der  Modul  des  letztgedachten  Systems. 

Wir  wollen  den  Modul  M  =  .-^^  des  Briggsschen  Systems  auf 

21  Decimalstellen  mit  Hülfe  der  obigen  Formeln  berechnen. 

Anstatt,  was  sehr  wohl  anginge,  in  (8)  direct  x=^9  zu  sub- 
stituiren,  zerlegen  wir,  um  schneller  zum  Ziele  zu  gelangen,  die 
Zahl  10  in  ihre  Primfactoren  2  und  5  und  berechnen  110  =  12-^15. 
Nun  könnten  wir  aus  (8)  Z2  und  15  direct  berechnen.  Wir  ziehn 
es  jedoch  vor,  auch  diese  Logarithmen  noch  auf  zwei  andere 
zurückzuführen. 

Es  ist  nämlich: 


?5=?(2'+l)  =  z[2*(l  +  ^)]  =  2i2  +  /.(l  +  ^-) 


und: 


7  42  =  ?(2')  =  Z128  =  Z(5'-|-3)=Z 


^'(1+125. 


=  3.Z5  +  Z(l+J^ 


125/J 
Aus  den  beiden  so  eben  gefundenen  Gleichungen 

3.tb  —  T't2=-l(l4-  ~. 

\        12o- 

')  Henry  Briggs,   gest.  1630  zu  Oxford,   hat  zuerst  eine  Tafel   der 
Logarithmen  dieses  Systems  berechnet. 
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folgt  aber: 


(2) 


l2  =  3-l(l+l)+     i(l+4). 

io.e(i  +  ij+3.z(i  +  4); 


«10  = 


und  aus  (8)  and  (9)  des  Torigen  §  ergiebt  sich: 

(3) 


'  tfl+iWA,  +  A.4- A  + 


+ 


1-9'  '  3-9' 
1 


59 


7-1  + 


2e\ 

+2) 


(4) 


2    V   ^125/      1 .  253'*  "^  3 .  253* 


+  -. 


CO& 


5-253 


+ 


.r-2 


+ 


(r— 2).253'  ' 


+ 


r.253'(l— ^,.^:+a 

253*    i'+2/ 


In    diesen   Gleichungen   sind    die    letzten   Summanden   nicht 
völlig  bestimmbar,  weil  man  von  der  Grösse  6  nur  weiss,  dass  ihr 

r  +  2e 


Werth  zwischen  0  und  1  liegt;  weshalb  man  von  dem  Bruche 


r  +  2 


nur  weiss,  dass  er  zwischen       -^  und  1  liegt.    Dies  hindert  aber 

augenscheinlich  nicht  die  Anwendung  der  obigen  Formeln  bei 
Näherungsrechnungen.  Wir  rechnen  zunächst  nach  (4)  und  finden, 
wenn  Mrir  bei  der  numerischen  Auswerthung  der  einzelnen  Glieder 
auf  die  Identität 

3«^_    10^ ^ 

253«  ""64009      64009 

Obacht  geben,  mit  verhältnissmässig  geringer  Mühe  die  folgenden 

3 
Werthe,    in  denen  der  bequemeren  Bezeichnung   wegen  — -=t 

gesetzt  ist:  • 
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=  0,  011  857  707  509  881  422  925 
=  0,  000  OÖl  667  255  660  749  782 

=  0,  000  000  000  234  424  861  297 

==  0,  000  000  000  000  032  961  361 

=  0,  000  000  000  000  000  004  635 


1 

"3 

1 

T 

7 

1 

~9 


6 


0, 011  857  707  509  881 422  925 
0, 000  000  555  751  886  916  594 

0,000000000046  884  972  259 

0,  000  000  000  OÖO  004  708  766 

0,000000000000  000000  515 


Damit  die  Summe  der  in  unserer  zweiten  Columne  geschriebenen 
Zahlen  =^lyl-\-j^]  sei,  muss  ^t®  nach  Gleichung  (4)  zuvor 

noch  durch 


i_9±2e.t«=i_9+2e 


11 


11       64009 


dividirt    werden.      Dies    ändert    aber    nichts    an    der   5    in   der 

1 
2iten  Decimalstelle  von  ^t^.     Und  es  ist  deshalb  nach  (4): 


ri'+Äs 


)=o, 


Ol  l  858  263  308  658  021 059 


mit  einem  in  der  21*«"  Decimalstelle  noch  nicht  si«htbaron  Fehler. 
Durch  eine  ähnliche  Rechnung  findet  man  aus  (3): 

^4(^1+ 1^  =  0,111571775657104  877  883, 

wo   die  21'*®  Decimalstelle   etwa  um  ^7;   ihres  Stellenwerthes    zu 

gross  ist. 

Aus  (2)  ergiebt  sich  daher: 

«2  =  0, 693  147  180  559  945  309  417, 

25  =  1, 609  437  912  434  100  374  601, 

2 10  =  2, 302  585  Ö92  994  045  684  018; 

und  demnach  aus  (1): 

M  =  ^-|^  =  ^  =  0, 434  294  481 903  251  827  651. 

Übrigens  kann  man  auch  die  Gleichung  (17)  des  §  42  mit 
gutem  Erfolg  zur  Berechnung  von  M  benutzen. 
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§  44. 

EiDmalige  Differentiation  und  Integration  der  Exponential- 

functionen  und  Logarithmen. 

Aus  §  40,  (5)  u.  (6)  ergiebt  sich  für  r  =  1 ,  wenn  man  zu- 
gleich ( —  i)  für  X  schreibt: 


^  =  1— xe-^/e-^^^dv, 

0 
1  X 

'  — l=xye"dv=ye"du; 


—  das  Letztere  vermittelst  der  Substitution  xy  =  u,  xdv  =  du. 
Dififerentiirt  man  die  letzte  Gleichung  nach  x,  so  folgt  ferner: 

d-e^ 
dx 

Diese  Gleichung  kann  man,  wenn  e^=y,  also  x  =  ly  gesetzt  wird, 
auch  so  schreiben: 

dy_        di^_l      dJy_l 
d^-^'    d7~y'    "dy  ~y^ 

d.  i.,  wenn   man  noch  in  der  letzten  Gleichung  x  für  y  schreibt: 

d  Zx_l 
dx        X 

Hieraus  fliesst  durch  einmalige  Integration: 

/'^  =  Zx  +  C,      /^■^  =  «z_Za  =  Z^') 
J    X  J    X  a 

a 

oder  bei  einem  negativen  x,  weil  —  =  — ^^ ^  ist: 

°  X  —X 


*)  Hiermit  ist  der  AosnahmefaU   des  §  24  bei  der  Aaswerthung  von 
J^^dx  erledigt. 
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Z 

a 

Ferner  erhält  man  durch  partielle  Integration: 

Axdx  =  Zx/dx--/'(^/dx)-=xZx  — x  +  C, 

Ax  dx  r. .-  z  (Zz  —  1)  -  a  (2a--l) . 

a 

Ist  die  Basis  der  Exponentialfdnctionen  und  Logarithmen 
von  e  verschieden,  so  erledigt  sich  die  Aufgabe  ihrer  Differentia- 
tion und  Integration  durch  die  Benutzung  der  Identitäten: 

a=(e   )=e     .     t^  =  ^-^-. 

da  man  mittelst  derselben  im  Stande  ist,  geeignete  Mittelfunctio- 
nen einzuführen;  denn  man  braucht  bei  a^  nur  x-Za  =  y  zu  setzen 

7x  1 

und  bei  ^  den  constanten  Factor  j-  abzusondern, 
a  Za 

Demnach  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  der  folgende 


Lehrsatz. 

Ist  die  Basis  einer  Potenz  oder  eines  Logarithmus 
constant,  so  geschieht  die  Differentiation  nach  den 
Formeln: 

(1)  ^  • '' 


(2) 


(3) 


(4) 


dx 

:eS 

da" 
dx  ~ 

:  a*  •  l&; 

d2x 

1 

dx 

X 

d.2£ 
a 

1 

dx    " 

'xU' 
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Bei  der  Integration  bat  man: 

s 

(5)     /e*dx  =  e'— 1,     /e'dx  =  e"4-C, 

0 


0 

s 


(^)     f~i='^l'   /^=ix  +  C==Z(-x)  +  C  =  ie(x*)  +  C; 


(8)     plxdx  =  z{lz—l)  —  SL{l2L—l),     Axdx  =  x(Zx  — 1)  +  C 


=  x?^  +  C 

e 


In    dem  unbestimmten  Integral  (7)  muss,   wenn  man 

nicbt  ^jZ(x*)  schreiben  will,  rechts  das  Vorzeichen  von  x 
so  gewählt  werden,  dass  der  Numerus  positiv  ist.*) 


§  45. 

Wiederholte  Differentiation  und  Integration  der  Exponential- 

functionen  und  Logarithmen. 

Aus    den   Gleichungen  (1)   bis  (4)  des  vorigen  §  folgt  ohne 
Weiteres: 


.r     X 


(1)  ^4=e^' 

dx 

(2)  ^  =  aM«a)'; 

dx 


')  Nach  der  Einfuhrang  der  complexen  Zahlen  wird  es  sich  zeigen, 
da58  man  nach  Belieben  ohne  alle  Einschränkang  sowohl  {x  als  2( — x) 
schreiben  darf,  weil  beide  Logarithmen  eine  constante  Differenz  haben. 
In  dem  bestimmten  Integral  findet  nach  dem  Obigen  ohnehin  kein  Unter- 
i^chied  statt. 
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(3)  d^;E_(_i/-'('*-i)! 


dx'        ^       '  x' 


'.21 


^^>  '-■^=(_ir'.ö:=l)l. 

dr  ^  ^  r  rt 

Diejenigen  Fälle,  in  denen  die  Basis  a  von  e  abweicht,  geben 
also  Resultate,  welche  aus  den  Resultaten  für  a  =  e  durch  Hinzu- 
fiigung  eines  constanten  Factors  entstehn  und  daher  leicht  auf 
diese  zurückgeführt  werden. 

Was  nun  die  wiederholte  Integration  angeht,  so  setzen  wir 
in  §  35,  (6)  zunächst  f(x)  =  c^  und  erhalten  dadurch,  indem  wir 
noch  (r  —  1)  für  r  schreiben: 


y  cM X  •  du'"'=  --^ -  J  (z— x)'~'  c''  dx  • 

a  a 

Ein  Weg,  um  dieses  Integral  durch  die  Operationen  der  sieben 
Rechnungsarten  darzustellen,  ist  der,  dass  man  in  der  Grundform 
des  Taylorschen  Satzes  [§  36,  (2)]  f(x)  =  c^  setzt  und  die 
Gleichung  für  das  in  ihr  vorkommende  Integral  auflöst.  Da  hier- 
bei nach  der  obigen  Gleichung  (1)  f^''\x)  =  c^-(lcy  ist,  so  ergiebt 
die  fragliche  Substitution  sofort: 

(5)      fc^.dx'  =  j^^fiz-x)'-VAx 


1  2 

1       l  z       aL    ,   (z— a)    .  .1      (z— a)  a 


(?c) 

(z— a)' 


,    (Z — a)         ,.   .r-n 


Macht   man   hier  z  =  0   und  schreibt  dann  z  für  a,   so    ergiebt 
diese  Gleichung: 
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(6)/x'-Vdx=(-l)^(-'^^-A^'[l-«''^-ls(^«)+2!(^")*-••• 


(tc) 


r  -1 
r— 1       Z  _      r— l 


•••  +  (-1)      (7=1-1)!  (^^>     i 

und    wenn  man  noch  z  in  ( — z)  verwandelt  (was  links  der  Ver- 
waudlxmg  von  x  in  ( —  x)  gleichkommt)  oder  auch  c"*  für  c  schreibt: 

(7)        /■x'-^c-Mx  =  ^-''-Al!.[i_c-'{l  +  ^-](?c)'+J*(ic)*  +  -" 


Für  das  r*®  Integral  des  Logarithmus  ergiebt  sich  aus  §  35,  (6) 
ferner: 

ßx  dx'=  -A      J(2-x)'~'tx  •  dx ; 


und  hieraus  durch  partielle  Integration: 


/(z— x)'   'lxdx  =  txfiz—x)'  'dx-  f(^f(z—x)'   'dxj 


=-(i-=E).+l/ 


1  r(z-x) 


dx; 


(B) 


X,Z 


•L  r  »  r 

1         A        \r-i/.      1         (z  —  a)  >      .1    r(z — x)    , 
(r — 1)!J  ^        ^  rl  ^  r!c/        x 

Die  einfachen  Integrale,  welche  in  dieser  Gleichung  noch  ent- 
halten sind,  lassen  sich  durch  Ausdrücke  von  verschiedener  Form 
auswerthen,  da  eine  grössere  Anzahl  von  Transformationen  der 
Differentiale  zu  integrirbaren  Gebilden  führt,     ü.  a.  ist: 
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/^ 


dx 


A^-' 


-(2-x) 


J    X  J    z  —  (z  —  x) 


=  z'(tz  —  l&)  — /'|z'-'  +  z'~*  (z— x)'h-  z'-^(z— i)*+  • .  • 

»       '  r— 11 

\-(z — x)      >dx 

=  z\tz—lii)—  \  z'-'(z-a)*—  l  z'-*(z-a)*—  J^z'-'(z— a)* 

(z — a)  • 


Durch  die  Substitution  dieses  Ausdrucks  geht  die  Gleichung  (8) 
über  in: 

(9) 

a  '  '    a 


r!  r! 


«a-^{^-z'-'(z-a)'+iz'-^z-a)* 

+  ^  z'-'  (z-a)'+  . . .  +  i  (2-  a)'  i  • 

Zu  einer  zweiten  Form  gelangt  man  durch  die  Entwiekelung 
von  (z  —  x)*  nach  dem  binomischen  Satz.  Diese  Transformation 
ergiebt: 

iE 

/ 


(z-x) 


*'-/t^-(0'-+(i)''""''-(l)^' 


-v+ 


■■■+(-i)'Q<"j*» 

=A.-.a)-g(f)-l(^)+i(^)-...+(-.r4©]..' 


+t(0^'"'"-K2 


l/'Nrt.+  l(p..- 


v-...+(-i)-i(;:)a-. 
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also: 


(10) 


z'            z'— (z— a)' 
=  -.  tz 


i! 


r! 


■''-Mr(;)-l(2)+i®- 


+(-'rKi; 


rlifdr     -2(2>^      +3(3)*^ 


+   -.   f 


Die  letzte  Gleichung  giebt  den  von  Logarithmen  freien  Theil 
der  rechten  Seite  nach  Potenzen  der  Zahl  z  geordnet  an.  Ent- 
wickelt man  daher  den  entsprechenden  Theil  des  Ausdruckes  (9) 
in  gleicher  Weise,  so  erhält  man  die  identischen  Gleichungen: 


(">     T(D-äG)+i(0--  H-D' 


-1  Wr^ 
r  \r. 


=  ^  +  2  +  3"''4+""  +  7' 

<'^)  n--C)=H:)+ uTT-Cf )+ ,Ti-.-(°t>  ■ + Kn)- 

Die  letztere  bietet  übrigens  nichts  wesentlich  Neues,  da  sie  sich 
iiach  der  Multiplication  mit  n  in  die  bekannte  Gleichung^) 

ö=(S=i)+(.-i)+(:±i)+-+(-l) 

verwandelt, 

Bei  den  obigen  Entwickelungen  für  den  Logarithmus  waren 
die  Werthe  z=0  und  a  =  0  auszuschliessen,  weil  das  Symbol  20 
keine  Bedeutung  hat. 

Es  kann  sich  aber  darum  handeln,  zu  entscheiden,  ob  die 
Integrale  sich  einem  endlichen  Grenzwerthe  nähern,  wenn  z  oder  a 
feich  der  Null  nähert,  und  welches  der  Grenzwerth  sei. 


§  30,  (14). 
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Nun  zeigt  zunächst  der  letzte  Ausdruck  der  Gleichung  (8), 
dass  für  lim  •  z  =  0  ein  solcher  Grenzwerth  vorhanden  ist  —  denn 
seine  beiden  Summanden  sind  an  der  Stelle  z  =  0  stetig  —  und 
ergiebt  für  denselben  ohne  irgend  welche  Schwierigkeit  durch 
directe  Auswerthung  für  z  =  0: 

(13) /;.d.'= (=icy..-.  ,..a.=(-i)-.5:(ja_i), 

also,  wenn  man  in  den  beiden  letzten  Ausdrücken  noch  a  durch  z 
ersetzt,  u.  a.  auch: 

(14)     •  Jx'-Hx.äx=^^.(tz-\y 

Erwägt  man  ausserdem,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (9) 
sich  ebenfalls  dem  in  (13)  ermittelten  Grenzwerth  nähern  muss, 
und  dass  die  Gleichung  (9)  zu  dem  letzteren  noch  den  Summanden 

lim  •  —  tz 


z=0 


r! 


hinzufügt,  so  ergiebt  sich  —  weil  r=l  genommen  werden   darf 
—  die  ausserordentlich  wichtige  Gleichung: 

lim-zZz  =  0. 
z=0 

Dieselbe  wird  häufig  in  einer  etwas  veränderten  Form  gebraucht 
Versteht  man  nämlich  unter  p  irgend  eine  positive  Constante,  so 

wird  nach  der  Substitution  z  =  x   auch  x  ==  0  für  z  =  0,  während 


hervorgeht.     Daher  ist: 


zZz  =  p-x  Ix 


p> 


(15)  lim.x'Zx  =  0,     (p>0), 

x=0 

wo  nun  p  nicht  mehr  eine  ganze  Zahl  zu  sein  braucht,  sondern 
eine  ganz  beliebige  positive  Constante  ist. 

Substituirt  man  ferner  tz  = ,  z  =  e      ,  so  wächst    nach 

P 
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§  39,  L.  I  u  positiv  uneudlich,  wenn  z  unendlich  klein  ist,  und  es 

folgt  aus  der  identischen  Gleichung 

i_ 
^  p 


«                    p    u             1 
zZz  =  —  e       •-  = < 


p     -a| 
u  -e 


P  P 

in  Verbindung  mit  dem  Obigen  auch  die  Relation: 

p 

(16)  lim  •  X  e     =   lim   •     -  r=  0, 

bei  welcher  man  die  Bedingung,   dass   die  CoDstante  p>0  sei, 
offenbar  nicht  festzuhalten  braucht. 

Mit  Hülfe  des  Grenzwerthes  (15)  erlangt  man  schliesslich  aus 
(9)  noch  die  Gleichung: 

(17)  flx-dz'  =  j-^-f(z-x)'-hx.ix 

denn  der  Ausdruck 

z  — (z  —  a)     Za=  z      +z      (z  —  a)4-z      (z  —  a)   -j 

|-(z  —  a)        -aZa 

nähert  sich  nach  (15)  dem  Grenzwerthe  0,  wenn  a  als  unendlich 
klein  angenommen  wird. 

§  46. 

Beispiele  für  die  Differentiation  der  Functionen  von 

ExponentialfiiQCtionen  und  Logarithmen. 


b' 


L  ^3^=a''^b^^a■^b; 

dx 

denn  setzt  man  b  =u,  so  ist  nach  §  8: 

d*a         d •  a^   d.b*        u^i     ^^^t 

— r-   = -^ — ^ — =a  fca-D  ^b. 

dx  du       dx 
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II.      ^  =  x'(2x+l); 
dx 

denn  setzt  man  im  Exponenten  x  =  119  so  hat  man  nach  §  9: 

dx*       d-x*         „       du  „_-i   dx         x-,      ,     x 

dx         dx  dx  dx 


IIL 


d^x 
dx 


tx 


Jx-1 


2x'"-^2x; 


denn  setzt  man  Zx  =  u,  so  folgt: 

d-x'*         „  ^      du  u-i   dx         tx  «      1   ,   ^ 

-— =X    -ZX'^i hU-X  .-— mrX     •  Zx ^  Zx  •  X 

dx  dx  dx  X 


tx-l 


.1 


n— 1 


IV.      d-(Zx)  ^n(?x) 
dx  X 

V.     i:g£=(ur'  +  (Zx/4(2x). 


VI. 


dx 


4 


(x  -  a^  )"'■  (x— a^)"*.  (x— a,r-  •  •  C^— a„)"°| 

«.  ß.  «.  « 

X  —  &         X — a^        X — a.  X  —  a 

18  3  n 


VII     d4(a+yx)^  1 

dx  2(a+Vi)Vx 


VIII. 


d4(x4-Vl  +  x*)_       1 


dx 


IX. 


yi+x^ 

d4(x— a+V^*— 2ax+b) 


dx 


Vx*— 2ax  +  b 


X.       Man  bezeichnet: 


2x  =  Z  X, 

2  (tx)  =  l\  1) 

?{Z(Zx)}  — l!(2*x).--  l\, 


')  Es  bedeutet  also  die  Gleichung  u  =  &  x  so  viel,  wie 


X  =^  e 
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überh 

aupt: 

z(z" 

-'^) 

—  «""x. 

Durch 

Differentiation  ei 

'giebt  sich: 

d 

dx      ~ 

=  ft.- 

X'lX' 

r 

3               n 
•  t  X  ' '  •  V 

-1     > 

X 

denn  es  ist: 

< 

dx 

d-t"" 

1 
-X 

dx 

■1 

X 

1 
l        X 

dx 

Es  yerdient  noch  bemerkt  zu  werden,  dass  {  x  mit  x  zugleich 

1  2 

positiv  unendlich  wächst,  weil  l  x,  also  auch  Z  x,  u.  s.  w.  diese 
Eigenschaft  besitzt.  Und  zwar  geschieht  dies  nach  §  45,  (15)  in 
der  Weise,  dass 


.n 


lim  .   —1^      =0.    (p>0) 

^=  +  «'(f-'x) 
hervoi^eht. 


§  47. 

Beispiele  für  die  Integration  der  Functionen  von 
Exponentialfiinctionen  und  Logarithmen. 

Macht  man  e*  =  y,  x  =  2y;  e*=b,  a=Zb;  e*=u,  z  =  Zu; 
ttlso  e*dx  =  dy,  dx=  --,  so  ist 

(1)  /^(x,  e«)  dx  =Jm,j)  ^  ^ff^  dx 

eine  identische  Gleichung.  Die  in  ihr  ausgesprochene  Vorschrift, 
um  Integrale  von  Differentialen  mit  Exponentialfiinctionen  oder 
Logarithmen  aus  einander  abzuleiten,  führt  bei  ihrer  Anwendung 
auf  die  Resultate  des  §  45  zu  den  folgenden  Ausdrücken,  welche 
nur    noch  die   Verwandlung   erfahren   haben,   dass  c  für  Zc  und 

Worpitzky,  Differential-  u .  Integralrecbniing.  1 0 
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schliesslich  wieder  a  für  b,  z  für  u  geschrieben,  theilveise  auch 
r  um  1  erhöht  ist: 


I. 


p-( 


t-ldx 

X. 


cl-       C*U 


a/ 


4il 


=~^^->'[i+-rf +4]^+-+-\r-]  -w 


1 


I 


n. 


/ 


dx 


iL 


•  < 


1—2 


—  c 


8.-    .8 


H.£l^  +  «W  +  ...  +  c'(?.) 


11    '       21 


rl 


I  oder  (6). 


m. 


r.y(e*  — e")'  Vxdx 


(9)  u.  (10). 


ze"— a 


«T*     (^*    «*^ 

e   —  I  e  —  e  I 


1    jT-l)zf%       a\^       1    ^('—2)«/'««      ^» 


--.e 


(e«-e')'-|.e-«-(e--e')- 


r 


(«■-«■)' 


ze"  — a 


.r« 


IV. 


+(-l)-i{0«" 


I 

/e"xdx  =  U'(z-^), .(14) 


was  sich  durch  partielle  Integration  mit  Benutzung  von  §  45»  (16) 
ebenfalls  leicht  ergiebt. 
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V.     y(e«_e^pe^xdx^^.z-[n-l+^  +  ...  +  i],.(17) 


OD 


mit  dem  Special werthe,   welcher   für  z  =  0  bei   der  Substitution 
von  ( — x)  für  X  entsteht: 

VI.    /(l -  e-f -^-^xdx  =  l.[n-^  +  l+. ..  +  !]. 

0  • 

Andere  Integrale  ergeben  sich  ^urch  Inversion  der  Beispiele 
des  vorigen  §.  Unter  diesen  verdienen  besonders  die  folgenden 
der  Beachtung: 

VU  r(«i+«g)x  — («ia,H-«aai)  ^  ^ 

J  (x  — ai)(x-a,) 

=z{(x-a,f  (x-a,r)  +  C VI. 

VIII.  f  . ^1 =:?(x— a+yx'-2ax  +  b)  +  C-  -  •  IX. 


x+b 

u— 1 

•  •  •  •  X. 


(t"i)    .,___i(^..  / 1..\") 


.'ZxZxZxZx--Z      x  ^  y 


Die  letzte  Gleichung  ist  namentlich  deshalb  wichtig,  weil  sie, 
wenn  p=  —  ^  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet,  als  Resultat 
einen  endlichen  Werth 

^         / r+i^ T'  (P>ö) 

l    t  xlxt  ü-l      x[l  xj  p(Z  aj 

ergiebt,  während  das  Integral  IX  bei  einem  positiven  Werthe  von 
u  mit  seiner  oberen  Grenze  zugleich  unendlich  wächst,  und  ein 
Gleiches  auch  von  dem  für  ^  =  0  entstehenden  Integral 

VT  f  dx  n  +  1  n  +  1 

XL  1— — - — , =  Z      z  — Z      a 

j'ZxZxZx-.Z      xZx 

Rilt. 


')  Es  bedeutet  hier  und  später  Z°x=x. 

10' 
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Durch  partiolle  Integration  erhält  man: 

c'    .   Ic 


XII. 

X 


/c     ,              G        ic   rc 
— — -  dx  = 1  —  dx , 
.    /+'                nx"       n  J  x" 


XIII.  /*— ^,=  ^ —  +  -f-^; 

80  dass  man  das  n  schrittweise  um  1  vermindern  oder  auch  ver- 
mehren kann. 

Die  genauere  Beschäftigung  mit  den  beiden  letzten  Integralen, 
welche  übrigens  durch  die  zu  Anfang  dieses  §  angezeigte  Trans- 
formation in  einander  übergehn,  würde  uns  hier  zu  weit  fiihren. 
Es  werde  deshalb  nur  noch  angemerkt,  dass  die  im  Wesentlichen 
äquivalenten  Integrale 


/r"*^'  /fx"' 


zu  welchen  XII  und  XIII  bei  wiederholter  Anwendung  auf  sich 
selbst  bei  einem  ganzen  positiven  n  fuhren,  durch  die  sieben 
Rechnungsalien  in  geschlossenen  Ausdrücken  nicht  dargestellt 
werden  können  ^);  und  dass 


AIV.  I  „_i_i  —        —      r  n+i 


durch  die  Substitution  von  x"  =  y  hervorgeht.  —  Der  Ausnahme- 
fall dieser  Gleichung,  dass  m  =  0  sei,  ist  durch  X  u.  XI  erledigt 


§  48. 

0        18  n 1      /    n     \     '  *^ 

Graduirung  der  Function  g>(x,n,f)  =  t  xl  jlI  X'-l     x[l  x) 

für  ein  positiv  unendliches  x. 

Wir  wollen  durch  die  Bezeichnungen 
')  Vergl.  §  103. 
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hier  und  in  Zukunft  anzeigen,  dass 

lim .  -^  '  _-  cx> ,     hm  •   '^     '  =^  0 

sei.     Man  spricht  dies  so  aus,  dass  xOO  ^^^   niedrigerer 

Ordnung  unendlich  sei,  als  V'(^)- 

Für  den  absoluten  Werth  von  p  wollen  wir  das  Zeichen  cy, 

also 

GT  =  abs  •  p , 

gebrauchen. 

Nun  ist: 

9)(x,n,p)_     n    P 

q)  (X,  n,  0) 
also,  weil  l  x  zugleich  mit  x  unendlich  wächst  (§  40,  X): 

(1)  9)  (x,  n,  +  cy)  ^<p  (x,  n,  0)  ^  9)  (x,  n,  —  er). 

Beachten  wir  femer,  dass  nach  der  Definition  von  q) 

9)  (x,  n,  —  1)  =  9)  (x,  n  — 1, 0) 
ist,  und  dass 

l-f-or' 

y(x,n  +  l,gy')       (Z-Z^x)         __j_i-^"x_l 

nach  §  45,  (15)  für  ein  unendlich  grosses  ?  x  =  u  verschwindet, 
so  erhalten  wir  aus  (1)  die  Scala: 

(2)  9)(x,n,  +  «ar)  5-9)(x,n4-l,+  C7')  {-9)(x,n-f  1,  0) 

J>-9p(x,n  +  l-,  — cj")  5-9?(x,n,0).      {0<ct"<  1}. 

Hierin  ist  für  n  =  0  die  Scala  enthalten: 

(3)  x^+''  V^il^^"'  S-xZx  i-x(^x)'-'""  i^x,      {0  <ct"  <,  1} 
und  daher  für  n>>0  die  Scala: 

(4)  x'-^''^9)(x,n,  +  C7')  i-x. 

Diese  Betrachtungen  geben  den  Aulass  zu  folgendem 
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Lehrsatz. 

Bezeichnet  man 

i+p 

ZxZxZx---Z      X  I^Z  xj      =9)(x,n,p), 

wo  p  eine  Constante  bedeuten  soll,  deren  absoluter  Werth 
t3y  wenn  sie  negativ  ist,  die  1  nicht  übersteigt,  so  ist 
für  ein  unendlich  wachsendes  x,  wie  klein  das  m  auch 
angenommen  werden  mag: 

X        5"9)(x,n,p)  {-X. 

Im  Übrigen  erhält  man  eine  stetige  Folge  von  Functionen, 
welche  von  immer  höherer  Ordnung  unendlich  werden, 
wenn  man,  mit  9)(x,l, — l)  =  x  beginnend,  das  p  in  9)(x,l,p) 

iH-p 

=  x(Zx)  von  — 1  bis  0  wachsen  lässt,  dann  9)(x,  1,0) 
mit    9)(x,  2, — 1)    vertauscht,    welches    denselben   Werth 

fi      vl  +  P 

xZx  besitzt,  und  in  9?  (x,2,p)  =xZx(Z  x)  das  p  wieder 
von  — 1  bis  0  wachsen  lässt,  hierauf  in  gleicher  Weise 

mit  9)(x,3,p)  =  xZxZ  x\^Z  xj       verfährt,  u.s.  f. 

Setzt  man  in  den  obigen  Scalen  —  für  x  und  multiplicirt  mit 

x  ,  so  bleiben  die  sämmtlichen  Folgerungen  be«tehn,  nur  dass  das 
neue  x  sich  aus  dem  positiven  Gebiete  her  der  Null  nähert.  — 
Daher  der 

Zusatz. 

Für  ein  unendlich  abnehmendes  positives  x  ist 

x*~'^^x*.9)(x,  n,p){-x, 

wie  klein  man  auch  das  m  annehmen  mag;  und  es  bilden 
die  Functionen 

i+p 


•.^(i,o.p) =.■.(.•!)    =x-', 


5 


u.  s.  w. 
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■ 

eine  Reihe  von  Functionen,  welche  sich  sämmtlich  zu- 
gleich mit  X  dem  Grenzwerthe  Null  nähern,  unter  der 
Beschränkung  für  die  erste,  nämlich  für  x^~^  dass  in  ihr 
1 — p>0  sein  müsse. 

Im  Übrigen  nähert  sich  jede  von  ihnen  der  Null 
langsamer,  als  die  vorhergehende,  falls  der  absolute 
Werth  cjr  eines  negativen  p  die  1  nicht  erreicht.  P'ür 
p  =  —  1  verwandelt  sich  jede  von  diesen  Functionen  in 
einen  besondern  Fall  der  vorhergehenden: 


2 
X 


^t'  n»  ""V'^^*'^(x  '  ^'~^'  V 


Capitel  IX. 

Endlichkeit  der  Integrale  mit  unendlichem 

Integrationsintervall  oder  miendlichem  Differential; 

Ctonvergenz  unendlicher  Summen  und  Produote. 

§  49. 
Integrale  mit  uneDdlichem  Integrationsintervall. 

Es  sei  C  eine  positive  Constante,  und  9)(x)  eine  Function, 
von  welcher  man  weiss,  dass  C  •  9)  (x)  von  x  =  a  bis  x  ==  z  positive 
Werthe  besitzt,  welche  von  den  absoluten  Werthen  der  Function  f(x) 
in  diesem  Intervall  nicht  überschritten  werden.  Dann  folgt  aus 
dem  Begriff  des  bestimmten  Integrals  —  was  schon  einmal,  näm- 
lich in  §  20,  benutzt  wurde  —  dass 

C  •  fg)  (x)dx  ^  abs  -ffi^)  dx 

ist 

Bleibt  daher  das  Integral  auf  der  linken  Seite  dieser  Un- 
gleichung bei  unendlich  wachsendem  z  endlich,  so  thut  es  auch 
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die  rechte;  und  nähert  sich  die  linke  Seite  hierbei  einem  bestimm- 
ten Grenz werth,  so  muss  die  rechte  Seite  ebenfalls  diese  Eigen- 
schaft besitzen.  Um  die  zuletzt  ausgesprochene  Behauptung  zu 
erhärten,  widerlegen  wir  die  entgegenstehende  Hypothese,  dass  bei 
der  Zerlegung 

/V(x)dx^/V(x)dx+//(x)dx,     (a<u<z) 

z 

das  Integral  /'/*(x)dx,  welches  zu  dem  völlig  bestimmten  Werth 

u 

XL 

von  J  f{x)dx  hinzukommt,  seinem  absoluten  Betrage  nach  unter 

einen  von  ^Nuli  verschiedenen  Werth  e  nicht  herabzugehn  brauche, 
wie  gross  man  auch  das  u  annehmen  möge.  Diese  Hypothese  ist 
nämlich  deshalb  nicht  stichhaltig,  weil  nach  der  Voraussetzung 
das  u  gross  genug  angenommen  werden  kann,  um  den  Werth  von 


CO 


C  •  f  g)(x)dx,  welcher  >  abs  •  jf(x)dx  ist,  kleiner  als  £  zu  machen. 

Diitf  Voraussetzung,   dass  C-9)(x)>abs-/(x)  sei,   lässt   sich 

auch  so  aussprechen,  dass  der  Quotient  f(x):(p  (x)  endlich  bleibe, 

wenn  x  das  Intervall  (a,  z)  durchläuft,  und  diese  Eigenschaft  bei 

unendlich  wachsendem  z  behalte;   denn   es  lässt  sich  dann   stets 

eine  positive  Coustante  C  so  bestimmen,  dass  jener  Ungleichung 

Genüge  geschieht. 

Wir  setzen  jetzt 

/*(x)  =  9)(x).tp(x), 

und  machen  die  Voraussotzimg,  dass  bei  unendlich  wachsendem  z 
ein  endlicher  Werth  für 

9)  (x) 

bestehn  bleibe.    Dann  ist  nach  dem  Begriff  des  Int^rals: 

/V(x)dx=y./9,«dx. 

a  a 

WO  ?P  eine  zwischen  dem  grössten  und  dem  kleinsten  Werth  von 
V?(x)  im  Intervall  (a,  z)  liegende  Zahl  bedeutet.  —  Denn  die 
Summe,  deren  Grenzwerth  durch 
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Z 

y  ^(x)'ip(x)dx 

a 

bezeichnet  wird,  vergrössert  sich,  weil  9)(x)  nur  positive  Werthe 
hat,  wenn  man  tp(x)  in  jedem  Summanden  vergrössert,  mid  ver- 
kleinert sich  im  umgekehrten  Falle. 
Mithin  folgt,  dass  der  Quotient 


CO 


a  a 

einen  endlichen  Werth  hat,  welcher  zwischen  dem  grössten  und 
dem  kleinsten  Werth  von  tp  (x)  im  Intervall  (a,  oo)  liegt  und  daher, 
falls  tp  (oo)  eine  völlig  bestimmte  Grösse  ist,  dieser  desto  genauer 
gleichkommt,  je  grösser  a  angenommen  wurde. 

Setzen   wir   nun   ausserdem  noch  voraus,   dass  das  Integral 

Jq){z)äx  mit  z  zugleich  unendlich  wächst,  so  thut  dies  auch  das 

zweite  Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 

z  a  z 

Jq)  (x)  dx  =  J <P  (x)  dx  +  Jtp  (x)  dx,    (a <C u << z) j 

a  a  u 

während  das  erste  einen  endlichen  constanten  Werth  hat,  wie 
gross  auch  die  constante  Zahl  u  angenommen  sein  mag.  Und  es 
folgt  aus  der  Gleichung 

z  z 

ff  00  dx:J(p  (x)  dx 

a  n 

=  {//(x)dx-/V(x)dx|:|/V(x)dx-/V(x)dx| 


J/ 


/•(x)dx        //•(x)d 


\fq>(x)Ax       Jg)(x)dx 


iU 


q)(x)Ax 


fg){x)d: 


=  V, 


wenn  inan  in  ihr  das  z  unendlich  wachsen  lässt: 


OD 


00 


/"/■(x)  dx :  y  ^  (x)  dx  =  ?P, 
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wo  nun  V  im  Gegensatz  zu  oben  nicht  zwischen  ^(a)  und  y>{<x>)j  son- 
dern nur  zwischen  tp  (u)  und  rp  (oo)  eingeschlossen  ist.  Daher  ist  in 
diesem  Falle  ?P  mit  tp  (oo)  identisch;  denn  wollte  Jemand  annehmen, 
es  sei  5P  um  £  von  ^(oo)  verschieden,  so  könnte  man,  um  ihn  zu 
widerlegen,  das  u  so  gross  machen,  dass  abs  •  {ip(u)  —  ip(oo)} 
weniger  beträgt,  als  die  CJonstante  e. 

Macht  man  schliesslich  über  die  Function  ip(x)  die  Voraus- 
setzung, dass  sie  mit  x  zugleich  unendlich  wachse,  so  kann  man 
auf  eine  den  letzten  Betrachtungen  ganz  analoge  Weise  zeigen, 
dass  auch  V  unendlich  sein  müsse. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  ist  folgendes: 

Lehrsatz. 

Es  sei  9p(x)  eine  zwischen  den  Grenzen  x=a  und  x=z 
integrirbare  Function,  welche,  wenn  z  unendlich  wächst, 
schliesslich  ihr  Vorzeichen  bewahrt,  und  f(x)  irgend  eine 
zweite  Function  von  x.     Es  werde  ferner 

(^^      ^S  =  '''(^)'    /V«d^  =  *(z).    /V«dx  =  F(z) 

bezeichnet. 

Ist  dann  tp  (x)  im  Intervall  (a,z)  endlich  und  zugleich 
*  (z)  endlich,  so  gilt  ein  Gleiches  von  F(z);  und  wenn 
ausserdem  auch  tp(oo)  und  ^(oo)  endliche  Werthe  haben, 
so  besitzt  F  (oc)  ebenfalls  einen  solchen.  Derselbe  ist 
völlig  bestimmt,  falls  der  Werth  von  ^  (oo)  endlich  und 
derjenige  von  *(oo)  völlig  bestimmt  ist. 

Wächst  dagegen  d*(z)  bei  unendlich  wachsendem  z 
ebenfalls  unendlich,  so  ist 

1.         Ffz)         ,.  .  . 

hm-     ^  .  ;  =  lim-  tp(z); 

z=-oo       v/       z=oo 


(2) 


lim-    ^ =  lim-       ,  . 


m 
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Es  lässt  sich  also  in  diesem  Falle  der  Grenzwerth   des  > 

« 

Verhältnisses  der  Integrale  aus  demjenigen  der  Differen- 
tiale beurtheilen;  und  zwar  ist  er  dem  letzteren  gleich, 
falls  dieser  einen  völlig  bestimmten  Werth  y>{po)  hat,  oder 
mit  ihm  zugleich  unendlich  gross. 

Zum  Zwecke  der  Beurtheilung  der  Endlichkeit  oder 
des  unendlichen  Wachsens  eines  Integrals,  darf  man  im 
Differential  jeden  Factor  weglassen,  welcher  sich  einem 
von  Null  verschiedenen  Grenzwerthe  nähert. 

Ist  f(oc)  nicht  =0,  so  kann  F  (oo)  nicht  einen  be- 
stimmten endlichen  Werth  haben. 

Nimmt  man  für  tp  (x)  die  in  §  47  unter  IX,  X  und  XI  inte- 
grirte  und  im  vorigen  §  näher  untersuchte  Function^),  so  erhält 
man  den 

Zusatz. 

Giebt  das  Product 

(3)  l\t\l\l\'-'l'"\(t''x)      'f(x)  =  tp(x) 

bei  irgend  einer  Nummer  n  für  x  =  oc  einen  endlichen 
(bestimmten  oder  unbestimmten)  Werth  ip(oc),  so  ist  der 
Werth  des  Integrals 


//•(x)dx  =  F(oc) 


für  p>0  endlich  und  völlig  bestimmt,  für  p^O  aber, 
wenn  wenigstens  das  Vorzeichen  von  t^(oo)  bestimmt  ist, 
unendlich  gross;  und  zwar  ergiebt  sich  im  letztgedachten 
Falle: 

14)  lini.    l^^l  =  y^{oc),     (p  =  0), 

Z=oo    l        Z 


*)  Der  Beweis  dafür,  dass  es  keine  Function  <p  (x)  giebt,  welche  zur 
Abgrenzung  der  endlichen  und  unendlichen  Integralwerthe  F(oc)  in  obiger 
Weise  unter  allen  Umständen  ausreicht,  habe  ich  in  meiner  Schrift  ,,Ober 
die  Endlichkeit  bestimmter  Integrale  u.  s.  w."  1867  geliefert.  Die  hier  ge- 
wählt« Function  wird  Übrigens  von  keiner  (andern  an  Wirksamkeit  über- 
troffen, 
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(5) 


Um.    {t\)'F{z)^'^M,    (p<0). 


X> 


Wächst  tp{x)  unendlich,  so  behalten  die  Gleichungen 
(4)  und  (5)  ihre  Bedeutung  in  der  Gestalt: 


(4-) 


(5') 


F(z) 


lim  •       — r ; 

z=ao   l  zl  Z---1  zl      z- f{z) 


-p.F(z) 


1, 


^^-      -ö—l  n-l        a 

z=oc    l  zl  Z---1      z  l  z-f(z) 


^1 


Die  einfachsten  Formen  des  Kriteriums  (3)  sind: 


(6) 

(7) 
(8) 


J  +  P 


x{txf^'^f{x)  =  tp{x), 
xlx(llx)''^'''f{x)  =  ip(x). 


u.  s.  w. 


Die  Integrirbarkeit  der  Function  f(x)  in  dem  cnd 
liehen  Intervall  (a,z)  ist  oben  als  selbstverständlich  vor- 
ausgesetzt. 


Beispiele. 


I.     Das  Integral 


op        m— 1 


dx, 


(1+^^) 


m-l 


dessen  f(x)  = 


innerhalb  des  Integrationsintervalls  überall 


(l  +  x) 

endlich  imd  stetig  ist,  hat  einen  bestinmiten  endlichen  Worth,  so 
lange  (n  —  m)>0  angenommen  wird.  Denn  es  ergiebt  sich  bei 
der  Verwendung  der  Form  (6)  unseres  Kriteriums,  dass  positive 
Werthe  von  p  gefunden  werden  können,  für  welche  der  Ausdruck 

m-l 

tp(x)  =  x'+P.— 

""  (1+1) 


1 


(l  +  x)"       X— ^ 


1 
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sich  bei  unendlich  wachsendem  x  einem  endlichen  Grenzwerthe 
nähert  ,^ 

Man  findet  nämlich  ip(oo)=l  für  p  =  (n — m)  und  ^(oo)=0 
für  (n  —  m)  >  p  >  0. 

Ist  (n  —  m)  =  0,  so  folgt  für  p  =  0: 

lim  •  ^  (x)  =  lim  •  =^  1 . 

Daher  ei^iebt  sich  aus  (4): 


/ 


^ dx 

n 


so  dass  das  Integral  logarithmisch  unendlich  wächst. 

Ist   endlich   (n  —  m)  <C  0,   also   (m  —  n)  >  0,   so   wird   für 
p  =  (n  —  m)  ebenfalls  \p  (oo)  =  1  erhalten,  weshalb  nach  (5) 


1 

hm  •  ?                   -      : 

_m— B 

Z  — OO               z 

m — n 

00 

/ 


hoFTorgeht.  Das  Integral  wächst  daher  schliesslich  proportional 
der  Potenz  z"~". 

II.     Das  Integral 

^    dx 
1+x" 

0 

hat  einen  bestimmten  endlichen  Werth,  sobald  n  >*  1  ist  —  Denn 
es  ist  dann  für  jedes  zwischen  (n  —  1)  und  0  angenommene  p 
das  aus  (6)  berechnete 

x^"^^                     1               1 
lim  •  tf?  (x)  =  lim =  lim  •  —, — -. z =  0  • 

x=oo  ^-hx  X  — -1-1 

Für  n  ==  1  wächst  das  Integral  nach  (4)  proportional  dem  Loga- 
rithmus und  für  n  <;  1  nach  (5)  proportional  der  (1  —  n)^^  Potenz 
der  oberen  Grenze. 
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UL     Das  Integral 

/x'-^e-Mx 

1 

hat  einen  bestimmten  endlichen  Werth  ohne  alle  Einschränkung. 
Denn  die  Grösse 

^1+P   ^a-l^-»         ^ 


e^ 


nähert  sich  nach  §  45,  (16)  bei  unendlich  wachsendem  x  stets  der 
Null  als  Grenze. 


§  50. 

Integrale   von   Functionen,    welche    bei   einem   endlichen 
Werthe  der  Integrationsvariablen  unendlich  oder 

unbestimmt  werden. 

Substituirt  man  für  das  x  des  vorigen  § >  so  wird  y=c 

dy  ^^^ 

für  X  =  oo  und  dx  = — z  •    Daher  sind  die  dortigen  Resultate 

(c-y) 

hier  sofort  zu  verwenden,  um  die  in  §  20  schon  einmal  berührte 
Frage  vollständiger  zu  beantworten,  als  es  damals  geschehen  konnte. 
Wir  wollen,  weil  der  Satz  des  vorigen  §  in  seiner  allgemeinsten 
Gestalt  ein  geringeres  praktisches  Interesse  bietet,  als  in  der  Form 
des  Zusatzes,  nur  auf  diese  Rücksicht  nehmen,  dürfen  dann  aber 
nicht  ausser  Acht  lassen,  dass 


rC-- 


f{x)dx  =  ~-  -~dy=r;^(y)dy  , 

(c-y) 

hervorgeht,  wo  es  uns  auf  den  Werth  von 


Vi 

fx  (y)  dy 


ankommt    Wir  haben  demnach  in  (3) 

Ax)=(c-y)'-z(y) 

zu  substituiren  und 
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1+p 


^^^^      c— y    c— Y      c— y  c— y  \    c— y/        ^       jj  a,\jj 


zu  setzen,   wo  noch   der  erste  und  der  yorletzte  Factor  in  den 

einen  (c — y)       zusammengezogen  werden  können. 

Schreiben   wir   endlich  x  für  y  und  /*  für  ;[,   so   lautet  das 
Resultat: 

Lehrsatz. 

Besitzt  das  Product 

(1)  i\c-.) .  t^  A. .  j^i_ . . .  r '^^ .  {f  ,4i)"-V« = ^« 

bei  irgend  einer  Nummer  n  einen  bestimmten  endlichen 

Grenzwerth  lim-  ^(x)  =  ip(c)^),  so  ist  der  Werth  von 

x=c 

lim.  ff(x)dx  =  Jf(x)Ax 

für  p>0  endlich  und  völlig  bestimmt,  für  p^O  aber  un- 
endlich gross;  und  zwar  ergiebt  sich  im  letzteren  Falle: 

ff(x)  dx 

(2)  \ira.^-^--  =  tp(c),    (p  =  0), 

z=c  l      i_ 

c  —  z 

/V(x)dx 

(3)  lim.J^ -p  =  ?S^'     (P<0)- 

z=c  '        "    ' 


(•■— ) 

\    c — z/ 


Nähert  sich  tp(x)  bei  der  unendlichen  Annäherung 
von  X  an  c  nicht  einem  bestimmten  Grenzwerth,  ohne 
jedoch    das    endliche   Gebiet')    zu   verlassen,    so   besitzt 

^)  Damit  i^(c)  hierbei  von  Null  verschieden  sei,  muss  f(x)  hei  der 
Annäherung  von  x  an  c  generell  unendlich  wachsen,  weil  der  andere  Factor 
.der  linken  Seite  in  (1)  nach  §  48  unendlich  klein  ist. 

*)  ein  durch  conatante  Werthe  begrenztes  Gebiet. 
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das  Integral    ff(x)dx  bei   der   unendlichen  Annäherung 

a 

von  z  an  c  für  p*;>0  ebenfalls  einen  bestimmten  endlichen 
Grenzwerth  und  ist  für  p<0,  wenn  wenigstens  das  Vor- 
zeichen von  tp  (c)  bestimmt  ist,  in  der  Weise  unendlich, 
wie  es  die  Relationen  (2)  und  (3)  anzeigen,  wenn  man 
unter  ip(c)  eine  im  Endlichen  unbestimmte  Grösse  ver- 
steht.    Diese   Relationen   gelten   auch   dann   noch,    wenn 

lim  •  ^(z)  =  csoist. 
z==c 

Die  einfachsten  Formen  des  Kriteriums  (1)  sind: 

(4)  (c-x)'-"./(x)  =  ^(x),^) 

(5)  (c_x)(2^i-J      ./•W  =  VW. 

(6)  («-'^)«^(««^J     V«  =  V(x), 

U.  8.  W. 

Nimmt  x  im  Intervall  (a,c)  von  x  =  a  bis  x  =  c  ab,  so 
muss  man  oben  überall  (x  —  c)  für  (c  —  x)  setzen.  (Denn 
es  soll  f(x)  durch  (1)  mit  einer  positiven  Function  verglichen 
werden.) 

Jeden  Factor  in  /"(x),  welcher  sich  einem  von  Null 
verschiedenen  endlichen  Grenzwerthe  nähert,  darf  man 
bei  der  Untersuchung  über  die  Endlichkeit  oder  Unend- 
lichkeit des  Grenzwerthes  des  Integrals  weglassen,  so 
wie  auch  einen  solchen  hinzufügen. 


')  Für  n=^0  gilt  nämlich  der  Ausdruck  (1),  wie  seine  Ableitung  zeigt, 
zunächst  in  der  Form 


i+P  ,  /    1    >'-^P 

I  -(C— X)      f(x)=r(-J— 

C  —  X/  VC— x> 

was  in  (4)  das  negative  Vorzeichen  vor  p  bewirkt.    (Vergl.  §  48.) 


(l  \       .  (C--X)   /•(x)=^  (->-)   ^   .  (c-x^  nx\ 
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Beispiele. 

I.     In  §  48,  I  haben  wir  gesehn,  dass  das  Integral 


/ 


SP         m— 1 


(1+^) 


in  Folge  der  Unendlichkeit  des  Integrationsintervalls  nur  dann 
einen  bestimmten  endlichen  Werth  besitzt,  wenn  n  —  m>0  ist. 
Mit  welchen  Vorzeichen  im  Übrigen  m  und  n  einzeln  behaftet 
sein   mögen,  blieb  gleichgültig. 

Nun  ist  aber  hier  die  untere  Grenze  des  Integrals  =0,  wes- 
halb das  Differential  bei  ihr  unendlich  wird,  wenn  (m — 1)  einen 
negativen  Werth  hat.  Jedoch  hat  das  Integral  nach  (4)  dennoch 
einen  bestimmten  endlichen  Werth,  sobald 

m  —  1  m  —  p 

1^(0)  =  lim.  x'-P.-^ =lim.   — 

x=0  (l  +  x)""      x=0  (l  +  x)*" 

für  irgend  ein  die  Null  übertreffendes  p  endlich  und  bestimmt  ist. 

Für  p  =  m  ist  jederzeit  lim  •  tp(x)  =  l. 

x=0 

Daher  ist  der  Werth  unseres  Integrals  bei  der  unteren  Grenze 
endlich  und  bestimmt  für  m>0,  logarithmisch  unendlich  für 
m  =  0  (nach  (2))  und  unendlich,  wie  eine  Potenz,  für  m<lO 
(nach  (3)). 

Das  Integral  hat  demnach  trotz  seiner  beiden  kritischen  Gren- 
zen dann,  aber  auch  nur  dann,  einen  bestimmten  endlichen  Werth, 

wenn 

n>-m  >0 
ist. 

II.     Von  Legendre^)  ist 

1  _. 

Jx'^-'il-Tif      dx  =  (m,n) 

0 

bezeichnet  und  als  Eulersches^)  Integral  erster  Gattung 
benannt  worden. 


«)  Legendre,  1752—1833. 
2)  Euler,  1707—1783. 

Yfvrpitzky ^  Differential-  n.  Integralrechnaog.  11 
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Nach  der  im  obigen  Lehrsatz  zuletzt  ausgesprochenen  Be- 
merkung ist  das  Integral  bei  der  unteren  Grenze  endlich  oder 
unendlich,  wie 


/.»-a,=  L[,- 


m 
X 


und  bei  der  oberen,  wie 


z 

/ 


a-x)"-'dx=^ 


i-(i-x) 


Daher  hat  das  Eulersche  Integral  erster  Gattung  nur 
für  m>0  und  n>0  endliche  völlig  bestimmte  Werthe. 

III.  Als  Eulersches  Integral  zweiter  Gattung  bezeidi- 
net  Legendre 


1        ^-1 


f{i\)  "dx=r(,). 

0 

Um  zu  sehn,  wie  sich  das  Integral  bei  seiner  unteren  Grenze  ver- 
hält, bilden  wir  nach  Anleitung  von  (5): 

Dieser  Ausdruck  hat  nach  §  45,  (15)  die  Null  zum  Grenzwerth, 
sobald  p  +  i^  >  0  genommen  wird.  Dies  ist  bei  jedem  Werthe 
von  II  möglich.  Also  hindert  die  untere  Grenze  0  des  Integrals 
seine  endliche  Bestimmtheit  in  keinem  Falle. 

Um  das  Verhalten  des  Integrals   bei   seiner   oberen   Grenze 

zu  beurtheilen,  fugen  wir  zu  dem  Differentiale  den  Factor  ( ) 

hinzu,  was  nach  unserm  Lehrsatz  geschehn  darf,  weil  der  Grenz— 
werth  ( —  1)  dieses  Factors  endlich  bestimmt  und  von  Null  ver- 
schieden ist.    Es  handelt  sich  dann  um  das  Verhalten  der  Function 

oder  der  Function 
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M''(^-n-  <"="> 


an  der  Stelle  x=l:  Es  ißt  n=0,  lim-  l  x  =  —  oc. 

x=l 

Daher  hat  das  Eulersche  Integral  zweiter  Gattung 
dann,  aber  auch  nur  dann,  einen  bestimmten  endlichen 
Werth,  wenn  ^>0  ist. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  durch  Einführung  von  l-  =  \x  als 

X 

neue  Integrationsvariable  die  Form 


r(^)=y^u'*-Vdu 


für  unser  Integral  gewonnen  wird.  Die  obere  Grenze  ist  schon 
im  vorigen  §  unter  III  beurtheilt.  Bei  der  Betrachtung  der 
unteren  darf  e~^  weggelassen  werden. 

§  51. 
Integrale  von  unbestimmtem  Werthe.    Der  Hauptwerth. 

Liegt  innerhalb  des  Integrationsintervalles  (a,z)  des  Integrals 

K 

jf{x)dx  eine  Stelle  x  =  c  von  der  Beschaffenheit,  dass  entweder 

a 

die  beiden  Integrale 


C — U  f 


//•(x)dx,     //•(x)dx, 


c-f-v  « 


oder  das  eine  von  ihnen,  aufhören,  bei  einem  unendlich  kleinen  s 
und  Constanten  Werthen  von  /i  und  v  einen  bestimmten  endlichen 
Grenzwerth  zu  besitzen,  so  kann 

/V(x)  dx  -^  Um  .  [J7(x)  dx  +  /V(x)  dxj , 

je  nach  den  besonderen  Eigenthümlichkeiten  von  f(x),  endlich  und 

bestimmt,  oder  auch  unbestimmt  oder  unendlich  sein. 

11* 
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In  eiuigen  Fällen  erhält  man  einen  bestimmten  endlichen 
.  Grenzwerth,  welcher  von  den  willkürlichen  Constanten  fi  und  v  ab- 
hängt Macht  man  in  ihm  (i  =  v,  so  ergiebt  sich  das,  was  Cauchy 
das  Hauptintegral  (integrale  prindpale)  oder  den  Hauptwerth 
(valeur  principale)  des  Integrals  nennt. 

Z.  B.  ist  nach  §  44,  (7): 


also: 


—  1  4-re 

Fix    ;dx_        i_^^ 

J     X         J     X  ^         ve  V 


—  1  H-v« 

Will  man  daher  die  Bezeichnung 

lim 


B 


to\n-r-rJ 


zur  Anwendung  bringen,   so   ist  der  Werth  l  -  dieses  Integrals 

völlig  willkürlich,  je  nach  der  Wahl  von  (£  und  i^,  der  Haupt- 
werth  aber  =  Z  l  =  0. 

In  analoger  Weise  ergiebt  sich: 

rdx         fdx  _  J_/  1 1^\ 

•'     X        ,''    X  2f.    ^r  u  ^ 

-f-1 
so  dass  der  Hauptwerth  des  Integrals  /    -^^  =0  ist,  während   es 

*'     X 

für  jedes  von  (i  verschiedene  v  unendlich  ist. 

Man  erkennt  übrigens  leicht,  dass  bei  diesem  Gegenstande 
häufig  —  wie  in  den  obigen  Beispielen  —  eine  gewaltsame 
Dehnung  des  Begriffs  des  Integrals  vorliegt,  weshalb  dieselben 
genügen  mögen,  darauf  aufmerksam  zu  machen. 

Etwas  Anderes  ist  es,  wenn  das  Integral  verschiedene  Grenz- 
werthe  erlangt,  sobald  sich  nach  verschiedenen  Gesetzen  der  Ver- 
änderung  die   Grösse   des   Integrationsintervalls   einem   endlichen 


Grenzwertlie  nähert  otler  uiiciiHlii^h  wuchst.    VeraiiBchaulicht  man 

rten  Verlauf  seither  Integrale  y=  j"  f(u)äu  dadurch,  dass  man 

X  und  y  iJs  Coordiiiatcn  einer  ebenen  Curve  verzeichnet,  so  stellt 
sich  die  letztere  als  eine  wellenförmige  Linie  dar,  bei  welcher  die 
Höhendifferenz  der  Bergkuppen  und  Tbiiltwhlcn  nicht  unter  einen 
endlichen  Werth  herabsteigt, 
während  die  Anzahl  derselben 
bei  der  unendlichen  Annähe- 
rung  von  X  an  c  oder  beim 
unendlichen   Wachsen   von   x 
ebenfalls    unendlich    wächst. 
Wir  werden  später  solche  In- 
tegrale  analytisch  darstellen. 
Für    den   Augenbhck    genügt 
OS,       sich     die     Anschauung 
davon    zu    verschaffet],    dass 
man    die    Wellenhnie    durch 

eine  andere  Linie  schneiden  kann,  deren  Ordinalen  sich  einer  in 
einem  gewissen  Spielraum    beliebigen  UrÜsso  als  Grenze   nähern, 

und  dass  dann  diese  Grösse  auch  der  Grenzwerth  von  y^  r/"(u)du 

sein  wird,  wenn  man  für  x  die  Abscissen  der  auf  einander  folgen- 
den Schnittpunkte  setzt.  Bei  einer  andern  schneidenden  Linie 
erhält  man  einen  andern  Grenzwerth. 


§  52. 

Die  CoDvergenz  unendlicher  Reihen  mit  beliebig  positiven 

und  negativen  Gliedern. 

Die  Anwendung  des  Taylorschen  Satzes  auf  die  Entwickeluiig 
von  (1  +  x)  ,  e  ,  Z  (1  -f  x)  ergab  Summen,  welche  sicli  bei  unend- 
lich wachsender  Summanden  zahl  diesen  Functionen  als  ihren 
Grenzwerthen  nahem.  Wir  erkannten  die  Existenz  und  die  Grosso 
des  Grenzwerthes  durch  die  Beurtheilung  des  Restes  der  Enfr- 
wickeluDg. 
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.  Nun  kann  es  aber  vorkommen,  dass  uns  eine  Reihe  ohne  das 
Restglied  gegeben 5  und  die  Aufgabe  gestellt  wird,  die  Existenz 
dos  Grenzworthes  der  Reihensumme  nebst  gewissen  Eigenschafben 
desselben  bezüglich  einer  in  den  Gliedern  vorhandenen  Variabein 
zu  ermitteln.  Diese  Aufgabe  ist  in  ihrem  ersten  Theil  im  Wesent- 
lichen mit  dem  in  §  49  behandelten  Gegenstande  identisch,  wie 
sich  sogleich  zeigen  wird. 

Definition. 

Unter  einer  unendlichen  Reihe  versteht  man  eine 
solche,  deren  Grliederanzahl  unendlich  wächst. 

Eine  Reihe,  deren  Summe  bei  unendlich  wachsender 
Gliederanzahl  sich  einem  bestimmten  endlichen  Grenz- 
werthe  nähert,  heisst  convergent.     Man  schreibt 

s  =  t  +t  +t„4-t  H — 

für 

s  =  lim  .   (t   +  t   -f- 1   +  t   -f h  t  } 

r=oc 

'so  dass  die  Punkte   am  Ende  des   ersten  Ausdrucks    die 

umständlichere  Angabe  lim  •  sammt  dem  Gliede  -f-t^   des 

r=oo 

zweiten  Ausdrucks  ersetzen. 

Existirt  ein  solcher  Grenzwerth  nicht,  so  heisst  die 
unendliche  Reihe  dirergent.  Hierbei  unterscheidet  man 
oft  noch  den  Fall,  dass  die  Reihensumme  bei  unendlicher 
Vermehrung  der  Summandenzahl  zwischen  endlichen 
Grenzen  hin  und  her  schwankt,  als  das  OsciUiren  der  Reihe. 

Eine  Summe 

r  1      '       2     '       3     '  '       r 

lässt  sich  auffassen  als  ein  bestimmtes  Integral 

r 

s,=//'(x)dx, 

0 

bei  welchem  die  Function  f{x)  sich  sprungweise  von  einem  Gliede 
t„  ,  zum  nächsten  t  ändert,  sobald  x  den  Werth  des  Index  m 
erreicht  hat;  denn  es  ist  wegen  der  Constanz  des  Werthes  von 
f{x)  =  i^  im  Intervall  (m— 1,  m); 
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11  2  2 

//•(x)  dx  -  /t^  dx  ^  t^ ,      //(x)  (^X  =/t,  dx  -- 1,  , . .  . , 

<»  Ü  1  I  " 

r  r 

//•(x)dx=/t^dx^t,; 

r-1  r— 1 

und  daher: 

/V(x)dx=//-(x)dx  +  //-(x)dx -(-...  t-/V(x)dx 

0  0  1  r— 1 

=  t  +t  +*•••  + 1 

1  's  '  '        r  • 

Mithin  unterliegt  die  Convergenz  der  unendhehen  Reihen  den 
in  §  49  besprochenen  Bedingungen  für  einen  bestimmten  endlichen 
Grenz werth  der  Integrale  mit  unendlichem  Integrationsintervall; 
und  es  ergiebt  sich  der 


Lehrsatz. 

Die  Reihensumme 

s  =t  4- 1  -f  t  -4  t  H i-t 

convergirt  zu  einem  endlichen  völlig  bestimmten  Grenz- 
werih,  sobald  das  Product 

1  i-p 
(1)  l\'l\'l\  •..  Z"~^r(?°r)        .t^=ip(r) 

bei  irgend  einer  Nummer  n  und  einenl  positiven  p  einen 
endlichen  bestimmten  oder  unbestimmten  Werth  ^>(po) 
ergiebt 

Hat  V^(oc)  dagegen  bei  einem  p,  welches  <0  ist,  einen 
bestimmten  Werth,  oder  wächst  tp(r)  bei  einem  solchen  p 
unendlich,  so  divergirt  die  Reihe  in  der  Weise,  dass 

s 
lim  .    ^-^  .  =  y){^), 

r=oc  l       Y 

(^) :  ^ 

lim-  -~~r  ="'"•  >  -1     -i  -n+r  7=1'  (P=«) 

r=ocip(r)Z       r      r=oc?  rt  r-'l  rl      r-t^ 


(3) 
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lir^..^^==fM 


^=^  (l\) 


lim- ^ — =lim-  -r — .-- \ =1  (p<^0) 

—  p  0        1  n  —  1        n  »  VI    ^>    / 


'■=^tp(r)(2"r)        r=oolrtr--t      r?  r-t, 

hervorgeht. 

Die  einfachsten  Formen  des  Ausdruckes  (1)  sind: 

(4)  r'  +  ''.t,=  ^(r), 

(5)  r(Zr)'^'.t,=^,p(r), 

(6)  rZr(nr)'^'.t,  =  f(r), 

U.  8.  W. 

ist  nicht  lim  •  rt^  =  0,  so  kann  die  Reihe  mit  beliebig 
r=oo 
positiven  und  negativen  Gliedern  nicht  convergiren.  ^) 

Sind  die  Glieder  einer  convergenten  Reihe  von  einer 
gewissen  Nummer  an  sämmtlich  mit  einerlei  Vorzeichen 
versehn  und  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht  kleiner 
als  diejenigen  einer  zweiten  Reihe,  so  convergirt  die  letz- 
tere ebenfalls. 

Bei  der  Mehrzahl  derjenigen  Reihen,  welche  zur  Betrachtung 
zu  kommen  pflegen,  reicht  die  Form  (4)  oder  höchstens  (5)  zur 
Beurtheilung  der  Convergenz  aus.  Übrigens  greifen  die  obigen 
Formeln  sämmtlich  auf  das  zuletzt  noch  einmal  in  Worte  gefasste 
Kriterium  über  die  Vergleichung  einer  Reihe  mit  einer  andern 
zurück,  welches  im  Wesentlichen  auch  die  Grundlage  unserer 
Untersuchung  in  §  49  bildete;  sie  verlangen  sämmtlich,  dass  man 
einige  Reihen  im  Gedächtniss  behält,  von  denen  man  erkannt  hat, 
dass  sie  convergiren. 

Als  besonders  fruchtbar  in  dieser  Beziehung  zeigt  sich  auch 
die  oben  nicht  direct  aufgeführte  geometrische  Reihe,  bei  welcher 
man  noch  den  Yortheil  geniesst,  dass  man  ihre  Summe 

a-f  aq  +  aq  -| |-aq      =- — q 


')  Penn  dann  kann  der  Qrcnzwerth  von  t/;  (r)  in  (1)  nicht  endlich  sein. 
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von  den  Elementen  her  kennt;  man  schliesst  aus  dem  Verschwinden 
von  lim  •  q'  für  abs  •  q  <  1   ohne   Weiteres,  dass  die  Reihen- 

snmme 

^  rf-  a-q  +  aq*+  aq'-j für  —  1  <!  q  <  +  1 

zu  einem  Grenzwerthe  :j convergirt      Übrigens    ist    dieses 

Resultat  auch  schon  bei  dem  binomischen  Satz  gewonnen  (§39(13)), 
so  wie  es  sich  leicht  aus  (4)  ergiebt,  wenn  man  dort  t^  =  aq' 
einfuhrt.    Es  wird  nämlich  auf  dem  letzten  Wege 

y(r)  =  r'+^aq'=a.r'-^Fe''^ 

erhalten,  so  dass  nach  §  45,  (15)  tp  (oc)  nur  dann  einen  endlichen 
Werth  hat,  wenn  Zq<CO,  q<Cl  ist. 

Durch  eine  analoge  Schlussweise  oder  einfacher  durch  die 
Vergleichung  der  Glieder  mit  denjenigen  der  geometrischen  Reihe 
überzeugt  man  sich  u.  a.  von  der  Convergenz  der  folgenden  Reihen 
fiir  q<  1: 

6  (Oj  =  1  —  2q  +  2q*—  ^q^  2q^^ » 


2b  4!» 


e   r0)  =  2q*  +  2q'  +  2q*  +  2q^  +  ...» 


16   , 

— ♦—  ...» 


6^  (0)  =r  1  +  2q  +  2q*+  2q'+  2q 

welche  zur  Berechnung  besonderer  Werthe  der  sogenannten  Theta- 
functionen  dienen.     Auch  kann  man  die  Convergenz  der  Reihen, 

in  welche  (1  +  x)  und  Z(l+x)  im  vorigen  Capitel  entwickelt 
wnd,  für  abs  •  x  <!  1  und  die  unbeschränkte  Convergenz  der  Reihen- 
entwickelung von  e*  durch  Vergleichung  mit  der  convergenten 
geometrischen  Reihe  ziemlich  leicht  beweisen. 

Bei  Reihen,  welche  langsamer  convergiren,  als  die  geometrische, 
führt  oft  die  Vergleichung  mit  der  folgenden  zum  Zweck: 

i       4._1       _L     1_4_       1       _L... 

1  2  o  4- 

Dieselbe  convergirt,  wenn  m>>0  ist,  und  divergirt,  wenn 


111  <;0  ist  —  Denn  substituirt  man  in  (4)  t^  =  >  so  ergiebt  sich: 


1 

i 

r 
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r 

d.  i.:  tp(r)  =  1  für  p  =  m.  Unsere  Reihe  ist  also  genau  diejenige, 
welche  die  Formel  (4)  zur  Vergleichung  stellt.  Ausserdem  ergeben 
die  Relationen  (2)  und  (3),  wenn  man 

-^4--^  +  -^  +  ...  +  -i-  =  8^"^ 

bezeichnet^  dass 

(0)  (m) 

lim  •  .^  =  1 ,      lim  .-'-=- 
^      -^^r  t.     ^r"        m 

ist. 

—  Die  Divergenz  der  Reihensummen  s^^"^  für    m  <  0    folgt 

übrigens  schon  daraus,  dass  bei  ihnen  lim-  rtj  =  lim-  r"  nicht 

r=oo  r=oo 

=  0  ist. 

Um  noch  an  einem  andern  Beispiel  die  Wirksamkeit  des 
oben  aufgestellten  Convergenzkriteriums  zu  illustriren,  wählen  wir 
die  Reihensunmie 

-^ + 

(k+2)/ 
deren  allgemeines  Glied  die  Form 

hat.  Es  ergiebt  sich  ein  bestimmter  endlicher  Grenzwerth 
für  jedes  x*,  bei  welchem  die  sämmtlichen  Glieder  einen 
Sinn  haben,  d.  i.  für  jedes  x  ,  welches  nicht  zur  Reihe 

k*,  (k  +  l)*.  (k  +  2)*,  (k+3)*,... 
gehört  —  Denn  die  Fotmel  (4)  liefert,  wenn  man  p  — -  +  1  setzt: 

v,(r)=rM.(i-^;j=rj(i-;;;n, 


•  ■  j 
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ab)  nach  §  40,  (3): 


lim- ip(r)  ~Z-|e    *l-__2x*; 
r=oo  (        j 


und  dies  ist  eine  bestimmte  endliche  Grösse. 


§  53. 

I 

Andere  Formen  des  Convergenzkriteriums.    Potenzreihen. 

Bezeichnet  man  die  absoluten  Werthe  der  Glieder 

\'   \'   ^3 »    t^ »  •   • »  t^ ,  . . . 
beziehmigsweise  mit 

-i  3  4  r 

^1  >    ^2  '    ^3  '     ^4 '    •  •  •  '    ^r  »    •  •  •  » 

SO  oonTergirt  die  Summe  der  ersteren  nach  dem  Lehrsatz  des 
vorigen  §  zugleich  mit  der  Summe  der  letzteren;  und  diese  con- 
vergirt,  wenn  ihre  Glieder  von  einer  gewissen  Stolle  an  kleiner 
sind,  als  die  entsprechenden  Glieder  einer  convergonten  geome- 
trischen Reihe 

1         S         S         4  •        r 

q  j  q  5  q  j  q  ?  •••>  q»  ■■• 
Hieraus  folgt  der 

Lehrsatz  L 

Besteht  von  einer  gewisseu  Nummer  r  an  die  Scala 

1  >  q  >  y'äbsTF, 
indem  q  eine  Constante  bedeutet,  so  ist  die  Summe 

t   -f- 1  -\-  t  -\- 1  -j-  •  •  • 
convergent. 

Hierbei  kann  sich  t  =yabs-tj  einem  Grenzwerthe  nähern, 
oder  auch  nicht.  —  Sollte  derselbe  =  1  sein  (wie  z.  B.  bei 
der  im   vorigen   §  behandelten  Reihe,    deren  allgemeines   Glied 

t=r-^'+"Ue-^'^"*^*Mst  und  daa  r^e-^'+'^^T  ergiebt),  so 
lässt  sich  unser  Satz  nicht  mehr  verwenden,  weil  eben  keine  Con- 
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stante  q  existirt,  welche  der  Scala  1  >>  q  >>  r^  für  beliebig  grosse  r 

genügt.     In  der  That  divergirt  ja  auch  die  Reihe,  an  welche  hier 

so  eben  erinnert  wurde,  für  m  <  Ö ,  während  sie  für  m  >>  0  cou- 

vergirt,  obgleich  bei  ihr  für  jedes  m  wegen  der  Relation  §  45,  (15) 

lim  •  r^  =  1  ist. 
r=3o 

Zuweilen  macht  sich  die  Beurtheilung  der  Convergenz  bequem 

aus  dem  Quotienten  t      :  t^ .    Ist  nämlich  von  irgend  einer  Nummer 

r  an 

t  .   • 
abs  •  -^     <1  q  >    ahs  •  t^^j  <<  abs  •  q  t^  > 

r 

WO  q  wieder  eine  Constante  bedeuten  soll,  so  ist: 

abs  •  t  , .  <  abs  •  q  t  ,     abs  •  t  , ,  <"  abs  •  q  t  ,  u.  s.  w. 
Also  sind  die  Glieder  der  Reihe 

*r'    ^+1'    ^+2'    *r+3'   *   *    ' 

ihrem  absoluten  Botrage  nach  kleiner  als  diejenigen  der  Reihe 

t^,  t^-q,  t^-q^  t^-q  ,  ... 

Und  da  die  letztere  für  q  <C  1  convergirt,  so  folgt  der 

Lehrsatz  IL 

Die  Reihensumme 

convergirt,  wenn  von  irgend  einer  Nummer  r  an  stets 

ab8--^-'<q<l 

r 

ist,  wo  q  eine  Constante  bedeutet. 

Bei  denjenigen  Reihen,  welche  nach  den  steigenden  ganzen 
Potenzen  einer  Zahl  fortschreiten,  den  sogenaimten  „Potenz- 
reihen": 

%+  ^  ^'+  %  ^^+  a^j  x^  + . . . » 
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hat  man,  weil  das  allgemeine  Glied  t=a  x'  ist: 

t  a 

V'abs-t   =-fx-v'abs-a,     -^=  '-^-x. 

r  r 

Bleibt  also  einer  von  den  Ausdrücken 

'        a 

r 

bei  uneudlich  wachsendem  r  endlich,  so  couvergirt  die  Potenzreihe 
nach  den  obigen  Sätzen  für  jedes  x,  welches  klein  genug  ist,  um 
mit  jenem    Ausdruck    zusammen    ein    die    1    nicht    erreichendes 
Product  zu  geben. 
Daher  gilt  der 

Lehrsatz  IIL 

Bleibt  bei  unendlich  wachsendem  r  einer  von  den 
Ausdrücken 

y  abs  •  a^ ,    abs  •  -^ 

a 

r 

kleiner  als  eine  bestimmte  endliche  Zahl  a  —  sei  es, 
dass  er  sich  einem  Grenzwerthe  nähert,  oder  nicht  —  so 
convergirt  die  Potenzreihe 

a^+a  x+ax+axH 

0  '      1         '      «         's         ' 

für  jedes   x,    welches    seinem    absoluten   Betrage    nach 

<     ist. 
a 

Gegenüber  einer  grösseren  Anzahl  von  sonst  vorzüglichen  Werken, 
iii  welchen  mittelst  eines  übersehenen  Fehlschlusses  die  Identität 
der  Grenzwerthe  beider  fraglichen  Ausdrücke  deducirt  wird,  dürfte 
die  Widerlegung  des  Irrthums  eine  gewisse  Wichtigkeit  besitzen. 

Wir  wollen  deshalb  die  Bedingung  feststellen,  unter  welcher 
die  Identität  stattfindet,  und  einige  Beispiele  für  das  Gegen theil 
beibringen. 

Zu  dem  Zwecke  werde 

■V'äbs-a^  =  a(l  +  — V    abs-a  =«'Yl  + -^') 
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bezeichnet,  wo,  weil  a  den  Grenzwerth  von  Vabs  •  a^  bedeuten  soll, 

6 

über  £    nur  vorausgesetzt  wird,  dass  lim-  —  =:0  sei. 
'  r 

Dann  folgt: 


6 

r=oc 


*-•-  ^      '    -  +  1/  ,:._    .u-    »r+i        _    .:_     >+»-•' 


abs  •  ^^  =^  a — >     lim  •  abs  •  -^  =  a  •  lim  •  e 


a  /         c  v'  a 


T a  , , 

Mithin  besitzen  die  Ausdrücke  yabs*a   und  abs-  -^^  dann, 

'  a 

r 

aber  auch  nur   dann,   einen   gleichen  Grenzwerth,    wenn 

lim-  (s  L, —  £)  =  0  ist. 
r=^x) 

Dies  braucht  aber  durchaus  nicht  der  Fall  zu  sein. 
Denn  hat  man  z.  B.  die  Reihe 

(1)  {t+\).'+{i-i)\'+{i+i)\'+{i-ip^ .... 


in  welcher 

r 
T  " 


\=\^-^---]'     ^= -(-!)■ 


ist,  so  ergiebt  sich 


r  ,.  r. 


f,+,  —  <  =  2(— 1)  ;     a  =  lim- V'a,  =  l, 

r=oo 

während 

«■+,_i     ■•+1 


a  /  r  * 


1  — 


(-1) 


ist  und  daher  für  grade  und  ungrade  Nummern  r  die  verschie- 
denen Grenzwertho 
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1-  8rH-l  +2  T  2r  —2 

hm  •  -  "^  =  e^  j       hm  •  -  —   =  e 

r=rOC      2r  T  =  00  ^2r-l 

liefert. 

Urtheilt  man  daher  nur  nach  dem  letzten  Kriterium,  so  ist 

1  1 

man  der  Convergenz  der  Reihe  (1)  nur  für  abs'X<<  -^=-  ^^  — 

Q        7,  ooo  ••• 

sicher.  Dagegen  zeigt  der  Grenz werth  von  Va^  ^  dass  die  Reihe 
für  abs  ■  X  <;  1  convergirt.  —  Für  abs  •  x  =r  1  kann  die  Reihe  nicht 
mehr  convergiren,  weil  dann  lim-t^  nicht  mehr  verschwindet. 

Die  Reihe 

,2,f,+yi-l))  V+  (i + «(?iL+?))  V+  (: + K3iL-J>)',.+.. 

in  welcher 


a  = 

r 


^   ^  2  [r(n +  (-!/)] 


.,    £=?[r(n  +  (-l)')] 


ist,  ergiebt 


a. 


lim.v'a^=l,      lim.:^^  =  '^,      lim._^  =  B:^. 
r=roo     '  r=c»    %T        n—l       r=oo*2r-i      ^+^ 

Sie  convergirt  nach  dem  ersten  Kriterium  für  ab8'X<;  1,  während 

(las  zweite  Kriterium  die  Convergenz  nur  für  abs  •  x  <[  — r-^  nach- 

weist,  was  ein  desto  kleinerer  Spielraum  ist,  je  weniger  n  die  1 
übertrifft 

Die  Reihe 

,3)(,-!0i=l))V+(i+'i?£+l))V+(i-'-<?i^)v+... 

convergirt,   weil  liin«y'a^=^l  ist,   für  abs  •  x  <  1.     Durch   den 


a 


Bruch    '^"*"    erkennt  man  überhaupt  nicht,  dass  sie  für  irgend  ein  x 


a 

r 


convergirt,  denn  derselbe'  wächst  bei  den  ungraden  Werthen  von  r 
unendlich,  wie  r(r+ l)(n*— 1). 
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§  54. 

Reihen  mit  abwechselnd  positiven  und  negativen  Gliedern. 
Bedingte  und  unbedingte  Convergenz. 

Lehrsatz  L 

Nehmen   die  absoluten  Werthe  r    der  Glieder  einer 

r 

Reihe  von  der  Form 

r  — 1 

bei  unendlich  wachsendem  r  unausgesetzt  und  unendlich 
ab,  so  conyergirt  die  unendliche  Reihe 

(1)  s^T^-r^+r^-r^+r^-r^+T^ ; 

und  ihre  Summe  liegt  zwischen  den  Zahlen  r^  und  (r^  — t^). 

Beweis.  Giebt  man  der  Reihe  zunächst  eine  grade  Glieder- 
anzahl r,  so  ist  ihre  Summe 

wegen  der  vorausgesetzten  Scala 

(2)  ^>^,>^s>^4>^5>^<=>-- 

offenbar  positiv  und  Xr  — t  );  auch  wächst  sie  stets,  sobald 
sich  die  Gliederanzahl  um  2  vermehrt. 

Da  man  dieselbe  Summe  (für  ein  grades  r)  aber  auch  so 
schreiben  kann: 

SO  ist  sie,  immer  wegen  der  vorausgesetzten  Scala,  stets  <;  t  ,  wie 
gross  man  auch  die  Nummer  r  wählen  mag. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  s^,  wenn  r  als  grade  Zahl  unend- 
lich wächst,  sich  unausgesetzt  wachsend  einem  völlig  bestimmten 
Grenzwerthe  nähei-t,  welcher  zwischen  r    und  (r^ — r^)  liegt. 

Vergleicht  man  femer  s  mit  s^,  wo  r  die  Bedeutung  einer 
graden  Zahl  beibehalten  soll,  mid  demnach  (r  +  l)  ungrade  ist, 
so  hat  man: 

lim  •  s  , ,  =  lim  •  s  -4-  lim  •  t  , , . 

r-f-l  r     '  r+1 

r=oo  r=oc         r=oc 
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Da  nun  die  mehr&ch  erwähnte  Scala  der  r  dazu  genügt,  um  dem 
Grenzwerthe  lim  •  r^ .  ^  eine  völlig  bestimmte  Grösse  zu  sichern,  so 
zeigt  die  letzte  Gleichung  an,  dass  die  Reihensumme  sich  auch 
dami  einem  völlig  bestimmten  Grenz werth  zwischen  Tj  und  (t^ — t,) 
nähert,  wenn  man  die  Gliederanzahl  in  ungraden  Nummern  un- 
endlich wachsen  lässt,  dass  jedoch  lim'S^.^  und  lim-s^  nur  dann 
gleich  gross  sind,  wenn  lim-r^     —  0  ist. 

Somit  ist  der  Lehrsatz  bewiesen. 

Aus  ihm  geht  u.  A.  hervor,  dass  gewisse  unendliche  Reihen, 
welche  bei  gleichen  Vorzeichen  der  Glieder  divergiren  würden, 
noch  convergiren,  sobald  die  Vorzeichen  abwechseln. 

Z.  B.  divergirt  nach  §  52  die  Reihe 

1 4- _A_ -[_  _J_  j_ -JL_  j — , 

!«)bald  m  >  0  ist,  während  nach  unserm  letzten  Lehrsatz  die  Reihe 

1— l-  +  -i L.  +  ... 

noch  convergirt,  veiin  nur  m  <C  + 1  ist  Für  m  =  0  hat  sie  nach 
§  42,  (6)  den  Werth 

Desgleichen  convergirt  die  binomische  Reihe,  d.  i.  die  Potenzreihe 
fiir  (1  +  x)^  nach  §  39  in  manchen  Fällen,  für  x  =  +  l  (wobei 
die  Vorzeichen  ihrer  Glieder  abwechseln),  während  sie  für  x  =  —  1 
divergirt  (wobei  die  Vorzeichen  übereinstimmen). 

Nachdem  wir  gesehen  haben,  dass  die  Scala  (2)  bei  Reihen 
mit  abwechselnden  Vorzeichen  einen  Theil  derjenigen  Convergenz- 
bedingungen  ersetzt,  auf  welche  man  bei  Reihen  mit  beliebigen 
Vorzeichen  achten  muss,  wollen  wir  uns  die  Frage  vorlegen,  was 
mit  dem  Grenzwerthe  s  der  Reihensumme  (1)  vorgeht,  wenn  man 
^ie  Scala  (2)  nicht  voraussetzt  und  nur  die  Bedingung  beibehält,  dass 

lim-T=0  sei.     Diese  Frage  ordnet   sich   theilweise   unter   die- 

r=:oo  ' 

jenige  unter,  ob  und  was  fiir  eine  Veränderung  die  Summe  s  einer 
convergenten  Reihe 

Worpittky,  Differential-  n.  Integral rochnunff.  12 
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8  =  t,+  t,+  t,+  t^+... 

erleidet,  wenn  man  die  Folge  ihrer  Glieder  ändert. 
Um  die  Antwort  zu  finden,  bezeichnen  wir: 

s=t+t^  +  t.  ^ — f-t, 

r  1      '       2     '       S     '  '       r' 

und 

r+n  1    '        2    '        3    '  '        r-fn  > 

WO  die  t'  Glieder  aus  der  Reihe  der  t  in  irgend  welcher  Folge 
sein,  n  aber  einen  so  grossen  Werth  haben  soll,  dass  s'  jedes 
in  s  enthaltene  Glied  t  besitzt  und  mit  dem  Gliede  t  =t'  ^   schliesst. 

r  r  r  +  n 

Dann  kann  man  setzen: 


r+n        ""r         1     '     "2     '     "3     '  '     "n         *'r,  n» 


8     .    —  S  =  t    +  t^  +  t„  H f-  t  =  8 


WO  also  unter  den  t  diejenigen  Glieder  aus  der  Reihe  s  ver- 
standen werden,  welche  bei  ihr  hinter  t    stehen,   in  s'  ,     aber 

'  r  '  'r  +  n 

dem  t^  vorangehn. 

Nun  kann  die  Summe  s^'  ^  der  vor  ty  vorgeschobenen  Glieder 

bei  unendlich  wachsendem  r  je  nach  der  Beschaffenheit  der  Reihe 
s  und  der  Veränderung  der  Zahl  n  ein  sehr  verschiedenes  Ver- 
halten zeigen. 

Es  geht,  in  welchem  Grade  auch  die  Anzahl  n  der  vorge- 
schobenen Glieder  mit  r  zugleich  wachsen  möge,  stets  lim  •  s^'   =0 

r=cx) 
hervor,  sobald  die  Reihe  s  bei  beliebigen  Vorzeichen  ihrer  Glieder 

convergirt;  denn  dann  ist,  wenn  wir  die  absoluten  Werthe  der  t 
wieder  durch  r  bezeichnen: 

abs  •  s"    •<  T  . ,  +  r  .  ^  +  r  .  ^  -| » 

r,n    ^     r+l     '       r+2    '       r+8    ' 

und  da  die  Summe  dieser  r  sich  bei  unendlich  wachsendem  r  der 
Null  als  Grenze  nähert,  so  thut  dies  um  so  mehr  s"   .     lu  diesem 

'  r,n 

Falle  nennt  man  die  Reihe  unbedingt  convergent  (§52u. §53). 

Femer  ist  lim-  s^'^=0,  wenn  die  Anzahl  n  der  vorgescho- 

r=oo 

benen  Glieder  nicht  zugleich  mit  r  unendlich  wächst  öder  es  so 

thut,  dass  lim-  nT"=0  wird,  wo  t"  den  grössten  Werth  unter 

r=oo 
den  Zahlen  r  ,,,  r  ^oj   "^  ^o»  •  ■  •  bedeutet;   denn  es  ist  offenbar 

r+l'       r+2'        r+3'  ' 

abs  •  s"    <  n  t". 

r,  n    ^ 
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Wächst  die  Anzahl  n  der  vorgeschobenen  Glieder  in  stärkerem 

Maasse,  so  kann  lim-s"     einen  von  Null  verschiedenen  Werth  er- 

halten;  was  wir  zunächst  durch  ein  Beispiel  illustriren  wollen. 
Wir  wählen  dazu  die  Reihe: 

s  =  ?2  =  l-l+l_i  +  |  — . 

Verändern  wir  die  Folge  der  Glieder  so,  dass  immer  zwei  positive 
Glieder  vor  einem  negativen  stehn,  sonst  aber  die  positiven  sowohl, 
als  auch  die  negativen  unter  sich  der  Grösse  nach  geordnet  bleiben, 
bilden  wir  also  die  Reihe 

'       1^1       1.1.1       1.1.1        1    . 

^  =  ^+3-2+5+7-4+9  +  11— 6  +  "-' 

so  ist  die  Summe  dei:  vor  t^^^  —  ^y   vorgeschobenen  Glieder: 

»     _       1        .        1        I        1        .  , 1_ 

82r,B  — 2r  +  l"^2r  +  3"^2r+5"^  *"4r-r 

Beachtet  man   nun,    dass    der    Bruch    - — — v   vom   Werthe 

2x-]-l 

zum  Werthe  ^ — j--^.  x  stetig   abnimmt,    wenn 


2r+2m+l  2r+2m  +  3 

X  von  (r-f-Di)  bis  (r-j-m-fl)  stetig  wächst,  so  erkennt  mau  so- 
fort die  Richtigkeit  der  Scala 

r+ffl  -  r-f-m  +  l 

f       ^^       ^  1  ^     f      ^"^ 

J   2x  +  1^2r  +  2m  +  l  ^J  2x+l' 

r  +  m-l  '  '  r-f-n» 

und  aus  dieser  folgt  durch  Suramation  für  m  ==  0, 1, 2, 3,  •  •  • ,  (r — 1) 
nach  einem   bekannten  Satz  über  die  Summation  von  Integralen: 

2r— 1  2r 


d.  i.: 


oder: 


r_dx       „       r  dx 

J   2x+l^®2r,n^J    2X+T5 
r-1  r  ' 


1  j4r-l  1      4r+l 

2  2r— l^i".» -^2      2  r+i 


2-K2+2-/-l)>V«>l-<2-2ry- 


+ 
12* 


Mithin  ist: 


also: 
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r=oo 

8  =  8  +  ^42=|.i2 


Die  Reihe  s  hat  demnach  durch  die  yorgenommene  Verän- 
derung der  Gliederfolge  einen  Zuwachs  um  die  Hälfte  ihrer 
Summe  erhalten. 

Nun  läset  sich  aber  femer  leicht  zeigen,  dass  in  einer  be- 
dingt convergenten  Reihe,  d.  h.  in  einer  solchen,  bei  welcher 
die  Reihe  der  absoluten  Werthe  der  Glieder  nicht  convergirt,  die 
Folge  der  Glieder  in  geeigneter  Weise  verändert  werden  kann,  um 
der  Summe  jeden  beliebigen  Werth  zu  ertheilen. 

Um  einen  beliebig  ausgewählten  positiven  Grenzwerth  S  zu 
erhalten,  nehme  man  aus  der  Reihe  der  unausgesetzt  und  unend- 
lich abnehmenden  Glieder 

*i'    ^8'     *8'    ^4'    *ß''"' 

zunächst  die  positiv  grössten  in  solcher  Anzahl,  dass  S  um  mehr 
überschritten  wird,  als  der  absolute  Werth  des  grössten  unter  den 
übrigen  Gliedern  beträgt;  —  dies  geht  an,  weil  die  Reihe  der 
absoluten*  Werthe  nicht  convergirt  Zu  der  erhalteneu  Summe 
S  +  P  füge  man  von  den  grössten  negativen  Gliedern  so  viele  hinzu, 
dass  die  Summe  S  +  P  —  N  weiter  unter  S  herabsinkt,  als  der 
grösste  absolute  Werth  der  einzelnen  noch  übrigen  Glieder  beträgt. 
Dann  füge  man  wieder  so  viele  von  den  übrig  gebliebenen  grössten 
positiven  Gliedern  hinzu,  dass  P  —  N  +  P  grösser  wird  als  der 
grösste  absolute  Werth  der  hierauf  noch  disponiblen  Glieder,  füge 
ferner  so  viele  von  den  übrigen  negativen  Gliedern  hinzu,    dass 

die  Grösse  P  —  ^i  ~f~  "l^g  —  ^2  ^®8^^^^  ^^^  ^^^  ^®°^  absoluten 
Betrage  nach  das  grösste  disponible  Glied  übertriflft,  u.  s.  f. 

Da  die  Glieder  t^  unserer  Reihe  unendlich  abnehmen,  so  wer- 
den die  absoluten  Werthe  der  abwechselnd  positiven  und  negativen 
Grössen 

falls  man  zur  Bildung  der  einzelnen  P  und  N  nie  mehr  Glieder  t 
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nimmt,  als  nöthig,  desto  kleiner,  je  weiter  man  bei  der  Aufrech- 
nimg der  Reihe  kommt,  und  nähern  sich  dem  Grenzwerthe  Null. 
Mithin  ist  S  in  der  That  der  Grenzwerth  der  Reihensumme,  wie 
verlangt  wurde. 

Wie  man  zu  verfahren  hat,  um  ein  negatives  S  zu  erhalten, 
ist  nach  dem  Obigen  selbstverständlich. 

Wir  resumiren: 

Lehrsatz  II. 

Theilt  man  die  convergenten  Reihen  in  zwei  Classen: 
die  bedingt  und  die  unbedingt  convergenten,  je  nachdem 
die  Reihe  der  absoluten  Werthe  der  Glieder  divergirt 
oder  ebenfalls  convergirt,  so  trifft  man  damit  die  Ein- 
theilung  in  solche  Reihen,  denen  man  durch  Veränderung 
der  Folge  der  Glieder  jede  beliebige  Summe  geben  kann*), 
und  in  solche,  welche  eine  von  der  Gliederfolge  unab- 
hilngige  Summe  besitzen. 

Die  Vermehrung,  welche  die  Summe  einer  bedingt 
convergenten  Reihe 


s 


=  \+^2+*s+*i+"-  +  ^  +  --- 


dadurch  erfährt,  dass  man  nach  einem  gewissen  Gesetz 
vor  t  Glieder  mit  höheren  Indices  vorschiebt,  ist  =  lim«s,  ^, 

r  r,  n ' 

r=oc 
wenn  unter  s^^^  die  Summe  der  vorgeschobenen  n  Glieder 
verstanden  wird.  Bezeichnet  man  mit  r^  den  grössten 
absoluten  Werth  der  vor  t  vorgeschobenen  Glieder,  so 
ändert  die  Veränderung  der  Gliederfolge  jedenfalls  dann 
Nichts   an  der  Reihensumme,   wenn   lim-nr^^O  ist,  und 

im  Besondern  dann  Nichts,  wenn  n  bei  unendlich  wach- 
sendem r  endlich  bleibt. 


*)  Der  Begriff  des  Grenzwerthcs  einer  Summe  unendlich  vieler 
Sammanden  deckt  sich  daher  nicht  mit  demjenigen  der  Gesammtsumme 
der  Summanden,  wenn  man  die  formale  Unificirung  der  Subtraction  mit 
der  Addition  aufrecht  erhält,  wie  wir  sie  in  Folge  der  Adoption  der  Vietaschen 
Erfindung  der  positiven  und  negativen  Zahlen  durchzuführen  gewohnt  sind. 
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Es  ist  femer  eine  wichtige  Frage  diejenige  nach  dem  Grenz- 
werthe  einer  unendlichen  convergenten  Reihe,  deren  Glieder  t  sich 
sämmtlich  auf  irgend  eine  Weise  dem  Grenzwerthe  Null  nähern, 
mögen  sie  dabei  ihre  Vorzeichen  bewahren  oder  wechseln. 

Bezeichnen  wir 

WO  also 

f  =t  +t  _^,+t  _^,H 

den  Rest  der  Reihe  bedeutet,  so  kann  f  bei  einem  constanten 
Werthe  von  n  seine  Grösse  auf  die  mannichfaltigste  Weise  ändern 
(auch  unendlich  werden)  wenigstens  dann,  wenn  die  Glieder  t 
bei  bedingt  convergenten  Reihen  sich  der  Null  als  Grenze  nähern, 
ohne  ihr  Vorzeichen  zu  bewahren,  da  in  diesem  Falle  die  Gewähr 
für  die  Convergenz  der  Reihe  aufgehoben  ist.  ^)  Cionvergirt  aber 
die  Reihe  der  absoluten  Werthe  r  der  Glieder  t  fortwährend, 
indem  diese  sich  einzeln  der  Null  nähern,  so  ist: 

abs  'f  <<r  +T,,  +T.„H =  w 

'  n   ^     n    '       n-f-l     '       nH-2     '  ^n 

und: 

abs  •  (t    +  t„  +  t„  -1 \~  t      ,)^  T    +  T    +  T.  H \-T      r 

Mithin  ergiebt  sich,   weil   wir  n  als  eine  endliche  Nummer 

voraussetzen: 

abs  •  lim  •  s  =  abs  •  lim  •  f  ^  lim  •  w 

für  ein  endUches  n  bei  uncndUcher  Abnahme  der  Glieder  t. 

Da  nun  q>  ,  wenn  man  hinterher  die  Nummer  n  unendlich 
wachsen  lässt,  wegen  der  vorausgesetzten  CSonvergenz  der  Reihe 
der  T  sich  dem  Grenzwerthe  Null  nähert,  so  folgt  der 

Lehrsatz  IIL 

Nähern  sich  die  sämmtlichen  Glieder  einer  Reihe, 
indem  sie  ihr  Vorzeichen  bewahren  oder  wechseln,  in  der 
Weise  dem  Grenzwerthe  Null,  das  die  Reihe  nnbedlngt 
convergent  bleibt,  so  nähert  sich  die  Reihensumme  eben- 
falls dem  Grenzwerthe  Null  Geschieht  jenes  bei  einer 
bedingt  convergenten  Reihe,  so  lässt  sich  dieselbe  Be- 
hauptung nicht  ohne  Weiteres  aufrecht  erhaltei). 

»)  Vergl.  ftls  öelag  §  74,  Beispiel  IJ, 
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Anmerkung.  Auch  bei  bedingt  convergcntea  Beihen  lassen 
sich  Regeln  für  einen  ähnlichen  Schluss  aufstellen.  Die  Verfolgung 
derselben  würde  uns  aber  hier  zu  weit  fuhren.  Es  sei  deshalb 
nur  bemerkt,  dass  die  Annäherung  der  Beihensumme  an  den  Grenz- 
werth  Null  auch  bei  bedingt  convergenten  Reihen  offenbar  dann 
feststeht,  wenn  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  unausgesetzt 
eine  abnehmende  Scala  bilden,  und  die  Vorzeichen  alternirend 
bleiben. 

Lehrsatz  lY. 

Conyergirt  eine  Potenzreihe 

\  +  '\  X  -f  a^j  X«  +  a^^  X»  H 

für  x=c  bedingt  oder  unbedingt,  so  ist  sie  fürab8«x<;abS'C 
anbedin^  conyergent. 

Denn  da  bei  unserer  Voraussetzung  über  x  die  geometrische 
Reihe 

'+©'+©'+©'+•■■ 

unbedingt  convergirt,  und  lim-  a^-c'=0  ist,   so  convergirt  nach 

r=oo 
§  52  L.  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  der  Glieder  auch  die- 
jenige, deren  allgemeines  Glied 

ist 

§  55. 
Addition^)  und  Multiplication  unendlicher  Reihen. 

Addirt  man  die  beiden  Summen 

(J  =  r^  +  r^  +  Tg  H h  Vi+  ^?' 

*)  Unter  der  „Summation"  unendlicher  Reiben  versteht  man  die 
Transformation  der  einzelnen  Reihensumme  in  eine  andere  (analytische  oder 
numerische)  Form. 
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so  erhält  man  u.  a.: 

WO  man  unter  den  T  die  in  irgend  welcher  Folge  genommenen  t 
und  r  zu  verstehen  hat. 

Sind  nun  f  imd  w   die  mit  t  und  r    anhebenden  Reste  con- 
vergenter  Reihen  s  und  ö,  so  ist: 


also  auch: 


lim  •  fj  =  0,    lim  •9=0, 

r  =  00  Q=:oo 


lim.         [/;+.9,J  =  0.      . 


Wie  gross  q  bei  irgend  einem  Werthe  von  r  geworden  sein 
mag,  ist  völlig  gleichgültig.  Jedoch  darf  man  nicht  ausser  Acht 
lassen,  dass  das  Pennutiren  der  t  unter  sich  und  der  r  unter  sich, 
welches  bei  constanten  Werthen  von  r  und  q  ebenfalls  dem 
völligen  Belieben  anheimfällt,  Beschränkungen  unterliegt,  wenn  r 
und  auch  q  unendlich  wachsen.  Für  solche  Permutationen  greift 
daher  wieder  der  Lehrsatz  ü.  des  vorigen  §  platz. 

Vergrössert  man  die  Anzahl  der  zu  einander  zu  addirenden 
Reihen,  so  bleibt  unser  Resultat  offenbar  so  lange  bestehn,  wie  es 
sich  nicht  um  den  Grenzwerth  der  Summe  einer  unendlich  wach- 
senden Anzahl  von  Reihensummen  handelt.  Denn,  wie  gross  die 
Anzahl  der  Reihen  auch  sein  mag,  so  ist  der  Grenzwerth  der 
Summe  der  Reste, 


^f.  =  f.  +  9>,+ 


.  .  .  , 


stets  =  0,  wenn  dies  von  den  einzelnen  Resten  /*,  9)  ,  ••  •  gilt, 
so  lange  deren  Anzahl  endlich  ist;  im  entgegengesetzten  Fall  aber 
kann  \im-2!f^  sehr  wohl  von  Null  verschieden  (auch  unendlich) 
sein  —  wie  man  schon  daraus  sieht,  dass  die  einzelnen  f  sich  als 
die  Differentialelemente  eines  Integrals  darstellen,  sobald  ihre 
Anzahl  n  unendlich  wächst,  und  dass  in  dem  speciellen  Fall  der 
Gleichheit  aller  Reste  f 

'  r 

hervorgeht, 
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Wir  fixiren  zunächst  das  Resultat  durch  den 

Lehrsatz  L 

Addirt  man  die  Glieder  einer  endlichen  Anzahl  con- 
vergirender  unendlicher  Reihen  in  der  Weise  zu  einander, 
dass  die  Gliederfolge  in  den  einzelnen  Reihen  bestehen 
bleibt,  während  die  Glieder  der  verschiedenen  Reihen 
beliebig  durch  einander  gemischt  werden,  so  ist  die  neue 
Reihe  wieder  convergent  und  hat  die  Summe  der  Summen 
der  einzelnen  Reihen  zur  Summe. 

Ist  die  Anzahl  der  addirten  Reihen  unendlich,  so 
braucht  dies  nicht  der  Fall  zu  sein. 

Was  die  Multiplication  unendlicher  Reijien  betrifft,  so  ist 
es  zunächst  klar,  dass  aus  der  identischen  Gleichung 

a.8  =  a.(t^+t^+tgH ht,_i  +  /'J 

=  at^  +at^  +at^  H f-a^i  ^-a/"^ 

das  Resultat  fliesst: 

Lehrsatz  IL 

Anstatt  die  (berechnete)  Summe  einer  convergenten 
Reihe  mit  einer  Zahl  zu  multipliciren,  darf  man  die  ein- 
zelnen Glieder  der  Reihe  mit  derselben  multipliciren 
und  die  Producte  ihrer  Folge  nach  summiren.  —  Denn  da 
a  selbstverständlich  endlich  ist,  so  folgt  aus  lim-/'^  =  0,  dass  auch 
lim  •  a  Z*^  =  0  sei.  r=cx> 

Will  man  aber  zwei  unendliche  Reihen  gliedweise  mit  einander 
multipliciren,  so  kann,  weil  diese  Operation  mit  der  Addition  einer 
unendlichen  Anzahl  unendlicher  Reihen  schliesst,  nach  den  weiter 
oben  angestellten  Betrachtungen  der  Fall  eintreten,  dass  das  Ad- 
ditioBsresultat  von  dem  Producte  der  beiden  berechneten  Reihen- 
sommen  endlich  oder  unendlich  verschieden  ist. 

Geht  man  zum  Zweck  der  näheren  Untersuchung  wieder  von 
den  beiden  obigen  Reihensummen  s  und  ö  aus,  so  erhält  man  u.  a.: 
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s 


+  [t,+t,  +  -  +  t,_3  +  t,_3  +  /;_J.r, 

+ 

oder  wenn  man  ausmultiplicirt  und  dann  columnenweise  sununirt: 

•  •  •  +  [/;  \ + /;_,  \  +  /;_2 1:,  +  •  •  •  +  /;  t  _^+  ^^  r  _,  +  /;«?,]• 

Bei  der  hier  vorgenommenen  Gruppirung  folgen  die  sänunt- 
lichen  Klammem  einem  übersichtlichen  Bildungsgesetz  aus  den  t 
und  Ty  von  dem  nur  die  letzte  Klammer  abweicht,  da  sie  ausser 
den  T  die  Reste  /"^,  /",  •••  f^  und  (p^  enthält.  Sie  mag  durch  ^^ 
bezeichnet  werden. 

Man  bedenke  nun,  dass  die  Grössen  /!  =  s,  /'=rs  — t  ,  /*, 
/',...,  Z*^  wegen  der  Convergenz  der  Reihe  der  t  lauter  bestimmte 
Werthe  haben,  welche  eine  gewisse  Constante  C  nicht  überschreiten, 
wie  gross  die  Nummer  r  auch  werden  mag,  und'  dass  nach  L.  II 
wegen  der  Convergenz  der  Reihe  der  r  die  Grösse  4>^  als  conver- 
girende  unendliche  Reihe 

dargestellt  werden  kann,  deren  Glieder  ihrem  absoluten  Betrage 
nach  diejenigen  der  convergenten  Reihe 

nicht  überschreiten. 

Hierdurch  erkennt  man,  dass  lim-  ^^  einen  bestimmten  end- 

V=oo 

liehen  Werth  besitzt,  sobald  die  Reihenentwickelung  von  Co,  d.  i. 
sobald  die  Reihenentwickelung  von  <J,  unbedingt  (unabhängig  von 
Vorzeichenbedingungeu)  convergirt,  während  ein  analoger  Schluss 
nicht  gemacht  werden  kann,  sobald  die  Reihe  für  c  nur  bedingt 
convergirt  (§  52). 
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Setzen   wir   daher  die  unbedingte  CJonvergenz   der  letzteren 

und  mithin  der  unendlichen  Reihe  für  #^  voraus,  so  können  wir 

nach  §  54,  L.  HI  auch  schliessen,  dass  lim-  $^  =  0  sei,  weil  die 

r=oo 
einzelnen   Glieder   von   #    sich    dem   Grenzwerthe   Null  nähern. 

(Ihre  Vorzeichen  werden  dabei  vielleicht  unendlich  oft  geändert.) 

Das  Resultat  fassen  mr  zusammen  in  dem  folgenden 

Lehrsatz  UL 

Ist  mindestens  eine  von  den  beiden  convergirenden 
Reihen 

f     s  =  t   +  t  +  t  +  t  +  . .  • » 

(1)  1  «  3  4 

unbedingt  convergent,  so  lässt  sich  das  Product  s<J  jeder- 
zeit in  der  Form 

(2)  8ö  =  t^  r^ 

4-  ft  r  +  t  T  1 

H-rtr+tr+trl 

+  rtr4-tT+tr+tTl 

'Lai'       32'       23'       14J 

4-  Tt    T    +  t    T     +  t    T     +  t    r,  +  t    T  1 
'Löl'       42'       33'       24'       15j 

+ 

darstellen. 

Sind  s  und  ö  im  Besondern   zwei   Potenzreihen   mit 
positiven  Coefficienten: 

f     8  =  a  +a  x  +  a  x*  +  a  x*+  ...» 
1     (J  =  a^  +  a^x  +  a^x   +ajX  +  ..., 

von  denen  die  eine  für  — l<Jx<  +  l  (also  für  abs«x  =  l 
noch  unbedingt),  die  andere  aber  nur  für  — I<x<<+1 
(also  für  ab8-x  =  l  nur  noch  bedingt)  convergirt,  so  kann 
man  mit  Sicherheit  generell  nur  behaupten,  dass 
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(4)  8ö  =  aj^«^  +  [a^a^  +  a,aJ.x 

+.  r».  «  -\-Sk,  a  -\-&  a  1 X*  +  [a.  a-\-&a  +  a,  a  +  a„  «1  •  x 
'Lio'     11'     o»J        'Lso'     »i'     it'     osj 

■  ■  1  ^  •  •  • 

eine  für  — l^x<<+  1  convergireude,  also  für  ab8-x=l  eine 
bedingt  convergirende  Potenzreihe  sei. 

Als  Beispiel  möge  uns  die  mit  sich  selbst  zu  multiplicirende 
Reihe 

r^^  11.1  1         . 

1  2  o  4 

dienen,  welche  nach  §  52  convergirt,  so  lange  1  >  m  ist.  Sie  ge- 
hört zur  Classe  der  bedingt  convergenten,  so  lange  m>0  ange- 
nommen wird,  zur  Classe  der  unbedingt  convergenten  aber,  sobald 
m  einen  negativen  Werth  besitzt. 

Im  letzteren  Falle  ist  nach  der  Formel  (2)  unzweifelhaft: 

(6)  8«=u^_u^+U^_U^_|_U^ , 

wenn 

.  1  ,  1 

U     =1,     U     = : ----, 

1  9  1  —  m'  1  —  m 

(2-1)  (1-2) 


1  .  l  .  1 


9 


u  = 1 h 

S  1  —  m'  I—m*  l  —  m 

(3.1)  (2-2)  (1.3) 


u.  s.  w.,  d.  i.  wenn  ganz  allgemein 

ft  =  r-  1  j 


(7)  «,-,= 


r  — 1  .--^ .    r-  ^1— m 


genommen  wird. 

Es  hört  jedoch  die  Convorgenz  der  Reihe  für  s    bei  manchem 
m  auf,  bei  welchem  die  Reihe  für  s  noch  convergirt. 

Erwägt  man  nämlich,  dass  « 

2  2  S 
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ist,  so  überzeugt  man  sich,  dass  in  der  Entwickelung  von  s    das 
allgemeine  Glied 

■.-,>(-0©'-=(.-i).C  =  (x-i)-4-.."-  '  j 


I 


ist  und  daher  mit  r  zugleich  unendlich  wächst,  sobald  der  Werth 
Ton  m  zwischen  1  und  ^  liegt,  so  wie  dass  es  nicht  unter  4     ^  __  2 

herabsinkt,  wenn  m  =  ^  ist.     Für  m  >  tt  kann  also  s*  nicht 

durch   die    rechte  Seite  von  (6)  dargestellt  werden,   ob- 
gleich s  durch  die  rechte  Seite  von  (5)  bestimmt  ist. 
Nehmen  wir  noch  im  Besondem  m;=0,  also: 


«=^-2+3-4+ 


SO  ist  nach  (7): 


/i  =  r-l  1  1    u  =  r-l 


oder,  weil  nach  §  52  bei  unendlich  wachsendem  r 


lim  • 

hervorgeht: 

u       =6-2-. 

r —  1  r  y 

WO  ö^  eine  Zahl  bedeutet,  die  sich  bei  zunehmendem  r  der  Grenze  1 

Zr 
nähert     Wegen  des  Grenzwerthes  lim-  —  =  0  convergirt  also 

l'=:oo  ^ 

die  Reihe  (6)  noch,  sobald  m  =  0  ist.    Man  erhält  ganz  correct: 

'-)'='-l('4)+l(>+l+ä)-l('+l+i+j)-- 

—  Cbrigens  triflft  die  Entwickelung  (6)  von  s*  für  jedes  m  zu, 
welches  <1  ^  ist.     Man  findet  nämlich,  wenn  man  in  (7)  u  =  rx, 

also  dx=  —  setzt: 
r 
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1 

lim.  _^=  Tx— Vi— xf-'dx, 

2m— 1  f 

was  nach  §  50,   Beispiel  II   für  m  >  0   ein   positiver   endlicher 
Werth  £  ist     Daher  nimmt 

£ 

u  =,''->    (lim-  s  =£), 

r  1  — 2ni        V  r  /  ' 

für  0-<m<;-T  schliesslich  fortwährend  ab,  wenn  r  wächst,   und 

nähert  sich  der  Null  als  Grenze.     Folglich  convergirt  die   Reihe 
(6)  für  s    unter  der  obigen  Bedingung. 


§  56. 
Convergenz  der  Doppelsammen. 
Sind  die  Glieder  einer  convergenten  Reihensumme 

selbst  die  Summen  convergenter  Reihen,  und  zwar 

(2)  {         %  =  \l+\2-\-\3  +  \*  +  ---' 

U.  8.  W., 

SO  nennt  man  s  eine  „Doppelsamme". 

Die  Doppelsumme  hat  demnach  die  Form: 

t 


und  es  ist  vorausgesetzt,  dass  man  den  bestimmten  Grenzwerth  s 
erhält,  wenn  man  zunächst  die  einzelnen  Zeilen  summirt  und  daiin 
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die  Summenwerthe  t  derselben  in  derjenigen  Folge  summirt,  in 
welcher  sie  unter  einander  stehn. 

Nun  entsteht  die  Frage,  ob  —  und  eventuell  unter  welchen 
Bedingungen  —  derselbe  Grenzwerth  s  erhalten  wird,  wenn  man 
zuerst  die  Golumnen  summirt  und  dann  die  Columnensummen  in 
derjenigen  Folge  summirt,  in  welcher  sie  neben  einander  stehn.*) 

Als  erste  unerlässliche  Bedingung  tritt  uns  daher  die  ent- 
gegen, dass  jede  einzelne  Columne  für  sich  eine  convergente  Reihe 
enthalten  müsse.  Und  dass  dies  der  Fall  sei,  geht  aus  unserer 
Voraussetzung  nicht  hervor;  denn  es  verträgt  sich  mit  ihr  beispiels- 
weise ganz  gut,  dass  die  rechten  Seiten  in  (2)  sämmtlich  mit  der 
Zahl  1  anfangen,  wodurch  die  Summe  der  r  ersten  Glieder  der 
ersten  Columne  in  (3)  den  Werth  r  erhält  und  mit  r  zugleich 
unendlich  wächst. 

Convergirt  aber  jede  Columne  für  sich,  so  sei: 

U.  8.  W. 

Es  fragt  sich  dann  weiter,  ob  die  Reihe  der  c  convergirt,  und  ob, 
wenn  dies  der  Fall  ist,  ihre  Simime  =s  wird. 

Um  hierüber  zum  Schluss  zu  kommen,  wollen  wir 

(5)  t,    =U,,+U,3+U,_3+...  +  \,_.+e,., 

(6)  c   =  u,     +  u-     4-  u,     -\ \-u      ,     +  C_. 

'  n  1,  n    '       2,  n     '       3,  n     '  '       m  — l,n    '     ^,  n 

setzen. 

Dann  ist: 

Lässt  man  nun  zunächst  n  unendlich  wachsen,  so  nähern  sich  die 
einzelnen  6,  welche  in  dieser  Gleichung  vorkommen,  als  Reste  der 
convergenten  Reihen  (2),  dem  Grenzwerthe  Null,  mithin  auch  ihre 
Snmme,  weil  nur  eine  endliche  Anzahl  (r — 1)  von  ihnen  vorhanden 

')  Das  Analoge  bei  den  Doppelintegralen  ist  in  §  34  besprochen,  wo 
es  sich  am  die  Umkehrung  der  Intcgrationsfolge  handelt. 


8     ,  =  lim  • 

r  — 1 

n=c» 
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ist.     Und  die  linke  Seite  unserer  Gleichung  (7)  geht  über  in 

^i  +  %  +  K  +  "'  +  K-i  =  %^i' 

Wenn  hinterher  r  unendlich  wächst,  so  ist  nach  (1)  der  Grenz- 
werth  der  linken  Seite  =s. 

Betrachten  wir  ferner  die  gleichzeitigen  Veränderungen  der 
rechten  Seite  von  (7),  so  finden  wir  zunächst: 

"'* =^ — 1  /*  =  11  —  1 

Deshalb  cx)nvergirt  und  divergirt  freilich  die  Reihe  der  Columnen 

C  =  c^  -f  c^  +  Cg  +  •  •  • 

gleichzeitig  mit  derjenigen  ihrer  Reste 

aber  es  ist  nicht  die  Berechtigung  zu  dem  Schluss  gewonnen,  dass 
im  Falle  der  Convergenz  C  =  s  sei,  weil  bei  unendlich  wachsen- 
dem r  der  Grenzwerth  lim«  Z^  nach  §  54  von  Null  verschieden 

r^oo 
sein  kann,  obgleich  sich  die  einzelnen  ^  der  Null  als  Grenze  nähern. 

Zu  den  bekannten  Fällen,  in  denen  lim-  Z^  =  0  ist,  gehört 

T=oo 

jedoch  u.  a.  der,  dass  die  Reihe  Z^  bei  einem  hinreichend  grossen  r 
unbedingt  convergirt;  und  dieser  findet  unzweifelhaft  statt, 
wenn  die  Summe  der  Horizontalreihen  in  (3),  d.  i.  wenn 
die  Summe 

convergent  bleibt,  sobald  man  in  den  Horizontalreihen  t^ 
von  einer  gewissen  Nummer  r  ab  alle  Glieder  u  durch 
ihre  absoluten  Werthe  ersetzt.  Denn  dann  ist,  wenn  man 
diejenigen  Werthe,  in  welche  die  t^  dadurch  übergehn,  durch  t^ 
bezeichnet,  offenbar  bei  jedem  n: 

und  da  die  rechte  Seite  dieser  Ungleichung  bei  unendlich  wach- 
sendem r  sich  der  Grenze  Null  nähert,  so  thut  es  auch  die  linke. 
Auch  folgt  bei  Doppelreihen  von  dieser  Beschaffenheit  die  Con- 
vergenz der  Verticalreihen  von  selbst,  denn  es  ist  bei  ihnen  offenbar: 


•  •  > 
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SO  dass  man  eine  besondere  Untersuchung  über  deren  Convergenz 
in  den  Einzelfällen  unterlassen  darf,  während  eine  solche  Unter- 
saebung  bei  Reihen  von  anderer  Beschaffenheit  nicht  zu  umgehen  ist. 

Sind  die  Horizontalreihen  t^  nicht  bloss  einzeln  imbedingt 
convergent,  sondern  bilden  auch  die  r^  eine  convergente  Reihe,  so 
ergiebt  sich  noch  aus  §  54,  dass  man  die  sämmtlichen  Elemente  u 
der  Gleichung  (3)  in  einer  ganz  beliebigen  Folge  anordnen  darf. 

Die  Resultate  dieser  Betrachtung  lassen  sich  so  zusammen- 
fassen: 

Lehrsatz. 

Bleiben  in  einer  Doppelreihe  (3)  nicht  bloss  die  Zeilen, 
sondern  auch  die  Columnen,  convergent,  sobald  man  ihre 
Elemente  durch  deren  absolute  Werthe  ersetzt,  so  erhält 
man  bei  jeder  beliebigen  Anordnung  der  Elemente  einen 
und  denselben  Grenzwerth  s  der  Reihensumme.  Ist  die 
Reihe  der  Zeilensummen  convergent  in  der  Weise,  dass 
aus  ihr  wieder  eine  convergente  Reihe  hervorgeht,  wenn 
man  von  einer  gewissen  Zeilennummer  ab  alle  Elemente 
der  Zeilen  durch  ihre  absoluten  Werthe  ersetzt,  so  con- 
yergiren  die  einzelnen  Columnen  ebenfalls,  und  ihre 
Summe  convergirt  zur  Summe  der  Zeilensummen.  In  den 
hiervon  abweichenden  Fällen  können  die  Summe  der 
Columnensummen  und  diejenige  der  Zeilensummen,  auch 
wenn  sie  beide  convergiren,  verschiedene  Grenzwerthe 
haben,  und  es  braucht  die  eine  nicht  zu  convergiren, 
wenn  es  die  andere  thui 

Nachdem  wir  uns  schon  bei  den  bedingt  convergenten  ein- 
fachen Reihen  durch  Beispiele  davon  überzeugt  haben  ,^  dass  man 
durch  die  Veränderung  der  Summandenfolge  zu  verschiedenen 
Werthen  der  Reihensumme  gelangen  kann,  wollen  wir  auch  die 
mit  den  letzten  Worten  unseres  Lehrsatzes  ausgesprochene  ganz 
analoge  oder  eigentlich  identische  Erscheinung  bei  den  Doppel- 
summen durch  ein  Beispiel  illustriren. 

Die  Doppelsumme  laute: 

Worpitilrj,  DifTereiitial-  n.  Integralrechnniig.  13 
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.^•ö)"-l-ö)'+i-©'-i-©'4-©"-l©V- 


2  ,_     2  ._     2         ^        _     2 


+lö)-^-(l)4-S)-r©+r(:)-HI)+- 

4-a)'-l-©'+i-(D-i-(|)Vi-(|)-i-©V- 

JL 
I  •  •  •  •  •  •••• 

In  ihr  ist  jede  ZeileDsumme  t^  =  0;  denn  die  Summe  einer 
graden  Anzahl  von  Gliedern  ist  identisch  =  0,  und  die  Summe 
einer  ungraden  Anzahl  hat  die  Form 

n    \        n/ 

so  dass  sie  sich  bei  unendlich  wachsendem  n  der  Null  als  Grenze 
nähert.     Daher  ist  die  Summe  der  Zeilensummen 

ebenfalls  ^0. 

Die  Columnen  dagegen  sind  convergirende  geometrische  Reihen 
mit  den  Summen 

,1  1.2  2,3         3 

+  2'  ~2'  +3'  -3'  +4'  -4"-'' 

und  deren  Summe  wird  nur  dami  =0,  wenn  man  eine  grade 
Anzahl  Columnen  summirt^  während  eine  ungrade  Anzahl  der  Colum- 
nen eine  Summe  von  der  Form 

n  — 1 
n 
giebt,  welche  sich  bei  unendlich  wachsendem  n  dem  Grenzwertlie  1 
nähert. 

§  57. 
Convergenz  der  unendlichen  Reihenproducte. 

Lässt  man  die  Anzahl  r  der  Factoren  eines  Productes 
(1)  CT,  =  u  •  u^  •  u  •  •  •  u 

^    ^  r  1        2        8  r 

unendlich  wachsen,  so  kann  der  Fall  eintreten,  dass  man  zu  einem 

endlichen,  völlig  bestimmten  Grenzwerthe  lim«  nr  =ct  gelangt. 

r=oo 
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Soll  derselbe  Yon  Null  verschieden  sein,  so  müssen  die  Fao- 
toren  u^  Ton  einer  gewissen  Nummer  r  an  nothwendig  positive 
Werthe  haben,  weshalb  es  keine  Beschränkung  ist,  wenn  wir  sie 
sämmtlich  als  positiv  voraussetzen.  Dann  hat  aber  auch  tm  einen 
bestimmten  endlichen  Werth;  und  es  ist  hierzu  hinreichend  und 
Dothwendig,  dass  die  unendliche  Reihensumme 

(2)  2u  +Zu  +?u  +Zu  +... 

convergirt.  —  Diese  Art  von  Convergenz  des  Productes  kann  daher 
nur  eintreten,  wenn 

lim  •  Zu  =  0,    lim .  u  =  1 

r  '  r 

r=oo  r=oo 

ist,  erfordert  aber  selbstverständlich  ausserdem  die  Erfüllung  der 
Ansprüche  an  die  Logarithmen  der  Factoren,  welche  zur  Conver- 
genz ihrer  Summe  sonst  noch  gemacht  werden  müssen. 

Während  in  dem  so  eben  besprochenen  Falle  zugleich  mit  zu 

1 
auch  das  Product  —  der  reciproken  Werthe  der  Factoren  u    con- 

r 

vergirt,   so    geschieht    dieses    nicht   in   demjenigen,    in   welchem 

lim-  t!i^=0  ist,  und  die  Reihensumme  (2)  wächst  hierbei  negativ 

r=roo 

unendlich,  anstatt  zu  convergiren.  —  Die  Voraussetzung,  dass  sämmt- 
liche  Factoren  .u^  positiv  seien,  beschränkt  auch  hier  die  Allge- 
meinheit nicht,  weil  sich  der  Grenzwerth  m  =  0  nicht  ändert,  wenn 
üian  die  etwa  vorhandenen  negativen  Factoren  durch  ihre  abso- 
luten Werthe  ersetzt 

r 

Ein  Reihenproduct  soll  echt  oder  unecht  convergent 

heissen,  je  nachdem  sein  Grenzwerth  >0  oder  =0  ist. 

Die  echt  convergenten  Producte  können  bedingt  oder  unbe- 
dingt convergiren,  je  nachdem  es  die  Reihe  (2)  thut. 

Bei  bedingter  Convergenz  der  Reihe  (2)  kann  man  durch 

eine  geeignete  Veränderung  der  Summandenfolge  ihren  Grenzwerth 

beliebig  ändern  (§  54);  also  kann  man  das  Analoge  in  Bezug  auf 

lim  •  ts^  durch  Veränderung  der  Factorenfolge  bewirken.    In  dem 

besondern  Fall,  in  welchem  die  Glieder  der  Reihe  (2)  abwechselnde 

Vorzeichen  bei  unausgesetzt  zur  Null  abnehmenden  absoluten  Wer- 

then  haben,  besitzen  die  Glieder  der  Reihe 

13* 
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tu  ,  Z— 5  Zu  ,  1-9  In,  l 


u  3'     u  6'     u 

8  4  6 

einerlei  Vorzeichen   und  nehmen,   weil  l  —  =  —  Im    ist,  ihrem 

u  ' 

r 

absoluten  Betrage  nach  unausgesetzt  ab.     Dies  bedeutet  für  die 
Reihe  der  Numeri 


'2  "4  6 


U         — »    U„,  »    U    .    5    ••  •> 


dass   sie   in   dieser   Folge   eine   der  1  zustrebende  Scala   bilden. 
Hiermit   ist  eine  ausreichende,   wenngleich   nicht   nothwendige 
Bedingung  für  die  Convergenz  des  Productes  (1)  gewonnen,  welche 
,  sich  bequem  handhaben  lässt. 

Für  die  unbedingt  convergenten  Producte  ergiebt  sich  durch 
Anwendung  von  §  52  auf  die  Reihe  (2)  als  ein  ausreichendes 
Merkmal,  dass  das  Product 

l  vi  r..-«       v\l  v)       .Zu^  =  ip(r) 

bei  irgend  einer  Nummer  n  für  p  >  0  endlich  bleibe,  wenn  r  un- 
endlich wächst.     Dasselbe  gilt  daher  von  der  Potenz 


«0    .1  .n  — 


•r(."r) 


1  +  P 


u;"'--'      '^'"      =  e"'"^  ==  A  (r) 

mit  Ausschluss  des  Grenzwerthes  lim-  >l(r)  =  0. 

Unecht  convergent  ist  das  Reihenproduct,  wenn  die  Reihen- 
summe (2)  negativ  unendlich  wächst.  Dies  geschieht  nach  §  52 
jedenfalls,  wenn  das  obige  ^(r)  für  p<0  einen  endlichen  oder 
unendlichen  negativen  Werth  erlangt,  oder  —  anders  gesagt  — 
wenn  l>jl(r)^0  hervorgeht.  Hierzu  gehört  namentlich  auch 
der  Fall,  dass  u  kleiner  als  eine  die  1  nicht  erreichende  Constaiite 
bleibt,  weil  dann  für  n  =  0  und  p  =  0  schon 

sich  der  Grenze  Null  nähert. 
Demnach  gilt  der  folgende 
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Lehrsatz  I. 

Das  Product 

(1  j  CT  =  U    •  U    •  U    •  •  •  U^  •  •  • 

ist  eeht  aber  bedingt  eonTergent,  wenn  die  Glieder  der 
Reihe 

^  1  '    u  «       U  6       u 

8  4  6 

eine  der  1  zustrebende  Scala  bilden,  dagegen  eeht  und 
unbedingt  eonyergent,  wenn  die  Potenz 

(4)  u/'  «''•••'" " ''  ('*'')      =  e'^^'^  =  X  (r) 

bei  irgend  einer  Nummer  n  für  p>0  endlich  und  von 
Null  verschieden  bleibt,  sobald  r  unendlich  wächst. 

Gewinnt  dagegen  bei  unendlich  wachsendem  r  die 
Scala  l>>l(r)>0  Geltung  für  p<0,  so  ist  das  Product  (1) 
onecht  eonyergent,  d.  h.  es  ist  dann  lim -17^=0,  weshalb 
das  reciproko  Product  divergirt. 

Zuweilen  ist  eine  andere  Form  der  Convergenzbedingungen, 
welche  durch  die  Anwendung  von  §  42  auf  die  Reihe  (2)  erhalten 
wird,  bequemer.  Setzt  man  nämlich  u  =  1  +  z,  so  ist  nach  §  42 
(3)  und  (4): 


1 


^  j/i+zyv         ^     \  2+e 

(0<6<1), 

oder: 

1  +  e' 


2  +  e 

eine  Zahl   bedeatet,   welche  bei   einem  positiven  Werthe   von   z 

1  2 

zwischen  ^  und  „>  l^ei  einem  negativen  Werthe  von  z  aber  zwischen 

1 

.y  uud  1  liegt. 
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Daher  kana  man  ia  allen  Fällen,  in  welchen  2u   einen  posi- 
tiven oder  negativen  Werth  hat, 

?u  =Ul  +  z)==z  — C  -z* 

r  ^        '       rA  r  r         r 

setzen,  wo  unter  C^  eine  endlich  bestimmte  positive  Zahl  verstan- 
den wird,  welche  desto  genauer  den  Werth  ^  besitzt,  je  kleiner 

abs«z  ist. 

Mithin  convergirt  oder  divergirt  die  Reihe  (2),  je  nachdem 
die  beiden  Reihen 

S  +2:2+Z3  +  z^  +  ..o 

^1   +  ^2  +  Zg  +  Z4  -I-  •  •  • 

convergiren,  oder  mindestens  eine  von  ihnen  divergirt.  Ist  die  erstore 
unbedingt  convergent,  so  ist  es  auch  die  zweite,  weil  deren  Glieder 
aus  denjenigen  der  ersteren  durch  Multiplication  mit  den  endlichen 
Zahlen  z^ ,  z^ ,  z^ ,  z^ ,  ...  hervorgehn.  Dagegen  kann  die  zweite 
divergiren,  wenn  die  erstere  bedingt  convergirt,  z.  B.  könnten  die 
Reihen  lauten: 


1  +i__±  + 

■  Tn  ml 


m  m  in  .^m 

2  3  4  5 

J_  +  J_  +  J_  +  J_+... 

2m     '        2m     '        2m     "^      2m     ^ 

2  o  4  0 

Diese  Betrachtungen  fuhren  zu  dem 


;(o<m^i) 


Lehrsatz  II. 

Das  Product 

(5)  nT  =  (l  +  z^)(l  +  z^)(l  +  z^)...(l  +  z,)... 

ist  echt  und  nnhedlngt  convergeiit,  wenn  die  Reihensumme 

(6)  z^+z^+z^H |-z,+  --- 

unbedingt  convergirt;  echt  und  bedingt  convergent,  wenn 
die  Reihensumme  (6)  bedingt  convergirt  und  ausserdem 
auch  die  Summe  der  Quadrate  der  z,  nämlich 

(7)  z^'  +  z3'  +  z;+...+z;  +  ..., 
eiuen  endlichen  Gren55wertb  besitzt. 
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Unecht  conyergeiit  ist  das  Product  (5),  sowohl  wenn 
(6)  convergirt  und  (7)  divergirt,  als  auch  wenn  der  Werth 
von  (6)  negativ  unendlich  wächst,  während  lim-  z  =0  ist. 


r:^cx> 


L     Das  Product 


m  =  zr 


Beispiele: 

2   2   4   4   6   6 
r"3'3'5*5'7 


convergirt  zu  einem  von  Null  yerschiedenen  Grenzwerth;  es  ist  echt 
convergent,  weil 

r>2>3>4>5>6>-"  ^nd  lim.-^  =  l 

r==oo 
ist 

Übrigens  findet  unbedingte  Convergenz  statt  bei  der  Dar- 
stellung: 

2    2-4    4-6    6-8 


tSJ  =  zr 


1    33    5.5     77 


denn  wenn  man 


(2r  — 2).2r       ,  1 


(2r-l) 


(2r  - 1)' 


setzte  so  erhält  man  aus  (4)  für  n  =  0  und  p  =  -|-  1  ^  ^uxe  end- 
liche und  von  Null  verschiedene  Grösse: 


.t 


lim  •  >l  (r)  =  lim  •  u^'  =  lim  •  1 1 ^ 

r=cx>  r=:oo  r=oo\        (2r — 1) 


=  lim- 
r==oo 


1— 


1 


(2r-l)' 


I 

n^      r  / 


(2r-l) 

Dasselbe  gilt  auch  bei  der  Gruppirung 

,_  2-2    4»4    6-6 
^""13"  35  '  57  ' 


2 


=  e 


1 
T 


•  •  j 


denn  dann  ist  für  n  =  0  und  p  =  +  1 : 
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;r»'<"=i°'<.i0-w2^+.)/-,= 


-.  I  =  lim  • 

oc 


1 


k'-^.)l 


=  e 


1 


Und  man  hat  m  =  m\  weil  der  Quotient  dieser  Grössen  von 
der  Form  lim  •  ( 1  H — )  =  ^  ^^^ 


r=oo 
In  der  ursprünglichen  Form 

2   2   4   4    6    6 

—  •  —  •  — . —  •  —  •  —  •  — 

13   3   5   5    7 


ta  = 


ist  aber  die  Convergenz  eine  bedingte;  denn  bei  dieser  Form  wird 
die  Reihensumme  (2)  bedingt  convergent,  weil  das  Product  der  Reihe 


2     3     4     5     6     7 
r'2'3'4"      " 


r+1 


->  -»  ...»  - 
ob  r 

divergii*t,  was  man  schon  vermittelst  directer  Multiplication  erkennt, 
da  sich  jeder  Zähler  gegen  den  folgenden  Nenner  hebt.  Man 
kann  daher  dem  m  durch  die  blosse  Änderung  der  Folge  der 
Factoren  jeden  beliebigen  Werth  ertheilen. 

Zu  denselben  Resultaten  gelangt  man  einfacher  vermittelst 
des  Lehrsatzes  II,  da  gt,  je  nachdem  man  die  Factoren  einzeln 
stehn  lässt  oder  zu  zweien  zusammenfasst,  so  dargestellt  werden 
kann: 


m 


=(•+4 


1 


t)('+^-)('-|)('+t)- 


oder: 


CT 


=('+4K'-i.)('-p)(---.) 


II.   Das  so  eben  behandelte  Beispiel  lässt  sich  als  ein  beson- 
derer Fall  des  folgenden  anschn: 


°=i'+i^  '+2- 


^+j4-.|- 


in  welchem  x  ,  x  ,  x^,  •••  beliebige  positive  oder  negative  Zahlen 
bedeuten, 
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Hier  entsteht  für  n  =  0  aus  (4): 

X 

was  desto  genauer  mit  e  '  übereinstimmt,  je  grösser  r  wird. 

Daher  convergirt  unser  Product  m  echt  und  unbe- 
dingt, wenn  p>0  ist,  und  x^  bei  unendlich  wachsendem 
r  endlich  bleibt;  dagegen  anecht,  wenn  0>p>  —  1  ist, 
und  x^  bei  unendlich  wachsendem  r  nur  negative  end- 
liche Werthe  annimmt.  —  Für  Xj>0  und  0>p>>  —  1 
divergirt  das  Product  m, 

Dass,  wie  wir   in  §  39   auf  anderm  Wege  ermittelt  haben, 

(   1  sich  dem  Grenzwerthe  Null  nähert,  wenn  (n  + 1)  >  0  ist,  zeigt 

sich  auch  hieraus;  denn  man  braucht  nur  p  =  0  und  x^=  —  (n +1) 
zu  setzen,  um  dasselbe  Resultat  zu  erhalten. 

UL    Das  Product 

CT=(l  +  a^x')(l  +  a,x')(l  +  a3X«)(l  +  a^x*)... 

ist  nach  L.  II.  echt  und  unbedingt  convergent  für  abs-x<Cl, 
fiJls  a  ,  a^,  a,,  a  ,  ...  irgend  welche  positive  oder  negative  Con- 
stauten  bedeuten,  welche  nicht  mit  ihrem  Index  zugleich  unendlich 
zunehmen;  denn  die  Reihensumme 

a,  X  +a  X  +a  x   +a  x  A 

ist  in  diesem  Falle  unbedingt  convergent. 
IV.    Das  Product 


hat  nach  L.  II  für  0  <C  dq  <  ö  <iön  Werth  er  =  0.     Dagegen  ist 

»  von  Null  verschieden  für  m  >  ^  ?  aber  noch  von  der  Folge  der 
Factoren  abhängig,  ausser  wenn  m  >- 1  angenommen  wird. 
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§  58. 
Äquivalente  unendlich  grosser  oder  kleiner  Producte. 

Sind  die  Functionen  f{x)  und  9>(x)  bei  einer  vorge- 
schriebenen Veränderung  von  x  in  der  Weise  unendlich 

f(x) 
gross  oder  klein,  dass  ihr  Quotient -^-4  den  Grenzwerth  1 

g){x) 

besitzt,  so  heisst  die  eine  ein  Äquivalent  der  andern. 

Wir  haben  in  diesem  Capitel  schon  eine  grössere  Anzahl 
solcher  Äquivalente  für  unendlich  grosse  Integrale  und  Reihen- 
summen kennen  lernen,  z.  B.  für  letztere  in  §  52  (2)  und  (3); 
und  es  gewinnt  beim  ersten  Anblick  den  Anschein,  als  ob  die  hier 
namentlich  angeführten  Formeln  durch  Vermittelung  der  Reihe  (2) 
des  vorigen  §  sich  ohne  Weiteres  zur  Herleitung  von  Äquivalenten 
für  das  Product  tsj  benutzen  Hessen.  Jedoch  bedarf  es  hierbei 
einiger  Vorsicht,  weil  aus  der  Gleichung 

tu 
lim.  ^  =  1 

r=oo      r 

nicht  geschlossen  werden  kann,  dass  auch 

« 
u 

lim.  —'  =  1 

sei;  denn  es  folgt  nur,  dass 

lim.  :^'  =  lim.. 

W  ' 

r=cx)      r      T=oo 

ist,  wo  V    eine  Function  von  r  bedeutet,  welche  der  Bedingung 

Iy 

lim.  ^=0 
^w 

genügt  —  Man  überzeugt  sich  hiervon  sehr  leicht  durch  die  Be- 
trachtung des  Braches 

Zu  —ly 

t  T 


Zw 


r 


aus  welchem  u.  a.  hervorgeht,   dass  v^  sogar  unendlich  wachsen 
kann,  wenn  w^  unendlich  wächst. 

Um  eine  sichere  Basis  zu  gevdnnen,  wollen  wir  zunächst 
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ln=<p{r) 


i-fi 


setzen,  wo  1  >  /m  >  0  sei.    Dann  ergiebt  der  Taylorsche  Satz,  weil 


_gp;(x)_J_      _^  - 


1-   +_     1 


wird: 


A?(x)dx 


r  ux      ZxZx  Zx-Zxl 


dx. 


Substituirt  man  in  dieser  Gleicbung  für  r  nacb  und  nach  die 
Werthe  a  +  1,  a+2,  a  +  S,  ...,  r  und  summirt  die  linken,  wie 
auch  die  rechten  Seiten,  so  ergiebt  sich: 

r+l 

99  (x)  d  X  =  (Z  cj^  —  Z  6j  J  —  Z  E^ , 

WO  zur  Abkürzung 

u 


CT  .=  U   •  U    •  U 
r  12        3 


lx!i  =  ln  +lu4-lxi  -\ hin, 

m  =  r     ™+l 

«E  =  2     /(m4-l-x)9.(x)l-J-  +  -,— i    +••• 

•   •    •         I  i^       ' 


1 


dx 


2  X  •  •  2  X 
gesetzt  ist 

Die  Differentiale  der  einzelnen  Integrale,  durch  deren  Sum- 

mation  tE^  gewonnen  wird,   sind  positiv,   sobald  a  gross  genug 

genommen  wird,  um  dem  l  x  innerhalb  der  Integrationsintervalle 
positive  Werthe  zu  ertheilen.  Daher  sind  es  auch  die  Integrale. 
Und  da  femer  (m+1  —  x)  zwischen  1  und  0  variirt,  so  ist: 

r+l 

1  1  1  __  ##       1 

dx. 


a^Ti  l    1^         t   xl   X  l   X'"l    V 
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Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Ungleichung  erlangt  bei 
unendlich  wachsendem  r  einen  endlichen  Grenzwerth  nach  §  49, 
weil  man  wegen  der  vorausgesetzten  Scala  1  >>  /m  >  0  positive 
Werthe  p  angeben  kann,  für  welche  (p  +  i^)  <<  1,  und  demnach 


lim-  q)(x) 

X=oo 


1   +_i_+...+  ^Zlü 


Ix      t  xl  X 


l    X'-l    X 


Ixlx'-l      x{l  x) 


1+p 


,  -  \^-^^{  1  1 

M  1 


X=oo 


Ix       l  xl  X 


l  X'lx^ 


p+/* 


p+^ 


=  lim- 


X=oo|         l  X 


(«vj+...+Jii^)— + 

0  '  "^.0  ^n— 1        "^ 


\-ll 


«^•■•«  ^  «v-r^x-M 


1-p-^l 


=  0 


hervorgeht,  welchen  Werth  auch  immer  die  Nummer  n  besitzen 
mag. 

Daher  ist  die  Gleichung 

r+l 


Cy  =GJ  -E  •  e 

r  a        r 


a+] 


von  der  Beschaffenheit,  dass  lim-  E    einen  bestimmten  endlichen, 

'  r  ' 

r=oo 
von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt. 

Der  Werth  des  rechts  stehenden  Integrals  ist 
1)  für  fi  =  Oi 

y'95(x)dx=z''^\r4-l)-~Z''"^'(a+l)  =  Z-Z"(r+l)  — l-iV+l); 


»+i 


2)  für  n^Oi 


jT?)  (X)  dx  =  i  [  (?>  + 1))"- (2^+ 1))"' 


m 


Mithin    ergiebt    sich,    da    bei    unserer   Voraussetzung  lim  •  —  ^- 
=  lim  -  u  , ,  ^  1  ist,  '  ' 

r+l  ' 

1)  für  fi  =  Oi 


CT 


lim-  — '  =  C, 

r=roo  l  V 
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2)  für  ii>0:  ' 

m 
lim.    — ^  =  C; 

e    '* 
wo  C   einen  endlichen,   von  Null  verschiedenen  Werth  bedeutet; 
auf  dessen  genauere  Angabe  kommt  es  uns  nicht  an. 

Nachdem  diese  Vorbereitungen  getroffen  sind,  wollen  wir  die 
Voraussetzung  fallen  lassen,  dass  2u^  =  9)(r)  sei,  und  anstatt  der- 
selben den  allgemeineren  Fall  setzen,  dass  der  Quotient 

In 

.  9>  (r)       ^  ^  ^ 

sich  bei  unendlich  wachsendem  r  einem  von  Null  verschiedenen 
Grenzwerthe  nähere  oder  wenigstens  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden bleiba     Dann  ist  nach  dem  Obigen: 

2j  =  Zu.^^  +  tu.^,  +  ...  +  Zu 

a 

=  V?(a+l).9)(a+l>+ip(a+2).9)(a+2)H htp(r)-9^(r) 

=  tp.  [9)(a+l)  +  9)(a+2)H \-q>(TJ\ 


=  tp. 


r+l 


2E+/9)(x)dx 


»+i 


wo  y?   einen  Mittelwerth   zwischen  denen  bedeutet,  welche  tp  (x) 
von  x  =  a+l  bis  x  =  r  annimmt.     Hieraus  folgt: 

r-l-l  r+1 

\f^.l(p(x)dx  ^  /y(x)dx 

i  V-'  a  +  1  ,,V'      a+1 

CT    =  CT    •  iL      •  e  =  CT    •  Hl    •  /  5 

rar  a 

wo,  w^ie  im  vorigen  §, 

e      =^(r) 

gesetzt  ist,  und 

A  =  M{;i(a  +  l),  ^(r)} 
bedeutet. 

Demnach  ist,  falls  X{r)  sich  einem  bestimmten  Grenzwerthe 
nähert. 
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1)  für  ^  =  0: 


2)  für  fi>0: 


lim.  — ^  =  C, 


27 

lim ^=C. 

r=oo    {^\f 


Und  falls  X  (r)  zwischen  endlichen  Grenzen^  oscillirt,  so  sind  diese 
Gleichungen  so  zu  verstehn,  dass  die  linken  Seiten  bei  unendlich 

wachsendem  r  dennoch  endlich  bleiben. 

2(r) 
Übrigens   muss   im   ersteren   Falle  lim---y^=l    sein,    weil 

einerseits  das  X  durch  die  völlig  der  Willkür  überlassene  Ver- 
grösserung  von  a  dem  >l(r)  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann, 
und  weil  andrerseits  für  ein  co,  welches  gleichzeitig  mit  r  unendlich 
wächst,  die  Relation 


CÜ 


m  m  ^^      X 

C  =  lim.  -^  =  lim.  --^  =  lim.  -^-  -^ 

r^oo  X       r=oo  X        r=oo  X     \   i 

bei  verschiedenen  Functionen  X  und  X    nicht  Bestand  haben  kann, 
wenn  nicht 

lim .  —  =  1 

K 

ist. 

Nähern  sich  femer  die  Factoren  des  Productes  t3^  einem  von 

1  verschiedenon  Grenzwerthe  c,  so  ist  — -  ein   Product,    welches 

c' 

den  bisher  gestellten  Ansprüchen   genügt;   und  die  Formeln  für 

ein  solches  g(3hn  aus  den  obigen  hervor,  wenn  man  m    durch  — - 

c 

u 

und  u   durcli  —  ersetzt. 

'  c  • 

Ist  das  Product  ts    unecht  convergent,  anstatt  unendlich  zu 
wachsen,  so  ändert  sich  an  dem  Obigen  nichts,  ausser  dass  V'  (r)  <C  0 

und  daher  ;i  (r)  =  c       <  1  wird. 
Daher  gilt  der 
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Lehrsatz  I. 

Sind  die  Factoren  des  Productes 
(1)  CT  =u  •  u^*  u.  •••  u 

^    /  r  1       s       8  » 

Ton  solcher  Beschaffenheit,  dass  für  //>0  bei  irgend 
einer  Nummer  n  und  einem  constanten  Werthe  von  c  die 
Potenz 


fr  fr...  r     \  {t\) 


iO     -1_  -*"" 


(2)  (^)  =.(r) 

sich  einem  von  Null  Terschiodenen  Grenzwerthe  nähert, 
sobald  r  unendlich  wächst,  so  ist: 

(3)  lim.   ^      =C  für  ^  =  0, 


c'A(r) 


r=c»  '      ' 


(4)  lim- — ^  =C  für  ^>0; 

c';i(r)    /* 

wo  C  eine  von  Null  verschiedene  Constante  bedeutet 

Nähert  sich  X(t)  keinem  Grenzwerthe,  ohne  jedoch 
unendlich  gross  oder  klein  zu  sein,  so  gelten  die  Rela- 
tionen (3)  und  (4)  in  dem  Sinne,  dass  für  >l(r)  ein  Mittel- 
werth  zwischen  denjenigen  Werthen  zu  setzen  ist,  welche 
X(t)  annimpit,  nachdem  r  eine  beliebig  grosse  Zahl  über- 
schritten hat. 

Das  Product  üj^  wächst  unendlich  oder  nimmt  unend- 
lich ab,  je  nachdem  >l(r)>l  oder  «<1  wird. 

Ist  n^  selbst  unendlich  gross  oder  klein,  so  interessirt  beson- 

±1 
ders  der  Fall,  in  welchem  u^  =  (a  +  r)      ist. 

Die  Reihe  (2)  des  vorigen  §  lautet  in  diesem  Falle  für  das 

obere  Vorzeichen: 

während  für  das  untere  Vorzeichen  nur  alle  Summanden  negativ 
werden. 
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Um  dieselbe  durch  eine  Sümine  von  Integralen  auszudrücken, 
benutzen  wir  den  Taylorschen  Satz  (§  36  (2)  und  §  38  (2)) ,  indem 
wir  /"(x)  =  9)(x)  setzen,  in  der  Form: 


i     ' 


fq)(x)dx  =  (z — a)  9)(a)  +  (z  —  a)  -J\xg/(z — u(z — a))du. 

s  0 

Wir  erhalten  durch  die  Substitution  von 

1        r  z  a 

<p(x)=r«x,     (p'(x)  =  -»    J9)(x)dx  =  z?-— a«  — 

die  Relation: 

zl ar-  =  (z— a)ia  +  (z— a)  •  7 7 r-- 

e  e       ^         /IX         /    j  2  —  (z — a)u 

0 
Dieselbe  wird  für  unsern  Zweck  verwendbar,  wenn  man  zunächst 

z  —  a  =^  -|-  ^  5  dann  z  —  a  =  —  ^  setzt  und  hierauf  die  beiden  so 

erhaltenen  Gleichungen  durch  Subtraction  verbindet.     Da  hierbei 

links  das  Glied  aZ—  wegfällt,  so  ergiebt  sich: 

0    *  +  2~2"  ^    ^~2"^2" 

./4a*-(l-u)-' 
und  hieraus  folgt,  wenn  man  noch  (1 — u)  für  u  einfuhrt: 

0 

Identificirt  man  nun  das  a  nach  und  nach  mit  a+1,  a+2,  ..., 
a+r  und  summirt  die  dadurch  erhaltenen  Relationen,  so  folgt: 


tüT  = 

r 
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a  +  r  +  ^j.e-- («+-J-2 


»  =  a-f-r 


»?r(.i5^     4a— u 


e 
u(l  — u)du 


Unter  den  Summanden  der  rechten  Seite  ist  bloss  der  erste 
bei  unendlich  wachsendem  r  unendlich;  denn  die  unendliche  Reihe 
2  convergirt  nach  §  52  (4),  weil  das  Product 


u(l — u)du 


l^p      /-u(l  — UjdU     ^^.l  +  P  ^ 

•/4fa  +  r^*— u*  4(a 


6(1-6) 


2 


4(«  +  r)  —6 


^.   (0<6<1), 


für  positive  Werthe  von  p  endlich  bleibt  —  Z.  B.  besitzt  es  für 

0  <  p  <;  l  den  Grenz werth  0,  für  p  =  l  den  Grenzwerth  j  6  (1 — 6) . 

Daher  ist  der  Grenzwerth  dessen,  was  auf  der  rechten  Seite 
zum  ersten  Summanden  noch  hinzukommt,  eine  endliche  Function 
von  a  allein.    Bezeichnet  man  dieselbe  mit  t  f{a)  und  beachtet,  dass 


Um .  (l  +  ^r  =  lim .  (l  +  ^-)'.  lim  •  (l  +  ^-W 

=roo  T==oo  r=30 


m 


ist,  SO  erhält  man  den 


Lehrsatz  IL 

Für  jedes  von  r  unabhängige,  den  Werth 
steigende  a  ist,  wenn 

(5)  m={a  +  l)  («+2)  («  +  3)  ...  («+r) 

bedeutet: 


2 


über- 


'6) 


lim- 
r=oo 


«  +  r  +  c 


1 


ff  +  r  + 


CT  : 

r 


,  =  /•(«) , 


Wvrpitxky,   Differential-  a.  InteflrralrechnaBg. 
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(7) 


im.L,:(i) 


lim 
r=oo 


I 


/■(«); 


WO  f(a)  eine  positive,  endliche  und  nicht  verschwindende 
Function  von  a  bedeutet.*) 

Übrigens  gelten  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  auch 
für  jedes  negative  a,  nur  dass  /*(«)  dann  auch  negativ 
sein   kann  und  für  jedes  ganze  negative  a  verschwindet. 

Was  die  zuletzt  ausgesprochene  Behauptung  betrifft,  welche 
in  der  vorangehenden  Entwickelung  noch  nicht  vollständig  erhärtet 
ist,  so  leuchtet  deren  Rechtsbeständigkeit  sofort  ein,  wenn  man 
bedenkt,  dass 

CT  =(«+!)(«+ 2).. •(a+k).{(«+k)  + l}.{(a+k)  + 2}  ■•  • 

...{(a+k)  +  (r-k)} 

geschrieben  werden  kann,  und  dass  daher  nach  (6): 


lim- 

CT  : 

r 

r — 00 

- 

(«  +  k)  +  (r-k)  + 


(o  +  k)  +  (r-k)  +  -i- 
1""  * 


=  («  +  l)(a+2)---(a+k)./-(a+k) 
')  Zur  Bestimmung  von  f{a)  hat  sich  oben  zunächst  ergeben: 

Auf  eine  tiefer  greifende  Discussion  von  /"(a)  einzugchn,  ist  hier  nicht  der 
Ort.  Es  mag  aber  noch  erwähnt  werden,  dass  sich  diurch  die  Zerlegung 
u  (1 — u)  =  u  —  u'  ergiebt : 

«  +  y  ^,J      4a«- u«      _     / 

fia^  -  /-%  .  e  •  =  "+■  »  .  V  ^fj  _2JL  2 

a^l]  f       II    (2a-l)(2 


2a 

"(2a+f) 


a  =  o+l 


WO  der  mittlere  Factor  zwischen  1  und  e    2^*"  +  >)  Hegt 
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ist,  sobald   man  k   gross   genug  annimmt,   um  a-f~kl> — o  zu 

machen.     Links  hebt  sich  aber  die  Yergrösserung  von  a  um  k 
gegen  die  Verminderung  von  r  um  k  auf. 


Beispiele. 

I.   In  §  39,(15)  ist 

(-.)'-C)=(-')'®-(>-Ml)('-"E^J)-(-"t') 

dargestellt.     Setzt  man.  aber  iu  der  Formel  (2)  dieses  §  n  =  0, 
li  =  Oy  c=l,  u^=(l ^— j»  80  ergiebt  sich: 


A(r)  =  (l-'^),      lim.i(r)  =  e 


-(n+l) 

r=oo 
und  aus  der  Formel  (3): 

lim* 


.(-"-t-fl-. 


I 


lim.jcT,.r"+j  =  C, 


wo  C  eine  von  Null  verschiedene  positive  Zahl  bedeutet. 
Daher  ist 


lim.  (-l)'(j).r-+'=C'. 


r=oo 


wo  die  Constante  C  einen  (von  n  abhängenden)  positiven  oder 
negativen,  völlig  bestimmten  Werth  hat,  welcher  nur  dann  =0 
ist,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  —  Dies  stimmt 

mit  dem  in  §  39  gefundenen  Resultat  überein,  dass  ( j,)  unendlich 

gross  oder  klein  ist,  je  nachdem  (n+lXO  oder  >0  ist  Unser 
jetziges  Resultat  geht  aber  weiter,  da  es  anzeigt,  dass 

( — l)'(i.)  äquivalent  mit  -—r^ 
sei. 
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II.    Für  das  Product 

d  =  1  •.2*3"-r  =  r! 

r 

ergeben  sich  aus  (6)  und  (7)  die  Ausdrücke; 


lim  - 


r '  • 


1    '+T 


=  f(0). 


so  dass  also 


f       '^^1 

lim.|rl:(|)         =Ve./-(0); 


r  + 


1/+. 


r!  äquivalent  mit 


e 


./•(O)  und  mit  (^)  •  Vr-f^O^ 


ist. 


III.   Der  Bruch  («+l)(«+2)(g+3):i-ig+L)  i«t  äquivalent 

1     •     Ä     •     o      •  •  •      r 


mit: 


—  Vergl.  I. 


-  ——1. .  r 

f{0)       • 


§  59. 


Differentiation  und  Integration  der  Reihensummen. 

Diflferentiirt  man  nach  x  eine  Gleichung 

(1)  /*W  =  ^  +  ^  +  ^  H h  ^_i  +  ^r^ 

in   welcher   f{x)   eine  Function   von  x,   dagegen   die  u^  uiid    ^ 
Functionen  von  x  und  einem  Parameter  r  sind»  so  erhält  man: 


(2) 


du,       du 


du 


du 


__.     ,        d® 

'  ^^       dx  ^  dx  ^  dx  ^       -^     J-     ^ 


dx       '    dx 

falls  —  was  wir  voraussetzen  —  sämmtliche  Functionen  diflfereu- 
tiirbar  sind. 
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Ferner  besitze  ejp^  die  Eigenschaft,  für  alle  innerhalb  eines 
^wissen  Interralls  liegenden  Werthe  von  x  bei  unendlich  grossem  r 
zu  verschwinden,  so  dass  in  diesem  Intervalle  f(x)  sich  als  Summe 
der  unendlichen  Reihe 

darstellt  *) 

Dann  lässt  sich  nicht  ohne  Weiteres  behaupten,  dass  auch 

da  du  du^         du 

sein  müsse,  weil  die  Derivirte  des  Restes  g)^  alle  denkbaien  Werthe 
aDziniehmeu  im  Stande  ist. 

Um  sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ohne  Rech- 
uuug  zu  überzeugen,  stelle  man  sich  x,  r,  g)^  als  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  der  Punkte  einer  Fläche  vor  (r  =  y,  (p  =z  in 
der  gebräuchlichen  Bezeichnung).  Diese  Fläche  schmiegt  sich 
unserer  Voraussetzung  nach  über  einem  Streifen  der  (x,  r)- Ebene, 
welcher  mit  der  r-Axe  parallel  verläuft,  desto  enger  an  diese 
Ebene  an,  je  weiter  man  sich  in  ihm  von  der  x-Axe  aus  entfernt; 
denn  ihr  Abstand  g)^  nähert  sich  hierbei  der  Grenze  Null.     Das 


')  Hört  für  irgend  welche  Werthe  von  x  die  Gleichung  lim  ■  y^.  =  0  zu 
gelten  auf,  welche  für  andere  Werthe  von  x  Bestand  hatte,  so  schwindet 
damit  selbstverständlich  nur  die  Identität  der  Function  f{x.)  mit  der  Beihen- 
summe  der  u  in  (3).  Damit  ist  aber  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  letztere 
dennoch  convergire,  für  sich  eine  stetige  Function  von  x  sei,  u.  dgl.  mehr. 
DeDo  es  liegt  in  den  obigen  Voraussetzungen  durchaus  nichts,  was  verhindert, 
dass  lim  •  <p^  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  der  x  verschwindet  und 
dann  andere  Werthe  annimmt. 

Wäre  beispielsweise  ^,  =  ( — 1)  y'Z  )»  so  ist  lim  •  ^^  =  0  für  x  >  0, 

während  lim  •  rp^  =  +  1  für  x  =  0  wird  (§  39).  Aus  der  für  jedes  x  und  r 
geltenden  Gleichung 

fa)=[Ax)-i]+e)-ß)+e)-. .. -(-!)'.  o+(-i/(^7i) 

folgt  daher: 

/•w=[/-(x)-i]  +  (g-ß)-tQ-.... 

w>  lange  x  >  0  ist,  während  die  rechte  Seite  dieser  letzten  Gleichung  für 
x  =  0  in  [/"(x)— l]  übergeht  und  für  x<0  unendlich  ist,  ohne  dass  die 
Unke  Seite  f{x)  diese  Sprünge  mitmacht. 
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schliesst  aber  u.  a.  nicht  aus,  dass  in  der  fraglichen  Fläche  nach 
derselben  Richtung  hin  Falten  verlaufen,  deren  Böschungswinkel 
senkrecht  zur  r-Axe  über  der  durch  ein  constantes  x  gegebenen 
Graden  beliebig  constant  von  Null  verschieden  ist  oder  zwischen 
beliebigen  constanten  Werthcn  schwankt  oder  sich  einem  von  Null 

,e»=>.M»e„  G...eH.e   ..,^:   ^    aber  „Us.   diese. 

dx 
Winkel  (nach  §  4),  kann  also  bei  unendlich  wachsendem 
r   alle    denkbaren    endlichen    Wertho   annehmen,    so   wie 
auch  bei  zunehmender  Steilheit  der  Böschung  unendlich 
wachsen,  u..s.  w. 

Damit  man  also  urtheilen  könne,  dass  aus  der  Gleichung  (3) 
die  Gleichung  (4)  folge,  muss  man  sich  auf  irgend  eine  Weise  von 
der  Gültigkeit  der  Relation 

do) 

r=oo  * 

überzeugen. 

Nun  kennt  man  aber,  wenn  f(x)  durch  die  Reihe  (3)  gegeben 

ist,  den  Rest  q>^  meistens  nicht  in  einer  analysirbaren  Form.    Dann 

bleibt  nichts  übrig,  als  auf  die  in  §  34  entwickelten  Kriterien  für 

die  Integrale  mit  unendlichen  Grenzen  zurück  zu  greifen.   Das  kann 

ohne  weiteres  geschehen,  weil  die  Gleichung  (3)  mit  der  Gleichung 


00 


f(x)=  ftp  (x,y)dx 

0 

identisch  ist,  falls  man  unter  tp(x,y)  eine  Function  versteht,  welche 
von  jeder  ganzen  Zahl  y  =  r  bis  zur  nächsten  y  =  r  -f-  1  den  in 
Bezug  auf  y  constanten  Werth  u^  bewahrt  und  dann  auf  u^  .  j 
überspringt. 

Es  ist  an  jener  Stelle  gezeigt  worden,  dass 


OD 


r(x)=/ 


btp(x,y)  du^         du^         du^ 


bx  ^        dx  dx  dx 

0 


hervorgeht,  wenn  der  Werth  des  Integrals 

du        du,        dV 

0.  _j L  J S 

ox  dx         dx         dx 


(5)       ß  'i^ = i-^ + 1-\ + '4 + 
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endlich  ist  und  es  bei  beliebig  kleinen  Variationen  von  x  nach 
der  Differentiationsrichtung  hin  bleibt. 

Dasselbe  ergiebt  sich  auch  durch  Anwendung  des  Taylorschen 
Satzes  auf  die  einzelnen  Glieder  der  Gleichung  (3). 

Schreibt  man  nämlich  der  grösseren  Bequemlichkeit  wegen 

du  (j*u 

u=ip(x,r),     -|-^  =  v?'(x,r),     — i  =  v?"(x,r), 

^^  dx 

so  ist  nach  §  36,  (2)  und  §  38,  (3): 

!f(x  +  h,r)  — ^(x,r)=h.tp'(x,r)+     h^Jv^'Xx  +  h— hyw,r)dw; 

0 

jedoch  nur  unter  der  ausdrücklichen  Bedingung,  dass  die  unter 
dem  Integralzeichen  stehende  Dorivirte  von  tp  zwischen  w  =  0 
und  w  =  1   endliche  Werthe  habe. 

Gilt  nun  die  Gleichung  (3)  nicht  nur  für  x,  sondeni  auch 
für  (x  4-  li)>  ist  also 

r=  OD  r  =  OD 

/•«  =  2v'(x,r),     /•(x  +  h)  =  2ip(x  +  h,r), 

r=0  r=0 

SO  folgt  aus  §  55,  L.  I  und  dem  Obigen,  dass 

r=_oo 

Ax+  h)  -/-(x)  =  2  [,p  (X  +  h.  r)  -  V  (X,  r)] 

x  =  0 

r=0  '=©0 

r  =  0  r— 0  0 

gesetzt  werden  darf,  falls  in  diesen  Ausdrücken  wenigstens  eine 
von  den  unendlichen  Reihen  convergirt. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  (6)  nähert  sich,  wenn  h 
unendlich  abnimmt,  dem  Grenzwerthe  /"(x).     Ob  aber  die  rechte 

T=    OD 

Seite  hierbei  in  ^V  ip' (x,r)   übergeht,   steht   selbst   dann   noch 

r  =  0 

nicht  fest,  wenn  die  durch  dieses  Zeichen  ausgedrückte  unendliche 
Reihe  convergirt,  sondern  erst  dann,  wenn  man  nachweisen  kann,  dass 
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r  —  oo 


(7)  lim-h'S'ftp"(x-\-h  —  hVif,T)dv 

h=0    ^/ 


r  —  OD 


=  lim.    Vh  /V"(x  +  li  — hV^,r)dw  =  0 

ist  —  In  der  ersten  Schreibweise  zeigt  dies  Übereinstimmung  mit 

1 

(5),   weil  das  Integral  /"^"(x  +  b  — hVw^r)dw  nach  §  19  ein 

0 

Mittelwerth  zwischen  denjenigen  ist,  welche  tp"(x,r)  beim  Über- 
gange von  X  in  (x  +  h)  annimmt;  in  der  zweiten  Schreibweise 
mit  dem  Lehrsatze  III  des  §  54,  nach  welchem  man  aus  dem 
Verschwinden  der  einzelnen  Glieder  einer  convergenten  Reihe  nicht 
unbedingt  auf  das  Verschwinden  der  Reihensumme  schliessen  kann. 
Um  unser  Kriterium  sofort  auf  ein  Beispiel  anzuwenden,  be- 
trachten wir  die  nach  §  42,  (5)  für  — l<Cx^  +  l  geltende 
Gleichung 

■■■"*"V27+T~27+2*r        ' 

in  welcher 

ist.     Sie  liefert  durch  Differentiation: 

^'(^)=ITi'  V''(x,r)=(l-x)x'",  ip"(x.r)=(2r-(2r+l)x)x'*'-. 

Der  Ausdruck  (5)  ist  wegen  der  Relation 

,.        v^"(x,r+l)       ,.        2r  +  2  — (2r  +  3)x      ^        » 

hm.  X_^^^    '  _Z=iim ^ /o     ,   i\         -x  =x' 

r^oo    "P  (x>0         ^^^     2r  — (2r  +  l)x 

nach  §  53,  L.  II  eine  für  abs  •  x  <<  1  convergirende  Reihe.    Daher 
gilt  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  (4): 


_i_   •  .  .  « 
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fiir  —  1  <<x<C  +  1.     Füi-  x  =  1   aber  gilt  sie  trotz  der  Conver- 

genz  der  rechten  Seite  o£fenbar  nicht  mehr,  da  sonst  ^^  =  0  sein 

müsste,^)  oder  —  wenn  wir  von  diesem  Substitutionsrcsultat  ab- 
schn  —  da  der  Ausdruck  (5)  wegen  des  Werthes  t^"  (1,  r)  =  —  1 
mit  unendlich  wachsender  Gliederzahl  unendlich  wächst. 

Zuweilen  hat  die  Untersuchung  des  Ausdruckes  (5)  auf  die 
Endlichkeit  seines  Werthes  ihre  eigeuthiimlichen  Schwierigkeiten, 
während  auf  irgend  welche  Weise  bereits  erkannt  ist,  dass  die 
Gleichung  (4)  für  alle  Werthe  von  x  gilt,  welche  dem  vorgelegten 
Werthe  z  dieses  Symbols  entweder  in  aufsteigender  oder  in  ab- 
steigender Folge  beliebig  nahe  kommen,  und  dass  die  Reihensumme 
auf  der  rechten  Seite  von  (4),  welche  durch  F(x)  bezeichnet  wer- 
den mag,  auch  für  x  =  z  convergirt. 

Sind  dann  die  beiden  in  (4)  verglichenen  Functionen  /"(x) 
und  F(x)  in  das  Identitätsgebiet  derselben  hinein  an  der  Stelle 
X  =  z  stetig  —  oder  anders  gesagt:  ist  dann 

lim  .  /-'(x)  =  /-'(z) .     lim  •  F  (x)  =  F  (z) , 

X==rZ  x=z 

so  muss  auch  /^(z)  =  F(z)  sein,  weil  sonst  der  Widerspruch  nicht 
getilgt  wird,  dass  die  Differenz 

{r(x)-F(x)} 

ohne   Verlust  ihi*er  Stetigkeit  von  0  auf  {/'(z)  —  F(z)}   springe. 

Legt  man  besondere  Formen  der  Glieder  u^  zu  Grunde,  so 
kann  man  selbstverständlich  weitergehende  Folgerungen  ziehn. 
Diese  werden  von  den  Eigenschaften  der  Functionen  u   abhängen. 

Vor  allen  andern  wichtig  sind  die  Potenzreihen: 

(9)         /•(x)  =  a^  +  a^x'  +  a,x'  +  a3x!*  +  ...  +  ax'  +  ... 

*)  Dieses  Beispiel  ist  grade  seiner  grossen  Einfachheit  wegen  vorzüg- 
lich geeignet,  die  Verschiedenheit  der  Begriffe  des  Grenzwerthes  lim  •  F  (x) 

x=z 
und  des  Snbstitutionswerthes  F  (,z)  zu  beleuchten :  Verstehen  wir  in  (8)  unter 

F  (x)  die  Summe  der  rechts  stehendjBn  Reihe,  so  ist  lim  •  F  (x)  =  ^,  F(l)  =^0. 

x=l  ^ 

—  Die  Function  F  (x),  welche  für  —  l<x<4-l  mit  /"(x)  =  überein- 

1  -j-x 

stimmt,  verliert  eben  bei  x  ^  -f  1^  il^f^  Stetigkeit,  während  dies  f{s)  nicht 
tiiiit 
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Da  hier 

u^  =  1^  (x,  r)  =  a^x% 

du  ,      d*u  ,    » 

'-j~-=V^(^>^)  =  ^^r^      »    TT  =  V^  (x,r)  =  r(r  — l)a^x 
Q3C  dx 

ist,  uud  unter  der  Voraussetzung  gleicher  Vorzeichen  von  x  und  x 

hervorgeht,  so  erkennt  man  mit  Hülfe  von  §  45,  (16)  sofort,  dass 
für  ab8'X<lah8*x 

lim.  f(J'^  =  o 

wird,  weshalb  die  ßeihe  (5),  nämlich 

2'l-a+3«2-ax  +  4-3-ax  -| > 

stärker  convergirt,  als  es  die  Reihe  (9)  für  ein  solches  x^  thut, 
welches  noch  unbedingte  Convergenz  von  (9)  bewirkt. 

Versteht  man  mithin  unter  z  den  grössten  Werth  von  x,  für 
welchen  die  Potenzreihe  (9)  noch  convergirt,  oder  den  kleinsten, 
für  welchen  sie  nicht  mehr  convergirt,  so  folgt  aus  ihr  stets 

(11)    /"(x)  =  l.a  +2.a  x^  +  3.a  x*H j-r-a  x'~^H 

für  abs-x<;abs'Z,  weil  die  Reihe  (9)  für  jedes  zwischen  x  und  z 
angenommene  x    unbedingt  convergirt  (§  54,  L.  IV). 

Ist  aber  x  =  z,  und  ist  f{z)  noch  cpnvergont,  so  bleibt  vor- 
läufig die  Gültigkeit  der  Gleichung  (11)  fraglich,  weil  sich  dann 
der  Ausdruck  (10)  nicht  mehr  zum  Ki'iterium  eignet. 

Jedoch  lässt  es  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  Gleichung  (11) 
jedenfalls  aifch  dann  noch  Gültigkeit  besitzt,  wenn  ihre  rechte 
Seite  entweder  unbedingt  oder  nur  deshalb  convergirt,  weil  die 
Vorzeichen  der  Glieder  altemiren  und  die  absoluten  Werthe  unaus- 
gesetzt und  unendlich  abnehmen. 

Im  orsteron  Falle  nämlich  ist  nach  §  55,  wenn  wir  die  Reihe 
auf  der  rechten  Seite  von  (11)  durch  F(x)  bezeichnen: 
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F(z)-F(z  — h)  =  l.a^  [z«_(z  — h)"] 

+  2.aj2'— (z-h)']+ 3. a3[z*-(z  —  h) ']  +  ... 

für  jedes  beliebig  kleine  h,  welches  mit  z  dasselbe  Vorzeichen 
besitzt;  und  es  couvergirt  die  Reihe  rechter  Hand  unbedingt,  weil 

abs  •  [z'  —  (z — h)']  <C  abs  •  z' 

ist,  so  dass  die  Differenz  {F(z)  — F(z— h)}  nach  §  54,  L.  III 
sich  zugleich  mit  h  dem  Grenzwerthe  NuU  nähert;  was  nach  dem 
Obigen  genügt. 

Um  die  Stetigkeit  im  ^weiten  Falle  nachzuweisen,  wollen  wir 
der  bequemeren  Behandluugsweise  wegen 

r-l        ,      .v'-i  X 

ra^z       =(—1)       a,_j,     -  =u, 

F(x)=*(u)  =  «^-a^u'+a^u*-«3u'  +  ... 
schreiben.     Dann  ist 
4^(1)— 4>(u)=-a^(l-u')  +  a^(l-u*)-a3(l-u')  +  ... 

für  jedes  dem  Werthe  1   von  0  her  beliebig  nahe  kommende  u, 
d.  i.  für  jedes  dem  Werthe  z  von  0  her  beliebig  nahe  kommende  x. 
Hieraus  ergiebt  sich,  weil  u  <1 1  ist: 

lim  -  a  (1  —  u')  =  lim  •  «^  =  0; 

und  es  muss  mithin,  weil  wir 

«o>«i>«2>^>-" 
vorausgesetzt  haben,  von  einer  gewissen  Nummer  r  ab  auch 

a,(l-u')>«+,(l-u'+')>«,^,.(l-u'+*)>... 

sein;  denn  sonst  müsste  die  Reihe  *(l5  —  *(u)  divergiren. 

Beachtet  man  femer,   dass  wegen  der  nachgewiesenen  Con- 
vcrgenz  der  Rest  seinem  absoluten  Betrage  nach  zwischen 

«,(l-u')  und  «^(l_u')-a,^,(l-u'+') 

liegt,  wenn  man  beim  r*®"»  Gliede  abbricht,  und  dass  beide  begren- 
zende Werthe  sich  mit  unendlich  wachsendem  r  der  Null  nähern, 
so  erhellt  es,  dass 
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lim  • 
u=l 


<P(1)  — *(u) 


=  0 


ist.  Damit  ist  die  Stetigkeit  von  F(x)  bei  der  Annäherung  an 
F(z)  erhärtet,  und  daher  auch  die  Gültigkeit  der  Gleichung  (11) 
für  x  =  z.  « 

Wir  resumiren: 

Lehrsatz  I. 

Gilt  die  Gleichung 
(12)  /•(x)  =  u^  +  u^+u^+U3+... 

innerhalb  eines  gewissen  Spielraums  für  die  Werthe  vou  x, 
so  folgt  aus  ihr  die  Gleichung 

du  du  du  du„ 

(13)       r(x)=-,^^+-^-f^/  +  -^-i 

nur  dann,  wenn  auch  die  Derivirte  des  Restes  als  unend- 
lich klein  bei  unendlich  wachsender  Gliederzahl  erkannt 
ist,  oder  wenn  die  Summe  der  Derivirten  zweiter  Ordnung 


2 


(14) 


d'u 


-T-I-  + 


d  u 


,         d*u 


du. 


+ 


-    dx'  dx  dx  dx 

nicht  nur  für  das  fragliche  x  endlich  ist,*)  sondern  aurh 
endlich  bleibt,  sobald  x  nach  der  Differentiationsrich- 
tung hin  beliebig  wenig  variirt  wird. 

Gilt  die  Gleichung  (13)  für  alle  Werthe  von  x,  welche 
sich  einer  Zahl  z  von  einer  Seite  her  beliebig  nähern, 
und  ist  hierbei,  indem  wir  unter  F(x)  die  rechte  Seite 
von  (13)  verstehn,  gleichzeitig 

(15)  lim./'(x)  =  /'(z),     lim.F(x)=F(z), 

x=z  x  =  z 

so  gilt  die  Gleichung  (13)  auch  noch  für  x  =  z,  während 
sie  ihre  Gültigkeit  verliert,  sobald  in  (15)  einer  der  Sub- 
stitutionswertho  von  dem  entsprechenden  Grenzworthe 
abweicht. 

Wird  eine  Function  f(x)  für  abs'X<lab8-z  durch  eine 
Potenzreihe  ausgedrückt: 


')  convergirt  oder  osciliirt. 
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(IG)  /•(x)  =  a^  +  a^x'  +  a^x'  +  a3x'  +  ..., 

so  ist  jederzeit  ebenfalls  für  abs'X<;abs«z  die  Derivirte: 

(17)  r(x)  =  l.a  +2.a^x^  +  3a3X*  +  ...; 

und  diese  Gleichung  gilt  auch  noch  für  ab8'X  =  abs-z, 
sobald  ihre  rechte  Seite  unbedingt  convergirt,  so  wie  für 
x  =  z,  sobald  sie  deshalb  convergirt,  weil  die  Vorzeichen 
der  Glieder  alterniren  und  die  absoluten  Werthe  eine 
der  Null  zustrebende  Scala  bilden.*) 

Znsatz. 

Gewinnt  man  durch  zwei  verschiedene  Entwicke- 
lungen  einer  Function  in  eine  Potenzreihe  die  Gleichung 

/(x)  =  a^  +  ajx'  +  a^x*4-a3x*  +  ... 

=  b^  +  b^x^  +  b^x*  +  b3xH..., 

so  sind  die  entsprechenden  Coefficienten  beider  Reihen 
gleich.  —  Denn  da  man  Potenzreihen  gliedweise  differentiiren 
darf,  so  ist 

m  =  %  =  \,     Ä==a^=b^.     m  =  a.=b,,    «.8.W. 

Wir  wollen  uns  jetzt  der  Integration  der  unendlichen  Reihen 
zuwenden,  indem  wir  dabei  voraussetzen,  dass  die  Reihe  (3)  von 
x  =  z    bis  x  =  z  convergire,  und  dass  die  dort  mit  u  benannten 


^)  Man  beachte,  dass  dies  nicht  mit  derjenigen  Erscheinung  im  Wider- 
spruch steht,  welche  oben  an  der  Entwickelung  von  2(1  -|-  x)  illustrirt  ist. 
Denn  jene  Reihe  hörte  dadurch,  dass  man  je  zwei  Glieder  der  lil-^-x) 
darstellenden  Potenzreihe  zusammennahm,   auf,  eine  Potenzreihe  zu  sein; 

desgl.  die  Reihe  (8)  für  die  Derivirte  .    Stellt  man  aber  die  Potenz- 

reihe durch  Zerlegung  der  einzelnen  Glieder  in  zwei  wieder  her,  schreibt  also 

=  1  —  x-f-x  — X   +X  —  X    -J , 


1  +  x 

so  hört  —  im  Gegensatze  zur  Form  (8)  —  die  Convergenz  fttr  x  =  1  auf, 

weil  lim  •  x'  =  1  und  nicht  =  0  wird. 

r=oc 
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Glieder  zwischen  diesen  Grenzen  sämmtlich  integrirbar  seien.    Dann 
folgt  aus  (1): 

X  Z  Z  ZI 

ff(x)dx=    fu^dx+fu^dx-] h/u,_idx   +  fq>^dx. 


L«o  «0  «0 


«0 


sobald  man   von   einem  der  beiden  Integrale  Jf{x)dXy  J  tp^dx 

weiss,  dass  es  einen  bestimmten  Werth  hat. 

Ist    von    der   Function   q)^   —   dem   Reste    der  unendlichen 
Reihe  (3)  —  bekannt,  dass  in  dem  Intervall  (z  ,  z)  ihr  absoluter 

Werth  <  4^^  ist,  so  kann  das  Integral  f  tp^dx,  falls  es  einen  Sinn 

»0 

hat,  seinem  Begriffe  nach  den  Werth  von  (z  —  z)-^^  nicht  über- 
steigen  und   besitzt    demnach    ebenfalls    einen    endlichen  Werth. 
Derselbe   nähert   sich   bei   unendlich   wachsendem  r  dem  Grenz- 
•werthe  0,  weil  dies  4^^  thut 
Daher  ist 


z 


(18)    //•(x)dx=/u^dx+/u^  dx+/u,  ^^+/",  dx+  -  - . 
wenn  die  Reihe  (3)    von  x  =  z     bis  x  =  z   convergirt,   und    das 

z 

Integral  r  9)^  dx  einen  Sinn  hat.     Das  Letztere  lässt  sich  aus  der 

«0 

blossen  Convergenz  der  Reihe  (3)  nicht  schliessen,  weil  man  aus 
dieser  Eigenschaft  allein  nicht  abnehmen  kann,  ob  sich  q)^  nicht 
unzählbar  oft  sprungweise  ändert  oder  auch  bei  stetiger  Änderung 
unzählbar  oft  wächst  und  abnimmt,  u.  dgl.  mehr. 

Dann  hilft  in  den  häufigst  vorkommenden  Fällen  wieder   der 
§  34  aus.     Denn  setzt  man,  wie  oben  bei  der  Differentiation, 


CO 


u  =  v?(x,y),    f(x)=Jtt>(x,j)dj, 

0 

so  ist  in  §  34  ausgemacht,  dass  die  Gleichung 


CO 


Jf(x)dx=fdjfy>(x,j)dx 

*o  0  zo 

—  d.  i.  die  Gleichung  (18)  —  jedenfalls  zu  Recht  besteht,  wenn 
das  Integral 


—    223    — 

J         bx       ^        dx  ^  dx  ^  dx  ^ 

0 

einen  endlichen  Werth  besitzt,  so  lange  x  einen  Werth  des  Inter- 
valls (z^,  z)  bedeutet. 

Ist  z  ein  solcher  Specialwerth  von  x,  für  welchen  die 
Gültigkeit  der  Gleichung  (18)  noch  nicht  feststeht,  während  sie 
fär  alle  aus  dem  Intervall  (z  ,  z)  heraus  dem  z  beliebig  nähe 
kommende  x  erwiesen  ist,  so  tritt  jedenfalls  dann  die  Berechtigung, 
(18)  auch  für  x  =  z  zu  verwenden,  ein,  wenn  beide  Seiten  dieser 
Gleichung  beim  Übergange  von  x  in  z  stetig  bleiben.  (Vergl. 
den  analogen  Schluss  bei  der  Di£ferentiation.)  Die  blosse  Con- 
vergenz  der  rechten  Seite  von  (18)  genügt  nicht. 

Um  dies  durch  ein  Beispiel  zu  beleuchten,  so  ist  nach  dem 
biDomischen  Satze: 

- — i=— 1  +  (2— 3x)-x*4-(4— 5x).x'+(6  — 7x).x'+- 


(1+x) 

für  — I<;x<<+1;  und  hieraus  folgt  nach  dem  Obigen,  weil 
die  Reihe  (19)  sich  in  der  für  —  l<;x<;+l  convergenten  Form 

(2-1— 3.2x).x"+(4.3— 5.4x).x*+(6-5— 7.6x).x*+... 
darstellt,  durch  Anwendung  von  (18)  —  falls  Zq  =  0  gesetzt  wird: 

j^-=(l  — z).zV(l  — z)-z*+(l  — z)-z*+(l  — z)-z'+--- 

für  — I<;z<<+1.  Jedoch  gilt  diese  —  mit  (8)  übereinstim- 
mende —  Gleichung,  wie  wir  früher  gesehn  haben,  nicht  mehr 
für  z  =  1 ,  obgleich  die  linke  Seite  stetig  und  die  rechte  Seite 
convergent  bleibt.     Es  fehlt  eben  rechts,  die  Stetigkeit 

In  welchem  Umfange  die  Stetigkeit  bei  Potenzreihen  verbürgt 
werden  kann,  ist  schon  früher  in  diesem  §  besprochen.  Unter 
Benutzung  des  dort  gewonnenen  Resultats  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz  IL 

Ist  in  dem  von  x  =  z    bis  x^z  reichenden  Intervall 

0 

(20)  fix)  =  u^+  u^  +  u^+  u,  +  .  •  • , 

90  folgt  aus  dieser  Gleichung,  dass 
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(21 )    /V(x)dx  =/\  dx  +f\  dl  +/u,  dx+f\dx-\-..- 

Zo  ^o  ^  'o  'H) 

ist,  falls  die  Summe 

du        du        du        du 
^  ^  dx  ^  dx  ^  dx  :^  dx  ^ 

für  alle  zu  jenem  Intervall  gehörenden  Werthe  des  x 
endlich  ist*) 

Ändern  sich  beide  Seiten  der  Gleichung  (21)  bei  der 
Annäherung  des  z  von  z  aus  an  einen  Specialwerth  g 
stetig  einem  Grenzwerthe,  welcher  auch  ihr  Substitutions- 
werth  für  z  =  g  ist,  so  gilt  die  Gleichung  (21)  auch  noch 
für  z  =  g,  mag  die  Gleichung  (20)  für  x  =  g  zutreffen, 
oder  nicht. 

Aus  der  für  x  =  z  convergirenden  Potenzreihe 

(23)  f(x)  =  a^+  a^  x'+  a,  x*+  a^  x'+  •  •  • 

folgt  stets: 

■  111 

(24)  ff(x)  dx  =  a^  z*+  ^ a^  z*+  ^ a,  z*+  - a^  2*+  •  •  • ; 

und  diese  letzte  Gleichung  gilt,  falls  sie  ursprünglich 
nur  für  abs-z<abs*g  erwiesen  sein  sollte,  auch  noch  für 
z  =  g,  sobald 

lim.  ff(x)dx=ff(x)dx 

z=go  0 

ist,  und  die  Reihe  rechter  Hand  für  z  =  g  entweder  un- 
bedingt convergirt  oder  wegen  alternirender  Vorzeichen 
und  unausgesetzt  und  unendlich  abnehmender  Werthe 
der  Glieder  convergent  ist. 

Als   Beispiel   hinsichtlich    der   Potenzreihen    diene    die     für 
—  1  <C  X  <;  4"  1  geltende  Gleichung: 

3  ,    _4 


l+x 


II  Z  i>     I  4 

—  x  +  x  —  x+x  — 


')  convergirt  oder  oscillirt. 
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Integrirt  man   zwischen   x^O   und   x==z,    so    erhält. man   für 

-1<Z<+1: 

a/ilN  1«,1S  14,15 

Z(1+Z)  =  Z— ^Z  +gZ  —  ^-Z  +p^Z 

Diese  Gleichung  gilt  aber  auch  noch  für  z  =  + 1  ?  weil 

Um.  I(l  +  z)  =  i2 
z=l 

ist,  und  die  Reihe  rechter  Hand  für  z  =  +  1  wegen  der  alter- 
nirenden  Vorzeichen  und  der  unausgesetzt  und  unendlich  abneh- 
menden Werthe  der  Glieder  convergirt. 

um  endlich  noch  ein  anderes  Beispiel  zu  behandeln,  welches 
nicht  wieder,  wie  das  obige,  auf  bereits  bekannte  Functionen 
fuhrt,  so  stellen  wir  die  Aufgabe,  die  Function 

o'   Vl  +  x" 

in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln. 

Für  — l-<.x<  +  l  ist  nach  dem  binomischen  Satz: 

r-^_i      1    u,   n  +  l,n      (n+l)(2n+l)  3„ 


yi_|_x°  ö  n-2n  n  •  2n  .  3n 

(n+l)(2n+l)(3n+l)  .. 
n   •   2n   •   3n   •   4n 

Daher  ergiebt  sich  aus  (24)  für  —  l<<z^-fl- 

YM=,^^  f^4.''+^    z^^+^  __(n  +  l)(2n  +  l)    z^"^ 
•^      ^      n  n+l"^n.2n  2n+l        n   •   2n   ■   3u    3n+l"^ 

Diese  Gleichung  gilt  aber  unter  allen  Umständen  auch  noch  für 
z  :=  —  1 ,  obgleich  die  Reihenentwickelung '  des  Differentials  bei 
einem  ungraden  n  den  Werth  x  ==  —  1  ausschliesst.  Denn  schreibt 
man  das  allgemeine  Glied  des  Ausdrucks  für  F(z)  in  der  Form 


-i-X      z 


h)- 


rn+J  1 


und  beachtet,  dass  nach  §  58  Beisp.  I  die  Grösse  C  •  r 


— 1 

n 


rn+1 
ein  Äquivalent  des  absoluten  Werthes  des  Binomialcoefficienten 

ist,  so   erkennt   man,   dass   der  absolute  Werth  des  allgemeinen 

Worpitsky,  Diiferential-  n.  Integralreohnniig.  15 


n 
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Gliedes   der  Reihenentwickelung  von  F  (+ 1)  äquivalent  mit  der 

1-1 

Grösse  r^,  also  auch  mit  dem  noch  einfacheren  Ausdrucke 

rn  +  l 

C 
-  ist.    Eine  Reihe  aber,  welche  den  letzteren  zum  allgemeinen 


2 

n 

r 


Gliede  hat,  convergirt  nach  §  52  unbedingt,  folglich  thut  es  auch 

unsere  Reihe  für  F  (+ 1).     Es   handelt   sich  demnach  nur  noch 

darum,  ob  die  Function  F(z)  bei  z  =  —  1  auch  dann  stetig  ist, 

falls  n  eine  ungrade  Zahl  bedeutet.     Sie  ist  es  aber  als  Integral 

einer  generell  stetigen  Function,  dessen  Werth  F  ( —  1)  einzig  und 

allein   durch   den   endlichen  Werth  von  lim.   F(z)  definirt  wird; 

z  =  — 1 

und  daßs  ein  solcher  existirt,  folgt  aus  §  50,  weil  nach  der  Sub- 
stitution  von   ( — x)   für   X  bei  jedem  zwischen  0  und  (l j 

liegenden  p 


n, 


lim- 

x=l  j/l_x" 

=  lini.- (^-'')  — ^JL  .  lim  .  (1  — x)     '     ""  =  0 

x=iy'i4_x  +  x'H hx""'     y^^  x  =  l 

ist.  Tritt  X  von  der  andern  Seite  an  diese  Stelle  heran,  so  er- 
giebt  sich  übrigens  für  unser  Integral  dasselbe  Resultat,  weshalb 
es  an  der  Stelle  z  =  —  1  stetig  ist. 

Soll  endlich  F(z)  für  abs-z>>l  bestimmt  werden,  so  muss 
man  von  der  Entwickelung 

1  1 


n 


X 


1^' 


_1  _1_  JL        n  +  l   _1 (n  + 1)  (2n  + 1)       1 

~x~       n  *x'^+i~'"n.2n'x^'''^'         n  •  2n   .  3n    'x**"^' "^ 

ausgehn,  darf  dabei  aber  nicht  zwischen  0  und  z  integriren,  son- 
dern muss  Integrätionsgrenzen  wählen,  welche  ilirem  absoluten 
Betrage  nach  >  1  sind.     Dadurch  ergiebt  sich  u.  a.  für  z  >>  1 : 
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F(z)-F(l) 

j2  ,   l.J n+1 1_  +  (H+1)(?°+A)._1 

"""n  nz»       n^n^nz*"         n  •  2n  •  3n      Sn-z 


3n 


_1.1     +?±1.±  (n+l)(2n+l)     1 

n   n         n-2ii   2n  n  •  2d  •  an     3n 

und  für  z<C — 1  bei  einem  ungraden  n: 

F(z)-F(-1) 

-tr     7^4-1     1        ("+1)       1  (n+l)(2n+l)       1 


3n 


n  112^        n-2n    2n-z^''        n  •  2n  •  3n    3^.2 

4-1     l4.?L±l±  (n+l)(2n+l)     1 

"^  n     n  "^  n.2n    2n        "^  n  •  2n  •  3n     3n"^ 

—  Die  hier  durch  das  letzte  Beispiel  iDustrirto  «Methode,  Inte- 
grale vermittelst  unendlicher  Reihen  auszuwerthen,  ist  für  die 
Integralrechnung  von  um  so  grösserer  Wichtigkeit,  je  häufiger 
sich  die  Integrale  bekannter  Functionen  der  Darstellung  durch 
geschlossene  Ausdrücke  vermittelst  bekannter  Functionen  entziehn. 


15' 
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Capitel  X. 

Die  complexen  Zahlen  und  die  aus  ihrer 

unmittelbar  resultirenden  Functionen 

(Kreisfiinctionen). 

§  60. 

Definition  der  complexen  Zahlen  und  Fundamentalsätze 

über  das  Rechnen  mit  ihnen. 

Ihrer  logischen  Bedeutung  nach  sind  die  Zahlen  Symbole  für 
die  Gliederung  der  Ganzen  in  Theile,  indem  sie  weiter  nichts 
anzeigen  als  die  denkbaren  Mannichfaltigkeiten  einer  solchen 
Gliederung  ohne  Rücksicht  auf  die  besondere  Beschaffenheit,  durch 
welche  ein  Ganzes  sich  von  einem  andern  Ganzen  unterscheidet. 
—  Sie  haben  es  demnach  eben  so  wenig  mit  der  Folge,  in  welcher 
die  Theile  vorgestellt  werden,  zu  thun,  wie  mit  der  Beschaffenheit 
der  Theile,  und  sind  mit  der  Relation  der  Begriffe  „Ganzes^  und 
„Theil"  identisch. 

Demnach  sind  nur  die  sogenannten  absoluten  ganzen  Zahlen 
1,  2,  3  . . .  wirkliche  Zahlen. 

An  einem  nach  Willkür  eintheilbaren  Ganzen  —  d.  i.  an  einem 
Ganzen,  bei  dessen  Vorstellung  man  an  jeder  beliebigen  Stelle 
eine  Pause  machen  kann,  ohne  der  Gesammtvorstellung  dadurch 
Eintrag  zu  thun  —  hat  man  Dasjenige  die  Grösse  oder  das 
Quantum  des  Ganzen  genannt,  was  durch  keine  Veränderung 
der  Folge  der  Theile  eine  Einbusse  an  seiner  Eigenthümlichkeit 
erleidet. 

Quanten,  welche  als  Theile  von  einander  aufgefasst  werden 
können,  nennt -man  gleichartig  oder  von  gleicher  Qualität, 
solche,  bei  denen  dies  nicht  angeht,  ungleichartig  oder  von 
ungleicher  Qualität. 

Das  Symbol  dafür,  dass  ein  Ding  bei  der  betrachteten  Qua- 
lität kein  Quantum  —  z.  B.  eine  Linie  kein  Flächenquantum  — 
habe,  ist  die  Null. 
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Die  Null  ist  also  keino  Zahl,  sondern  ihr  directes  Gegeuthcil. 
Mit  ihr  hebt  die  Reihe  derjenigen  Symbole  an,  welche  man,  ob- 
gleich sie  es  nicht  sind,  Zahlen  nennt,  weil  man  sie  in  formaler 
Beziehung  (d.  i.  in  der  arithmetischen  Technik)  so  häufig  in  der 
Weise  behandeln  kann,  als  wären  sie  iZahlen,  dass  sich  aus  dieser 
Fiction  ein  praktischer  Vortheil  crgiobt.*)  —  Bekanntlich  kommen 
sämmtliche  Ausnahmen,  welche  die  Null  bietet,  darauf  zurück, 
dass  die  Null  nur  in  besonderen  Fällen  Divisor  sein  darf. 

Übrigens  liegt  jedem  besondern  Falle,  in  welchem  man  sich 
eotschlossen  hat,  eine  an  sich  sinnlose  Zusammenstellung  von 
Zeichen  untef  die  Kategorie  der  Zahlen  oder  der  Grössen*)  auf- 
zunehmen, die  Entdeckung  zu  Grunde,  dass  diejenige  Definition, 
durch  welche  das  neue  Symbol  mit  den  wirklichen  Zahlen 
oder  Grössen  vorknüpft  wird,  erstens  dazu  geeignet  ist, 
die  neuen  Symbole  nach  den  für  wirkliche  Zahlen  oder 
Grössen  geltenden  Gesetzen  zu  transformiren:  mit  völli- 
ger Sicherung  eines  zuverlässigen  Schlusses  auf  die  Be- 
ziehungen wirklicher  Zahlen  oder  Grössen  zu  einander 
am  Ende  der  Transformation;  und  zweitens  —  damit  die 
Einführung  des  neuen  Symbols  keine  unnöthige  Spielerei 
sei  —  dass  sie  ein  wirksames  Mittel  darbietet,  um  arith- 
metische Sätze,  welche  nur  unter  Einschränkungen  gelten, 
vorläufig  auch  in  ihren  Ausnahmefällen  als  gültig  zu 
benutzen  und  eine  sichere  Deutung  des  Endresultates  in 
allen  Fällen  aus  diesem  letzteren  allein  an  die  Hand  zu 
geben. 

Die  Reception  neuer  Symbole  unter  die  Zahlen  oder  die 
Grössen  verfolgt  also  ohne  Ausnahme  den  Zweck,  einer  sonst  un- 
vermeidlichen Zersplitterung  der  Rechnung  in  eine  nicht  selten 
unübersehbare    und  jedenfalls   ermüdende  Anzahl   von   parallelen 


*)  Diesen  Vortheil  erkannt  zu  haben,  ist  ein  Verdienst  der  Inder. 

^)  Die  Arithmetik  ist  die  Lehre  von  denjenigen  Eigenschaften,  welche 
alle  Grössen  gemein  haben,  in  so  fern  sie  sich  zur  zahlen  massigen  Be- 
handlang eignen,  und  nicht  die  Lehre  von  den  Zahlen  ohne  Rücksicht 
auf  den  Grössenbegriff.  Die  letztere  nennt  man  Zahlentheorie.  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung  sind  Theile  der  Arithmetik  oder  (wie  man  es 
häufig  anter  dem  Schein  einer  logisch  nicht  vorhandenen  Scheidung  nennt) 
algebraischen  Analysis. 
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Reihen  vorzubeugeu;  und  die  Erfindung  solcher  Symbole  ist  ehe» 
deshalb  in  jedem  Einzelfalle  eine  um  so  verdienstvollere  That  ge- 
wesen, je  grössere  Schwierigkeiten  sie  offenbar  geboten  hat.  Seit- 
dem sie  fertig  vorliegen,  übersieht  man  dies  leicht,  wenigstens  bei 
denjenigen,  an  deren  Gebrauch  man  von  seiner  Schülerzeit  her 
gewöhnt  ist,  oder  begegnet  ihnen  mit  falschen  oder  unklaren 
Meinungen,  welche  dann  der  richtigen  Würdigung  eines  neuen 
Symbols  von  genau  derselben  Beschaffenheit,  wie  die  schon  geläufig 
gewordenen,  hindernd  in  den  Weg  treten. 

Da  hier  jetzt  ein  neues  Symbol  dieser  Art  mit  seinen  Gon- 
sequenzen  in  die  Rechnung  eingeführt  werden  soll,  so  dürfte  es 
demnach,  zumal  da  die  klare  AuffiEissung  dieser  Dinge  noch  immer 
kein  Allgemeingut  ist,  nützlich  sein,  zuvor  die  Natur  der  formell 
geläufig  gewordenen  andern  Symbole  zu  beleuchten;  und  zwar 
wollen  wir  dies  thun  in  derjenigen  Folge,  in  welcher  sie  bei  den 
einzelnen  Rechnungsarten  auftreten. 

In  dieser  Folge  kommen  zunächst  die  positiven  und  die 
negativen  Grössen  an  die  Reihe.  Sie  sind  dadurch  definirt, 
dass,  wenn  unter  a  eine  wirkliche  („absolute")  Grösse  oder  Zahl 
veratanden  wird,  die  neuen  Symbole  (+a)  und  ( — a)  in  der 
Bedeutung 

+  (+a)  =  +  a,   +(— a)  =  — a 

gebraucht  worden  sollen.  Da  sie  aus  dem  ursprünglichen  Begriff 
der  arithmetischen  Zeichen  heraus  keinen  Sinn  haben,  ^)  so  steht 
dieser  Definition  von  vorne  herein  nichts  im  Wege;  es  fragt  sich 
nur,  ob  ihre  Einführung  einen  Nutzen  gewährt  Und  das  Letztere 
ist  in  eminenter  Weise  der  Fall,  weil  es  durch  sie  ermöglicht  wü-d, 
die  Lehrsätze 

-f-a  —  b  =  +  (a  —  b), 

-j-a  —  b  =  —  (b  —  a), 

^)  Denn  eine  Klammer  ()  ist  ein  Sigel  für  das  Wort  „eine  Grösse*', 
wenn  man  durch  eine  Anmerkung,  welche  stets  in  die  Klammer  hineingesetzt 
wird,  anzeigen  wUl,  wie  die  fragliche  Grösse  aus  andern  erzeugt  wird. 
Dies  leisten  aber  die  Symbole  (+  a)  und  (—  a)  nicht,  weil  sie  in  den  Klam- 
mem nur  die  Imperative:  „addire  a",  „subtrahire  a**  enthalten,  ohne  anzu- 
geben: „wozu?"  oder:  „wovon?" 
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von  deneu  der  erstere  für  a<Cb,  der  zweite  für  a>>b  seine 
Gültigkeit  yerliert,  formell  so  zu  yerwenden,  als  erlitten  sie  keine 
Ausuahme;  so  dass  das  Endresultat  der  unter  dieser  Fiction  durch- 
geführten  Rechnung  unter  allen  Umständen  sicher  erkennen  lässt, 
was  bei  unausgesetzter  Beobachtung  aller  Vorsichtsmaassregeln 
hervorgeha  *) 

Wegen  dieses  Vortheils  hat  man  sich  gewöhnt,  in  den  arith- 
metischen Gebieten  nur  mit  den  sogenannten  positiven  und  nega- 
tiven Grössen  und  Zahlen  zu  rechnen,  anstatt  mit  den  absoluten. 

Eine  ähnliche  und  in  gleichem  Maasse  bewährte  Erfindung 
hat  iMi  Gesetzen  der  Division  (des  Theilens  und  des  Messens) 
formale  Allgemeingültigkeit  verschafiFL  Es  ist  dies  diejenige  der 
gebrochenen  und  der  irrationalen  Zahlen.  Versteht  man 
nämlich  unter  n  und  v  (ganze)  Zahlen,  unter  a  und  a  Grössen 
von  gleicher  QuaUtät»  so  ist  beim  T heilen  imr  dann 

n*a      n 

—  =     -a, 

V  V 

wenn  V  in  n  aufgeht,  weil  das  Symbol   -    andernfalls  keinen  Sinn 

hat.     Man   definirt  nun  das  letztere  dadurch,   dass   stets  \~'^] 

na 
so  viel  bedeuten  solle,  wie  — »    und    darf    daher    das    Symbol 

V 

)  weil  es  sich  den  Reihengesetzen  für  Zahlen  unterwirft,  unter 

die  Kategorie  derselben  aufnehmen.  Man  nennt  es  eine  ge- 
brochene Zahl 

Dieselbe  ist  mit  der  Bruchform    -  identisch,  wenn  a  und  a 

a 

em  gemeinschaftliches  Maass  haben,   welches  <«  ist.     Besitzen 

a 
aber  a  und    a  kein   gemeinschaftliches  Maass,   so  heisst  —  eine 

irrationale   Zahl.     Und   diese  Reception  unter  die  Zahlen  ist 


*)  Diese  Erkenntniss  ist  verhältnissm&ssig  jung.  Wir  verdanken  sie 
dem  Scharfsinn  des  französischen  Zollpächters  Vieta,  welcher  im  Ausgang 
des  16.  Jahrhunderts  lebte.  —  Wegen  der  genauen  Erörterung  des  uns  hier 
beschäftigenden  Gegenstandes  verweise  ich  auf  mein  Lehrbucb  ,,Elemente 
lier  Mathematik". 
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erwünscht  zum  Zwecke  der  Zulässigkeit  einer  rein  formalen  Be- 
handlung von  Glefchungen;  erlaubt  wegen  der  Anwendbarkeit  der 

a 
Gesetze  des  Rechnens  mit  Zahlen  auf  das  Symbol 

Die  volle  Rechtfertigung  der  hier  bisher  skizzirten  Bereicher- 
ungen der  Arithmetik  durch  Pseudogrössen  imd  -Zahlen  steht 
den  Elementen  dieser  .Wissenschaft  zu.*)  Diejenige  Bereicherung, 
zu  welcher  wir  jetzt  übergehn  wollen,  und  zu  deren  richtiger 
Würdigung  das  Obige  als  Einleitung  dienen  sollte,  wird  indessen 
meistens  aus  den  Elementen  ausgeschlossen.  Wir  wollen  sie  des- 
halb ausführlicher  besprechen.  ^ 

Unter  den  positiven  und  negativen,  ganzen,  gebrochenen  und 
irrationalen  Zahlen  giebt  es  keine,  welche  als  Wurzel  einer  nega- 
tiven Zahl  bei  gradem  Wurzelexponenten  aufgefasst  werden  könnte. 

Trifft  es  sich  also  bei  der  bloss  formalen  Behandlung  arith- 
metischer Gebilde,  welche,  wie  wir  gesehn  haben,  mit  den  Fort^ 
schritten  dieser  Wissenschaft  aufs  engste  verknüpft  ist,  dass  ein 
Radicand  bei  gradem  Exponenten  negativ  wird,  so  tritt  in  die 
Rechnung  ein  Glied  ohne  Sinn  ein. 

Freilich  ist  dieses  Glied  durchaus  nicht  in  anderer  Weise 
sinnlos,  als  wenn  eine  Differenz  auftritt,  deren  Minuend  den  Sub- 
trahenden nicht  erreicht,  oder  ein  Quotient,  bei  welchem  die  ge- 
forderte Division  nicht  ausführbar  ist;  und  daher  darf  man  von 
vorne  herein  erwarten,  dass  sich,  wie  es  in  jenen  Fällen  gelungen 
ist,  ein  Symbol  finden  lasse,  welches  die  Rechnung  auch  mit  sol- 
chen Wurzeln  gestattet. 

Dies  wird  auf  folgende  Weise  bewerkstelligt: 

Definition, 

Man  ertheilt  dem  Symbol  i  die  Eigenschaft,  bei 
sämmtlichen     formalen     Rechenoperationen     denjenigen 


')  Der  fast  überall  herrschende  Gebrauch  macht  allerdings  aus  der 
Beschäftigung  mit  den  Elementen  eine  blosse  Abrichtung  auf  gewisse  tech* 
nische  Fertigkeiten  mit  falscher  Beleuchtung  des  Objects.  Daher  das 
mystische  Dunkel,  welches  sich  vor  den  Augen  Vieler  über  gewisse  Theile 
der  Analysis  ausbreitet! 
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Gesetzen  gemäss  behaudelt  zu  werden,  welche  für  die 
positiven  und  negativen  Zahlen  gelten,  verknüpft  es  mit 
den  letzteren  dadurch,  dass  es  freistehn  soll,  i  mit  ( — 1) 
2u  vertauschen;^)  und  nennt  einen  Ausdruck  von  der 
Form  a-j-i-b,  in  welchem  a  und  b  beliebige  positive  oder 
negative  Zahlen  bedeuten,  eine  eoniplexe  Zahl. 

Eine  complexe  Zahl  heisst  auch  imaginBr,  wenn  b 
nicht  =0  ist,  und  dann,  wenn  a  =  0  ist,  rein  imaginSr. 

Im  Gegensatz  dazu  heissen  diejenigen,  welche  i 
nicht  enthalten  (weil  b  =  0  ist),  reell. 

(Die  reellen  Zahlen  bilden  eine  Unterabtheilung  der  complexen.) 

Man  nennt  zwei  eomplexe  Zahlen  gleleh: 

a-fib  =  a  +  i/?, 

wenn  man  die  eine  durch  Operationen,  welche  für  reelle 
Zahlen  gelten,  in  die  andere  überführen  kann. 

Nun  wird  die  Arithmetik  dann,  aber  auch  nur  dann,  einen 
Nutzen  aus  dem  Rechnen  mit  complexen  Zahlen  ziohn,  wenn  die 
so  eben  definirte  Gleichung 

a  +  ib  =  a-f  i^ 

einen  unfehlbaren  Schluss  auf  die  Beziehungen  der  reellen  Zahlen 
a,  b,  a,  ß  zu  einander  an  die  Hand  giebt. 

Und  dies  ist  der  Fall. 

Denn  nach  den  obigen  Vereinbarungen  folgt  aus  ihr 

(a-a)=i*-(/}-b)*, 
+  (a-«)=-(ß-b)*; 

■ 

und  da  diese  Gleichung  aussagt,  dass  die  Addition  der  positiven 


*)  Die  Definition,  dass  i  =«  V —  1  sei,  ist  aus  einem  doppelten  Grunde 
unzulässig;  denn  erstens  hat  Y—  ^  ^°  ^^^  ^^^  ^^^^  keine  Bedeutung,  so 
dass  es  sich  logisch  nicht  zur  Grundlage  einer  Definition  benutzen  lässt; 
iiod  zweitens  würde,  ^wenn  man   diese  Definition  dennoch  festhielte,   mit 

vollem  Rechte  geschlossen  werden,  dass  i*=  V^i  • "/—  1  =  V t —  1)*=  V^  1 
ebensowohl  mit  dem  Werthe  (+1),  wie  mit  dem  Werthc  (—1)  identificirt 
werde  dürfe. 


—    234     — 
Zahl  (a  — «)     eben   so   viel   ausmacht,   wie   die  Subtraction  der 

2 

positiven  Zahl  (ß  —  b)  ,  so  muss  nothwendiger  Weise 

a=a,   h  =  ß 
seiu.    Dies  giebt  den 


Lehrsatz  L 

Wird  durch  irgend  welche  für  reelle  .Zahlen  gelten- 
den Transformationen  die  Gleichung 

a-|-ib  =  a  +  ii9 

erhalten,  in  welcher  a,  b,  a,  ß  reelle  Zahlen  sind,*  so  ist 

stets  a  mit  a,  und  b  mit  ß  identisch.     Die  eine  comploxe 

Gleichung  ,   .,  ,   .^ 

a  +  ib  =  a  +  ii3 

ist  also  mit  den  beiden  reellen 

a  =  « ,   h  =  ß 

durchaus  von  gleicher  Wirkung. 

Demnach  darf  man  jetzt,  nachdem  die  Unmöglichkeit  von 
Verwechselungen  klargelegt  ist,  in  jeder  Rechnung 

setzen  und  mit  dieser  Form  nach  den  Regeln  für  reelle  Zahlen 
weitere  Transfbrmatiqnen  vornehmen. 

In  der  Definition  von  i  (der  sogenannten  imaginären  Ein- 
heit) ist  keine  Bestimmung  darüber  enthalten,  ob  i  in  die  Kate- 
gorie der  positiven  oder  in  diejenige  der  negativen  Zahlen  auf- 
genommen werden  soll.^  Da  nach  dem  so  eben  bewiesenen  Satz 
eine  Specialisirung  in  diesem  Sinne  auch  keineswegs  nöthig  ist, 
um  i  als  vollberechtigt  imter  die  Zahlen  zu  recipiren,  so  ergiebt 
sich  ferner  der 

Lehrsatz  IL 

Ist  eine  Gleichung,  welche  i  enthalt,  erwiesen,  so 
gilt  auch  diejenige  Gleichung,  welche  aus  ihr  durch 
Vertauschung  von  i  mit  ( — i)  hervorgeht 
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§  61. 

Deiiuition  und  Grundeigenschaften 
derjenigen  reellen  Functionen  (der  Kreisftanctlonen), 
welche  durch  das  Auftreten  complexer  Exponenten 

bedingt  werden. 

Für  jedes  reelle  a  und  x  ist  nach  §  40,  (3): 

11  9     2  3     3 


^,ax\         ax      ^.ax.xa.xa. 


lim 
n=oo 


Nun  kann  es  nach  der  Reception  von  i  unter  die  Zahlen  heim 
•formalen  Rechnen  vorkommen,  dass  i  an  der  Stelle  von  a  auftritt, 
wodurch  die  Relation 

•11  -8     2  'S     3 

ix^ixixix 

i 

der  weiteren  Behandlung  unterworfen  wird. 

Vorläufig  fragt  es  sich  noch,  ob  dieselbe  eine  Deutung  im 
Simie  der  complexen  Zahlen  zulässt;  und  da  die  ganzen  Potenzen 
von  i  eine  Reihe  mit  der  viorgliedrigen  Periode  (+  ij  — 1>  —  i,  + 1) 
bilden,  so  richtet  sich  diese  Frage  auf  den  Ausdruck: 

(1)  e'^  =  co8X-|-isinx, 

wenn  die  Functionen  cosx  und  sinx  durch 

2  4  6 

X      .    x  x 


(2)  co8x  =  l-^+,  ---,+... 


13  5  7 

X  X       .      X  X 


(3)  8inx  =  -j,— 3,-  +  -^j— ^j-  +  - 

definirt  werden. 

Die  Zulässigkeit  der  Darstellung  von  e'*  durch  (1)  erhellt 
aber  unmittelbar  daraus,  dass  die  in  (2)  und  (3)  bezeichneten 
unendlichen  Reihen  für  jedes  reelle  x  unbedingt  convergiren,  weil 
die  absoluten  Werthe  ihrer  Glieder  diejenigen  der  Reihe  für  o* 
mit  gleich  hohen  Exponenten  nicht  übersteigen.  Als  Potenzreihen 
sind  sie  ausserdem  stetig,  differentür-  und  integrirbar  (§  59). 
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Demnach  ist  es  gestattet,  auch  in  der  Gleichung  (5)  des  §  40, 
welche  den  Rest  der  Reihe  für  e^  enthält,  ix  an  die  Stelle  von  x 
zu  setzen.  Man  erhält  durch  die  Sonderung  der  reellen  Bestand- 
theile: 

2  4  6 

(4)  c08X=l-^+-|,--|j+... 


13  5  7 

X  X        .      X  X 


(5)  8inx=..^-,— 3j-  +  ^,--^,+... 


'-•  r-ü  '-' 


••-(-1)'  •(r--2)!+(-^)'  .f,-rcos[x(l-fv)]dv; 

0 

wo  unter  r  in  (4)  eine  grade,  in  (5)  eine  ungrade  Zahl  verstanden 
wird. 

Die  Functionen  cosx  und  sinx  nebst  mehreren  Abkürzungen 
für  Combinationen  von  ihnen,  z.  B. 

.^.  .  cosx         ,  sinx 

(6)  cot  X  =  — —  >       tng  x  = 

sinx  cosx 

werden,  weil  man  sie  als  Maasszahlen  am  Kreise  veranschaulichen 
kann,  Kreisfunctionen  genannt.  Wir  wollen  diese  Veranschau- 
lichung später  besprechen,  nachdem  wir  die  Ableitung  der  Eigen- 
schaften der  Functionen  aus  ihrer  obigen  Definition  gezeigt  haben. 
Zunächst  folgt  aus  (2)  und  (3): 

(7)  cosO  =  +l,  sinO  =  +  0; 

(8)  cos  ( —  x)  =  +  cos  X ,     sin  ( —  x)  =  —  sin  x. 

Und  durch  Differentiation  der  Gleichung  (1)  ergiebt  sich: 

dcosx    ,   .    dsinx        d-e**       .ix      .,  ...      . 

— ^, h  1 = =  — ,     =  1 .  e    =1  (cos  X  + 1  sin  x) 

dx  dx  dx  ^  ^ 

=  —  sin  X  +  i  cos  x , 
mithin  vermittelst  der  Sonderung  der  reellen  Bestaudtheile: 
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,^.  dcosx  dsinz 

(9)  — , =  —  smx,     — ^- —  =  -f  C08X. 

^  dx  dx 

Durch  Integration  dieser  Gleichungen  (9)  mit  Rücksicht  auf  (7) 
ergiebt  sich: 

(fcos  X  dx  =  sin  X  +  C ,    J  sin  x  dx  =  —  cos  x  +  C; 
/  cos X  dx  =  sin  z ,  /  sin  x  dx  =  1  —  cos  z. 

0  0 

■ 

Addirt  und  subtrahirt  man  die  Gleichung  (1)  mit  der  Gleichung 

e~~  *  '^  ^  cos  X  —  i  sin  X  9 

welche  aus  ihr  durch  die  Veränderung  des  Vorzeichens  von  i  nach 
§  60,  L.  II  folgt,  so  findet  man  die  häufig  nützlichen  Transformar- 
tionsformeln: 

(11)  COSX=r '  , 


(12)  sinx 


e       —  e 


2i 


Mnltiplicirt  man  aber  jene  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält 
man: 

e~  =  cos  X  —  1  sm  X  , 

d.  i.  wegen  e"    =1  und  i  =  —  1 : 

(13)  l  =  cosx   +8i"X' 

Die  maunichfaltigen  Beziehungen  von  Kreisfunctionen  auf 
einander  gehn  eines  Theils  hervor  aus  der  Multiplication  der 
Gleichung  (1)  mit  der  analogen 

e*'  =  cosy  +  isiny. 
Das  Product  der  linken  Seiten  nämlich  ist: 

e^'.e'y  =  e^^^+^^  =  cos(x  +  y)  +  i8in(x  +  y), 

und  das  Product  der  rechten  Seiten; 

(cos  x  +  i  sin  x)  (cos  y  +  i  sin  y)  =  cos  x  cos  y  —  sin  x  sin  y 

-f  i  •  {sin  X  cos  y  -j-  cos  x  sin  y  | ; 

weshalb  nach  §  60,  L.  II  die  Relationen 
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(14)  cos  (x  -f-  y)  =  coB  X  cos  y  —  sin  x  sin  y , 

(15)  sin  (x  +  y)  =  sin  X  cos  y  +  cos  X  sin  y         t 

Geltung  haben.  Aus  ihnen  entspringt  eine  lange  Reihe  von  Trans- 
formationsformeln,  welche  wir  als  bekannt  voraussetzen  dürfen, 
weil  ihre  Entwickelung  aus  (14)  und  (15)  in  jedem  elementaren 
Lehrbuch  ausgeführt  ist. 

Es  bleibt  für  unsere  Aufgabe  hier  demnach  nur.  noch  der- 
jenige  Theil   der   Formeln   übrig,   welcher  auf  die  Wurzeln   der 

Gleichungen 

cosx  =  0,     sinx  =  0 
zurückgreift. 

Um  die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  cosx.=  0  zu  fixiren, 

machen  wir  zunächst  die  Bemerkung,  dass  der  Werth  von 

X  X  .X 


+ 


n!      (n+2)I    '  (n  +  4)I 

mindestens  so  lange  positiv  ist,  als  x  zwischen  0  und  n  angenom- 
men wird,  weil  dann  die  Glieder  dieser  Reihe  bei  altemirenden 
Vorzeichen  unausgesetzt  abnehmen. 

Daher  gestattet  die  Gleichung  (2)  einerseits  den  Schluss,  dass 
cosx  mindestens  von  x  =  0  bis  x  =  y2  positiv  sei,  weil  für  solche 
Werthe  von  x  nach  dem  Obigen  , 

cosx>l-|y  =  +  |(2-x*) 

sein  muss,  und  zeigt  andrerseits,  dass  cos  2  einen  negativen  Werth 

besitzt,  weil 

9*        9*  1 

cos2<l~4r  + 


21    •    4!  3 

hervorgeht 

Wegen  der  Stetigkeit  der  Function  cos  x  muss  daher  zwischen 
x  =  y 2  und  X  =  2  mindestens  eine  Wurzel  der  Gleichung  cos  x  =  0 
liegen,  während  es  keine  unter  V2  herabsteigende  Wurzel  der- 
selben gicbt. 

Wir  wollen  die  kleinste  positive  Wurzel  der  Gleichung 
cosx  =  0  vorläufig  durch  o  bezeichnen,  uns  aber  später 

der   gebräuchlichen   Bezeichnung    ^   bedienen,   sobald  sie 
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der  leichten  Übersicht  über  die  Formeln  nicht   mehr  besonders 
hinderlich  ist^) 

Somit  ist  cos  X  von  x  =  0  bis  x  =  oo  positiv,  und  desgleichen 
auch  die  Function  sinx,  weil  sie  wegen  des  positiven  Vorzeichens 

ihrer  aus   (9)    bekannten  Derivirten  — :r — =cosx   von   ihrem 
^  ^  dx 

Werthe  sin  0  =  0  an  wächst.    Nach  (13)  ist  demnach  gleichzeitig: 

(16)  cos«i^  +  0,     sin<»  =  +l; 

und  nach  (1): 

an\  iül  • 

i)  e    =1. 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  unter  k  eine  beliebige  ganze,  positive 
oder  negative  Zahl  verstehn,  durch  Potenziren: 

e'""  =  (-l)\     e'-<"+'>*"  =  (-l)'.i; 
und  wenn  man  beiderseits  mit  e'^  mtdtiplicirt: 

(18)  e' ('+*'"">  =  (-l)*.e'\ 

(19)  e'^^+''''+'^"'^  =  (-l)'.ie'\ 

Ist  im  Besondern  k  eine  grade  Zahl,  was  wir  durch  Substi- 
tution von  2k  für  k  ausdrücken  wollen,  so  ergiobt  die  GIeichimg(18): 

(20)  {  cos(x -|-4ka>)  =  cosx, 

sin  (x  -|-  4ka>)  =  sin x. 

Mithin  sind  die  Functionen  e**,  cosx,  sinx  periodisch  mit 
der  Perlode  4a>  =  2:7r,  d.  h.  sie  ändern  ihre  Werthe  nicht,  wenn 
man  x  um  4cö  =  2jr  vergrössert  oder  verkleinert. 

Man  braucht  daher,  um  den  Verlauf  dieser  Functionen  voll- 
siändig  zu  übersehn,  nur  ihre  Veränderungen  innerhalb  einer 
Periode  zu  betrachten:   etwa  von  x  =  0  bis  x  =  4a>. 

Für  k  =  l  giebt  die  Gleichung  (18): 

(21)  e*^*"^**"^= — e*^  cos(x4-2q?)= — cosx,  sin(x-f-2co)= — sinx; 


*)  Das  Zeichen  n  für  2co  ist  früher  in  Gebrauch  gekommen,  als  man 
die  Beziehungen  dieser  Zahl  in  hinreichender  Vollständigkeit  übersehn 
kooDte. 
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SO  dass  diese  Functionen  in  der  zweiten  Hälfte  der  Periode 
die  in  der  ersten  Hälfte  gezeigten  Werthe  mit  veränder- 
tem Vorzeichen  wiederholen. 

Hinsichtlich  der  Beziehungen  innerhalb  der  ersten  Hälfte  der 
Periode  folgt  aus  (18)  für  k  =  l  unter  Vertauschung  von  x  mit 
(-X): 

/'OON  fö'^^"~^^==  —  ö""^  C08(2a>  —  x)=— cosx,  sin(2a>  —  x)=  +  sinx; 

le*^*~*^= — e""",    cos(:?r  —  x):=  —cosx,    8in(jr  —  x)  =  +  sinx; 

aus  (19)  aber  für  k  =  0  unter  Vertauschung  von  x  mit  ( — x): 

I^i(o»-x)___|_.^-ii^  cos(q> — x)=  +  8iöx,  sin(a>  —  x)  =  +  cosx; 
Kr-«)  _^. -u    (^   \  ^.    .In   \  ^ 
e  =-|-ie     ,  cosL  — x)=  +  smx,  sml^  — xl=+cosx. 

Die  Gleichungen  (22)  sprechen  den  Satz  von  den  Supplementen, 

(23)  denjenigen  von  den  Complementon  aus.    Der  erstere  zeigt 

u.  a.  an: 

dass  die  absoluten  Werthe  der  Ereisfunctionen  im 
ersten  Viertel  der  Periode  (dem  „ersten  Quadranten'^) 
völlig  erschöpft  sind; 

der  zweite: 

dass  dies  schon  im  ersten  Achtel  der  Periode  ge- 
schehn  ist,  wenn  man  cosx  und  sinx  zugleich  in  Be- 
tracht zieht. 

Ausserdem  wird  durch  sie  der  Vorzeichenwechsel  völlig  definirt 

Und  schliesslich  geht  aus  ihnen  hervor,  dass 

sämmtliche  reelle  Wurzeln  der  Gleichung  cosx  =  0 

durch  die  Formel  x  =  (2k  + l)o>  =  (2k  + 1)| , 

und  sämmtliche  reelle  Wurzeln  der  Gleichung  8inx  =  0 

durch  die  P'ormel  x  =  2ka>  =  k:w: 

bestimmt  werden;  denn  dass  dies  Wurzeln  der  fraglichen  Gleichungen 
sind,  folgt  aus  den  llieilen 

cos (x  +  4ko9)  =  cosx  und  sinx  =  cos(co  —  x) 

von  (20)  und  (23),  und  dass  sonst  keine  reellen  Wurzeln  existiren, 
schliesst  inan,  weil  entgegengesetzten  Falls  noch  Wurzeln  der 
Gleichung  cos  x  =  0  zwischen  x  =  0  und  x  =  a?  vorhanden  wären. 
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Hiermit  haben  die  Ereisfanctionen  die  ihnen  gebührende 
Würdigung  gefanden:  als  arithmetische  Gebilde,  welche  aus 
der  Definition  der  complexen  Zahlen  mit  Nothwendig- 
keit  entspringen.  Es  bleibt  nur  noch  die  numerische  Berech- 
nung von  c^==^  übrig;  sie  wird  in  §  65  ausgeführt  werden. 

Diejenige  geometrische  Veranschaulichung,  welche  wir  in  §  63 
bföprechen,  wird  zeigen,  dass  eine  eigenthümlicho  Beschaffenheit 
der  Raumgebilde  eine  fruchtbare  Verwendung  der  Kreisfunctionen 
in  der  Geometrie  gestattet.  (Bisher  wird  die  Sache  fast  immer  so 
dargestellt,  als  fände  die  umgekehrte  Beziehung  statt) 

Bevor  wir  aber  dazu  übergehn,  wollen  wir  noch  erwähnen, 
dass  die  Kreisfunctionen  eine  völlig  bestimmte  Bedeu- 
tung, und  die  Kelationen  zwischen  ihnen  ihre  volle  Gül- 
tigkeit bewahren,  wenn  für  ihr  Argument  x  eine  complexe 
Zahl  gesetzt  wird. 

Denn  substituirt  man  in  (11)  und  (12)  x  +  iy  für  x,  so  folgt: 

(24)  cos(x  +  iy) 

=  =  QQS  X 1  .  SmX  • zr , 


(25)  sin  (x  +  iy) 

6-^+'^  — e+^-'^        .        e+^  +  e-^  .   .            e+^-e-^ 
= 2i =  smx 2 l-i-cosx ^ ; 

was  einen  völlig  bestimmten  Sinn  hat.  Mithin  bleiben  alle  Glei- 
chungen bestehn,  welche  sich  hieraus  durch  formale  Rechnung 
ableiten  lassen,  d.  L:  alle  ohne  Ausnahme.  U.  a  wird  die  Gl.  (13) 
durch  Summation  der  quadrirten  Gleichungen  (24)  und  (25)  in 
der  Form 

cos*  (x  +  iy)  +  sin*  (x+  iy)  =  1 

verificirt;  und  die  Gleichungen  (14)  und  (15)  stimmen  mit  (24) 
und  (25)  in  der  zuletzt  geschriebenen  Gestalt  der  rechten  Seiten 
unmittelbar  überein,  weil  nach  (11)  und  (12)  oder  nach  (24) 
und  (25) 

Worpitxicy,  Differential-  u.  Integralrechnung.  16 
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(26)  co8iy  =  ^     ^^     > 

(27)  siniy  =  i.?--2-^ 

ist. 

Es  verlohnt  sich  hierbei  noch,  hervorzuheben,  dass  nach  (24) 
und  (25)  die  Functionen 

cos  (2kcö  4"  iy)  =  cös  (k jr  +  iy) 

und  sm  ((2k  +  l)a>  +  iy)  =  sin ((2k  + 1)  J  +  iy) 

bei  jedem  ganzen  k  reelle  Functionen  von  y  sind, 
trotz  des  complexen  Arguments,  und  jeden  beliebigen 
reellen  Werth  annehmen  können,  welcher  seinem 
absoluten  Betrage  nach  >1  ist. 

Deshalb  können  cosz  und  sinz  überhaupt  jeden  be- 
liebigen Werth  annehmen,  wenn  man  nur  das  z  nicht 
auf  reelle  Werthe  beschränkt. 

Die  Gleichung  (26)  hebt  einen  speciellen  Fall  heraus.    Ausserdem 

zeigt  es  sichj  dass 

die  Gleichungen  cosx  =  0  und  sinx  =  0  keine  com- 
plexen, sondern  nur  reelle  Wurzeln  besitzen. 

Denn  damit  die  rechte  Seite  von  (24)  verschwindet,  müssen  die 

beiden  Gleichungen 

cosx ^j  - —  =  0,    smx =0 

erfüllt  werden,  in  denen  x  und  y  reelle  Zahlen  sind;  und  die 
erste  Gleichung  erfordert  für  x  einen  reellen  Wurzelwerth  der 
Gleichung  cosx  =  0,  weil  der  andere  Factor  nicht  verschwinden 
kann,  bedingt  also  für  sinx  den  Werth  +1^  so  dass  die  zweite 
Gleichung  nur  dann  besteht,  wenn  e'^^  =  e'~^,  e  ^  =  1,  y  =  0  ist. 
Schliesslich  beachte  man  noch,  dass  die  Exponential- 
faiiction 

x  +  iy  X  I     •    X    • 

e  ^  ^=e  cosy  +  le  smy 

in  keinem  Falle  verschwindet,  weil  cosy  und  siny  nicht  zu- 
gleich verschwinden,  und  e*  nie  =0  ist,  dass  aber 
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lim-    e'+"  =  0 

herTorgeht,  welchen  Werth  das  y  auch  haben  mag. 


§  62. 
Die  Moivreschen  Formeln.*) 

Stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  zwei  reelle  Zahlen  y  und  g)  bo 
zn  bestimmen,  dass  zwischen  ihnen  und  zwei  andern  reellen  Zahlen 
X  und  7  die  Gleichung 

(1)  v.e'^=x  +  iy 
besteht,  so  ist  dieselbe  wegen  der  Identität 

e*^=r  cos  g)  +  i  siö  9 
gleichbedeutend  mit  der  Auflösung  der  beiden  Gleichungen 

(2)  V  cos  gp  =  X ,     V  sin  9P  =  y 

für  die  Unbekannten  v  und  tp. 

Aus  diesen  Gleichungen  lässt  sich  ^  dadurch  eliminiren,  dass 
man  sie  quadrirt  und  dann  zu  einander  addirt;  denn  es  geht 
dadurch  unter  Anwendung  von  §  61  (13)  hervor: 

(3)  v'=x«  +  y*,     y=V7T'y'. 
was  durch  Substitution  in  (2)  die  Werthe 

X  .    ^  y 


(4)  cos  ö)  =  —TT—. ,     sin  ff»  —    , 

Kx    -l-y  y^   +J 

ergiebt 

Nun  ist  es  wichtig,  dass  die  Gleichungen  (4)  sich  stets  durch 

reelle  Werthe  von  <p  erfüllen  lassen,  weil  die  absoluten  Werthe 

derjenigen   Brüche,    durch    welche   cosgp   und   sing)   ausgedrückt 

sind,  die  1  nicht  übersteigen,  und  dass  man  wegen  der  Periodicität 

der  Functionen  cos  q>  und  sin  9)  nicht  nur  einen  Werth  von  g)  findet, 

sondern  eine  unzählbare  Anzahl  von  Werthen,  nämlich  alle  Werthe 


')  Nach  Abraham  de  Moivre  (1667—1754)  benannt. 

16* 
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Von  der  Form  (9)  +  4kco)  =  (9)  +  k«2jr),  wo  (p  irgend  eine  Auf- 
lösung von  (4)  bedeutet. 

Auch  hat  man  noch  die  Freiheit  der  Wahl,  ob  v  eine  positive 
oder  eine  negative  oder  endlich  eine  absolute  Zahl  bedeuten  soll 

Bei  den  meisten  Anwendungen  wählt  man  aus  prak- 
tischen Rücksichten  für  v  den  absoluten  Werth.  Dann 
stimmen  die  Vorzeichen  von  cos 9)  und  sing)  nach  (4)  mit 
denjenigen  von  x  und  y  überein,  so  dass  derjenige  Qua- 
drant (dasjenige  Periodenviertel),  in  welchem  der  Werth  von  9 
liegt,  aus  den  Vorzeichen  von  x  und  y  sofort  erkennbar  ist 

Die  numerische  Rechnung  mit  Hülfe  der  bekannten  Tafek 
fiir  die  Werthe  der  Kreisfiinctionen  gestaltet  sich  übrigens  meistens 
bequemer,  vienn  man  aus  den  Gleichungen  (2)  zunächst  v  eliminirt 
Dies  giebt: 

(5)  tng9)=|-, 

(6)  v=        '^  " 


cos  (p      sm  (p 
Die  bisherigen  Resultate  kann  man  so  zusammenfassen: 

Lehrsatz  L 

Jede  complexe  Zahl  ist  der  Transformation 

x  +  iy  =  V'e*^ 

fähig,  bei  welcher  man  unter  v  nach  Belieben  eine  posi- 
tive oder  negative  oder  absolute  Zahl  verstehn  kann  und 
die  positive  oder  negative  Zahl  9?  um  ein  beliebiges  Viel- 
faches von  4cö  =  2jr  vergrössern  und  verkleinern  darf: 

g)  =  g)^  -|-  k  •  2üt, 

Die  Berechnung  der  reellen  Bestandtheile  der  ersten 
und  der  zweiten  Form  der  complexen  Zahlen  aus  einander 
geschieht  nach  den  Formeln  (2),  (3)  und  (4)  oder  (2),  (5) 
und  (6). 

Beflnitlon. 

Ist  hinsichtlich  des  v  in  der  Transformation 

X  +  iy  =  v-e*^ 
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die  Bestimmnng  getroffen,  dass  es  eine  absolute  Zahl  sei, 
so  wird  Y  der  Modul  und  go  das  Ar^ment  der  complcxen 
Zahl  genannt.  Den  Modul  v  der  complexen  Zahl  nennt 
man  auch  den  absoluten  Werth  oder  den  absoluten  Betrag 
der  letzteren. 

Wo  die  complexen  Zahlen  irgend  einer  andern  Rechen- 
vorschrift  unterworfen  sind,  als  grade  der  Addition  und  Sub- 
traction,  ist  ihre  Darstellung  durch  Modul  und  Argument  in  der 
Kegel  die  handlichste;  was  wir  durch  die  Besprechung  derjenigen 
fünf  Fälle,  welche  sich  hierbei  ergeben,  erläutern  wollen. 

Wir  setzen  dabei 

X  +  iy  =  ye'^    Xj  +  iy^  =  Tie*^S 

iiigen,  wo   es  der  grösseren  Deutlichkeit  wegen  als  nützlich  er- 
scheint, zum  Argument  ein  Vielfaches  der  Periode  2jr  hinzu,  und 
verstehn  unter  n  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl. 
Dann  ergiebt  sich  auf  die  einfachste  Weise: 

(7)  (x  +  iy).(xi+iyi)  =  ve'^.v,e*^^  =  vv,.e'^^+^^^ 

=  V  Vi .  cos  (9)  +  91 )  +  i  •  V  Vi  •  sin  (g)  +  9)1 ), 

x  +  iy  _  ve^^  _  V     icy-^,) 
^1  -r  iJi       Vi  e  ^^       ^1 

=  — .cos(9)  — g)i)  +  i-  — -sinCg)  — 9)1), 
^1  ^1 

(9)  (x  +  iy)^  =  (ve*^)"*  =  v**  e*"^ 

*  =  V*'  cmng)-\-i  •v'^-sinng). 


(10)  f'i+iy  =  Vve"''  +  ''-'"'^  =-j/v  .  e 

==  V'^.  cosd  +  k .  ?^)  +  i  .-J;'t  .  sin  (I  +  k . -^)  , 

(ll)i(x+iy)  =  i.[Te''''+*-*''>] 

=  t  V  +  ifp  +  i  •  k  •  2jr. 

Diese  letzten  fünf  Formeln  heissen  die  Moivresclien. 
Sie  leisten  die  Überführung  der  Froducte,  Quotienten,  Potenzen, 
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Wurzeln  und  Logarithmen  der  complexen  Zahlen  in  die  Normal- 
form  a  -j-  ib. 

Über  sie  bleibt  noch  zu  bemerken,  dass  bei  den  drei  ersten 
die  Vermehrung  der  Argumente  um  k«2jr  keine  Veränderung  im 
Transformationsresultat  hervorruft,  weil  das  Argument  des  letzteren 
dadurch  auch  nur  um  ein  ganzes  Vielfaches  Yon  2j€  geändert 
wird.     Man  spricht  dies  so  aus: 

Die   Producte,   Quotienten   und  Potenzen   complexer 

Zahlen  sind  eindeutige  Functionen  der  letzteren. 
Anders  verhält  es  sich  beim  Radiciren  und  Logarithmiren. 

Denn  da  nach  (10)  das  Argument  der  n*^  Wurzel  durch 

n  n 

ausgedrückt  wird,  so  entspricht  der  zulässigen  Veränderung  von 
g)  um  eine  Periode  der  Exponentialfunction  e^*^  des  Radicanden 
nur  ein  Zuwachs  um  den  n^^  Theil  der  Periode  der  Exponen- 
tialfunction der  Wurzel;  und  man  muss  k  in  (k  +  ii)  verwandeln, 
damit  das  Argument  der  Wurzel  um  die  Periode  ihrer  Exponential- 
function vergrössert,  d.  i.  damit 

— +  k m  ~ -\  (k  +  n)  —  =  (  — -^k ]  +  2jt 

n  n  n^^n        \n  n/ 

übergeführt  werde. 

Daher  besitzt  die  n^  Wurzel  aus  einer  complexen  Zahl 
(mit  Einschluss  der  positiven  und  negativen  Zahlen)  n  von 
einander  verschiedene  Werthe,^)  welche  aus  (10)  er- 
halten werden,  wenn  man  dort  n  aufeinander  folgende 
ganze  Zahlen  für  k  setzt: 

Die  n^  Wurzel  aus  einer  complexen  Zahl  ist  eine 
n-deutlge  Function  derselben. 

—    Die  n^  Wurzel   aus   einer  absoluten  Zahl   aber, 


*)  Mehr  complexe  Werthe  kann  der  Ausdruck  z  =  y  x  -f-  iy  nicht  haben. 
Denn  diese  Gleichung  sagt  dasselbe  aus,  wie  z^  =x  -|-iy  oder  z° — (x  -f  iy)  ==  0. 
Und  wir  wissen,  dass  eine  algebraische  Gleichung  in  z,  welche  mehr  Wurzel- 
werthe  besitzt,  als  ihr  Grad  beträgt,  für  jeden  Werth  von  z  gelten  muss  — 
was  hier  offenbar  nicht  zutrifft,  z.  B.  nicht  für  z  =  0. 
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z.  B.  |/v,  hat  selbstverständlich  nur  einen  Werth,  weil 
derselbe  wieder  absolut  ist:  sie  ist  eindeutig. 
Die  Gleichung  (11)  endlich  zeigt, 

dass  jede  complexe  Zahl  (mit  Einschluss  der  positiven 
und  negativen)  eine  unbeschränkte  Anzahl  von  Loga- 
rithmen besitzt,  welche  eine  arithmetische  Reihe  mit 
einer  rein  imaginären  Differenz  bilden.  Bei  der 
Basis  e  ist  diese  Differenz  =:i-2jr,  im  Allgemeinen 

aber  =i--jpr-,  wenn  b  die  Basis  bedeutet. 

—  Der  Logarithmus  einer  absoluten  Zahl,  z.  B.  2v, 
hat  wieder  selbstverständlich  nur  einen  Werth,  näm- 
lich einen  positiven  oder  negativen.^) 


§  63. 
Geometrische  Yeranschaulicbung  der  complexen  Zahlen. 

Wählt    man    bei    der 
complexen  Zahl 

(1)   z  =  x  +  iy  =  v-e'*'' 

deren  reelle  Bestandtheile 
X  und  y  zu  Maasszahlen 
der  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten  OQ  und  OR 
eines  Punktes  P  und  zieht 
die  Grade  OP,  so  ist  im 
rechtwinkligen  ^  OQP 
nach  dem  Pythagorei- 
schen Satze: 

ÜQ*  +  QP*  =  ÖP*. 

Nach  §62,(3)  ist: 

(2)'  x^y'^v*. 

Mithin  ist  der  Modul  v  die  Maasszahl  der  Strecke  OP. 


')  Wollte    man    auch   beim   Logarithmiren   noch   bloss   mit   absoluten 

Zahlen  rechnen,  so  würde  ^  nur  dann  einen  Sinn  haben,  wenn  der  Numerus  a 

b 

und  die  Basis   b  zugleich  >  1   oder   <  1   sind.     Deshalb   hat  man  sich 
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Zieht  man  ferner  mit  OP  als  Radius  um  0  einen  Kreis,  so 
liegt  demnach  auf  dem  letzteren  jeder  andere  Punkt  P^,  welcher 
durch  eine  ähnliche  Gonstruction  aus  der  im  Modul  v  mit  z 
übereinstimmenden  complexen  Zahl 

(3)  z^=x^+iy^  =  v.e^^ 

gefunden  wird. 

Wir  fällen  P^S  senkrecht  auf  PQ  und  ziehen  die  Sehne  PPx- 
Dann  ist  im  rechtwinkligen  /\  PSP^: 

PF=SPf  +  SP' 

oder,  weil  es  beim  Quadriren  auf  die  Vorzeichen  der  Differenzen 
SP^  =  +  (x — x^),   SP  =  +  (y — y^)  nicht  ankommt: 


PP^=(x-x,)+(y-yJ. 
Substituirt  man  hier  noch  die  aus  (1)  und  (3)  fliessende  Werthe 

x  =  vcos9),   y  =  V8in9),   x^=Ycosg)^,   yj=V8iii9)^, 
so  folgt: 

PPi  =v*|(cos9)  —  cos9)^)*+(sin9)  —  sin  9)^)  > 

[      cos  9)  —  2  cos  9)  cos  9)  +  cos  g)^ 
I  +  sin  9)* —  2  sin  g)  sin  w  -j-  sin  g)^ 
=  2v*|l — cos  (9) — 9)  )| 

=  4v  Isml lil  • 

2 


schon  in  den  Elementen  der  Arithmetik  entschlossen,  nie  von  abBoluten 
Logarithmen  zo,  sprechen. 

Die  negativen  Zahlen  haben,  da  bei  ihnen  nach  (11)  ein  Werth  von 
(p  =  7t  ist,  nur  complexe  Logarithmen. 

Nun  hat  übrigens,  wie  bereits  zu  §  44  (7)  bemerkt  wurde,  auch  für 
negative  x  die  Formel 


dx 


/"-"+ 


C 


einen  völlig  bestimmten  reellen  Sinn,  da  die  in  Ix  enthaltene  imagin&rc 
Gonstante  sich  durch  einen  imaginären  Theil  von  G  aufheben  lässt 
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Mithin  ist: 

PP=2v8ini-^S 

falls  sin — ^-^   einen    positiven   Werth    besitzt;    und    dies   trifft 

jedenfalls  zu,  so  lange  der  Werth  der  Differenz  — ^— ^  positiv  ist 

und  dem  ersten  Viertel  der  Periode  der  Kreisfunctionen  angehört. 
Für  unsere  Figur  bedeutet  diese  Bedingung,  dass  man  den  in  der 
Richtung  XYAP^  gezogenen  Kreisbogen  hinreichend  wenig  ver- 
längern muss,  um  zum  Punkte  P  zu  gelangen;  denn  die  aus  den 

Gleichungen 

X  =  V  cos  gp ,    y  =  V'Sin  gp 

wegen  der  Constanz  von  v  folgenden  Relationen 

dx=  —  v8ing)dgD  =  —  ydgo,     dy  =  + vcos9)d9)  =  xdg) 

oder 

,  — dx      dy 

d9)  =  — —  =  ^ 

y         X 

zeigen  nach  §  4  an,  dass  q>  stetig  wächst,  wenn  der  Punkt  P  in 
der  fragUchen  Richtimg  auf  dem  Kreise  verschoben  wird. 

Denkt  man  sich  nun  auf  dem  Bogen  AP  eine  beliebige  An- 
zahl von  Punkten  P  ,  P  ,  P  ,  .  .  .  interpolirt  und  zwischen  ihnen 
ihrer  Folge  nach  die  Sehnen  gezogen,  so  ist  die  Summe  derselben 
nach  der  so  eben  für  PP    entwickelten  Formel 

.    Aw 
=  ^2vsin-|  =  2v.-2^.Jgp. 


Für  9)  =  0   wird  x  =  vcosO  =  +  v>  y  =  vsinO  =  0;   was    den 
Punkt  A  anzeigt. 

Mithin  erhalt  man  für  die  Länge  des  Kreisbogens,  welchem 
sich  die  Sehnenfolge  zwischen  den  festen  Endpunkten  P  und  A 
bei  unendlicher  Annäherung  der  Punkte  P,  P  ,  P  ,  P^,  .  .  •>  A  an 
einander  unendlich  nahe  anschmiegt: 
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AP 


■/ 


sin   ^ 
lim  • 


2 


dg) 


(4) 


Beachtet  man  endlich,  dass  aus  §  61,  (3)  der  Grenzwerth 

{S  4  6  ^ 
^-        ^-        ^• 


hervorgeht,  so  folgt: 

AP  =  vy  d9)  =  v9). 

0 

Damit  ist   auch  für  das  Argument  (p  eine   geometrische   Veran- 
schaulichung gewonnen. 

Wir  fassen  die  Resultate  zusammen  in  dem 

Lehrsatz. 

Um  den  Nullpunkt  0  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems  als  Centrum  werde  mit  einem  Radius  v  ein 
Kreis  in  solcher  Umlaufsrichtung  gezogen,  wie  man  am 
kürzesten  von  der  Abscissenaxo  XO  zur  Ordinatenaxe  YO 
gelangt,  und  der  in  der  Verlängerung  der  Abscissenaxc 
liegende  Punkt  A  des  Kreises  werde  als  Endpunkt  der  be- 
schriebenen Kreislinie  angesehn. 

Bedeutet  dann  g)  das  positive  oder  negative  (ganze, 
gebrochene  oder  irrationale)  Vielfache  des  Radius  v,  welches 
man  zu  der  letzteren  (von  A  aus  als  Bogen)  addiren  muss, 
um  zu  einem  Punkte  P  zu  gelangen,  so  besteht  zwischen 
den  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  des  Punktes  P  und 
seinen  „Polarcoordlnaten''  v,  g)  stets  die  Gleichung: 

iy  =  ve  ^' 

Da  man  in  der  analytischen  Geometrie  die  Strecke  OP  =  v 

den  Vector   und   die   mit   dem   gehörigen  Vorzeichen   versehene 

AP 
Maasszahl  9>  =  7yp  des  Bogens  AP  den  Arcus  oder  den  Bieh- 

tangswinkel  von  P  nennt,  so  kann  man  dies  in  Folge  der  Glei- 
chungen §  62,(2)  auch  so  aussprechen; 
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Bedeutet  v  den  Vector  und  g)  den  Arcus  oder  Rich- 
tungswinkel eines  Punktes  in  der  Ebene,  so  sind  cos  90 
und  sin  9)  die  Maasszahlen  von  Abscisse  und  Ordinate 
desselben  Punktes,  sobald  die  Coordinaten  als  recht- 
winklig, und  der  Vector  als  Längeneinheit  angenommen 
wird. 

Zusatz. 

Die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  cosx  =  0,  nämlich 

0=    »    ist   gleich   der   Maasszahl   des   Kreisquadranten, 

wenn  man  den  letzteren  durch  den  Radius  misst 

Die  hier  besprochene  geometrische  Veranschaulichung  der 
Kreisfunctionen  stützt  sich,  wie  aus  dem  Obigen  genügend  hervor- 
geht, auf  den  Pythagoreischen  Satz,  dessen  Gültigkeit  bekanntlich 
nicht  unbezweifelt  dasteht,  weil  er  nur  zugleich  mit  der  Hypo- 
these zutrifft,  dass  die  Winkelsumme  keines  Dreiecks  unter  einen 
beliebig  kleinen  Werth  herabsteigt,  oder  —  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt —  dass  es  durch  jeden  Punkt  nur  eine  Parallele  zu 
einer  Graden  giebt.  Läset  man  diese  Hypothese  *  als  eine  nicht 
genügend  durch  die  Anschauung  beglaubigte  fallen,  so  entsteht 
ein  eben  so  widerspruchfreies  Gebäude  der  Geometrie,^)  wie  das 
Euklidische,  welches  die  fragliche  Hypothese  anerkennt. 

In  jenem  stellt  sich  die  Länge  des  Kreisquadranten  q  yom 
Radius  Y  durch  die  Formel  dar: 


Jt 

e+ 

"     e- 

-CT 

n 
2 

sin 

(icv) 

2 

2c 

ic 

■y 

J 

1,1    « 

V* 

4 

4 

V 

6 

wo  c  eine  noch  nicht  ermittelte  und  nur  durch  Messungen  im 
vorhandenen  Raum  bestimmbare  Constante  bedeutet.  —  Die  Eukli- 
dische Geometrie,  an  welche  wir  uns  halten  wollen,  setzt  c  =  0. ' 
Es  verdient  noch  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass 
die  oben  klargelegte  Verwendbarkeit  der  reellen  Bestandtheilc 
complexer  Zahlen 

^)  Man   vergl.  u.  a.:    Frischauf.    Absolute  Geometrie.    Leipzig  bei 
Teubner.    1872. 
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iy  =  ve  ^ 

als  Coordinaten  von  Punkten  einer  Ebene  Alles  leistet,  was  in 
Absicht  auf  die  Veranschaulichung  der  complexen  Zahlen  verlangt 
werden  kann,  imd  in  keiner  Weise  der  gewohnten  Veranschau- 
lichung der  reellen  Zahlen  nachsteht. 

Denn  einerseits  zeigt  die  „complexe  Coordinate''  z 
einen  einzelnen  Punkt  ganz  bestimmt  an  —  und  umge- 
kehrt jeder  einzelne  Punkt  eine  einzige  complexe  Zahl, 
andrerseits  entspricht  jeder  stetigen  Veränderung  der 
complexen  Zahl  z,  d.  i.  ihrer  reellen  Bestandtheile  x,  y 
oder  V,  9),  eine  stetige  Verschiebung  des  Punktes  in  der 
Ebene  —  und  umgekehrt 

Ändern  sich  die  beiden  reellen  Bestandtheile  x  nnd  y  oder 
V  und  9)  der  complexen  Zahl  z  gleichzeitig,  so  erfordert  dies, 
damit  die  Veränderung  bestimmt  sei,  eine  Gleichung  zwischen  x 
und  y  oder  v  und  9),  d.  i.:  eine  Linie,  auf  welcher  der 
Punkt  (x,y)  oder  (v,^))  gleitet. 

Diese  Linie  9)(x,y)  =  0  oder  ip(v,9))  =  0  zeigt  bei  der 
Differentiation  die  „Differentlationsrichtung'S  bei  der  In- 
tegration den  „Integrationsweg^^  an;  und  die  Symbole  der 
Differentiation  und  Integration  haben  ohne  Bezug  auf 
eine  solche  Linie  oder  Gleichung  keinen  Sinn,  während 
sie  mit  Bezug  auf  eine  solche  aus  ihrem  Grundbegriff 
völlig  klar  sind. 

Wir  kommen  später  auf  diesen  Gegenstand  wieder  zurück. 

§  64. 
Inversion  der  Kreisfunctionen. 

Definition. 

Betrachtet  man  in  den  Gleichungen 

(1)  x  =  cos9),   y  =  sin9),   z  =  cot9),  u  =  tng9) 

den  Arcus  9)  als  Function  der  linken  Seite,  so  schreibt 
man  dieselben: 

(2)  9)  =  arccosx,   9)  =  arc8iny,   9)  =  arccotz,   9)  =  arctngu; 
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und  liest  beispielsweise  „arcus  cosinus  x^^  in  dem  Sinne: 
arcus,  dessen  cosinus  =  x  ist.*) 

Die  Functionen  x,y,  z,u  sind  periodische  Functionen  von  9), 
und  zwar  die  beiden  ersteren  mit  der  Periode  4ö>  =  2jr,  die 
beiden  letzteren  (nach  §  61,  (21))  mit  der  halb  so  grossen  Periode 
2cö  =  jr;  d.  h.,  es  ist: 

X  =  cos  (9?  +  k  •  2jt) ,   y  =  sin  (gp  +  k  •  2  jr) ,   z  =  cot  (g)  +  k  •  jr) , 

u  =  tng  (g)  +  k  •  jr) . 
Hieraus  folgt: 

Die  inversen  Kreisfunctionen   sind   in   der  Weise  rlel- 

deutlg,  dass  arc  cos  x  und  arc  sin  x  bei  jedem  Argument 

X  um  k  •  2jc,  dagegen  arc  COt  x  und  arc  tng  x  um  k  •  jt 

vergrössert  und  verkleinert  werden  dürfen. 

Ausserdem   ergiebt  sich  aus   den  Relationen  (22)  und  (23) 

des  §  61  noch  folgendes: 

Man  darf  das  Vorzeichen  eines  jeden  nur   durch  sein 

Argument  bestimmten  arc  COS  ändern,  den  arc  sin  aber 

durch  sein  Supplement  ersetzen;  endlich  darf  man  jeden 

von  beiden  durch  das  Complement  des  andern  ersetzen. 

—  Das  Letztere  gilt  auch  für  arc  cot  x  und  arc  tng  x. 

Die  identische  Gleichung 

e^^  =  cos  g)  +  i  sin  g) 

gestattet  unter  der  Voraussetzung,  dass  entweder  cosg)  =  x  oder 
sing)  =  x  zur  unabhängigen  Variablen  gemacht  werde,  wegen  der 
Beziehung 

cosg)*+  8ing)*  =  l 

folgende  Abänderungen  ihrer  Form: 

e^-*''^''"  =  x  +  iVl  — x% 


e'*"*^"  =  Vl-x'  +  ix; 


und  es  steht  hier  frei.  Vi  —  x*  nach  Belieben  als  den  positiven 
oder  den  negatixen  Werth  der  Quadratwurzel  anzunehmen,  da  nur 
X  als  gegeben  angesehn  wird. 


')  Man  findet  auch  häufig  geschrieben :  arc  cos  (—  x).    Wir  ziehn  die 
kürzere  Schreibweise  vor. 
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Logarithmirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichungen  nach  e,  so 
erhält  man  wegen  der  Vieldeutigkeit  der  Logarithmen  [§  62,  (11)]: 

i  •  (arc  cos  X  +  k  •  2  jr)  =  ?  (x  +  i  Vi  —  x; , 

i.(arc8inx  +  k.2jr)=:i(Vl— x^  +  ix). 

Analoge  Formen  für  arc  cot  x  und  arc  tng  x  findet  man  durch 
Division  der  Gleichung 

e*^  =  cos  9) -f  i  sin  9 


mit 


e   ^^  =  cos  9)  —  i  sin  9). 


Es  folgt  nämlich: 

i.29 cos  9)  -j"  isin9)  cot  9)  -\-i 1  -f-  itng9) 

cos  9)  —  i  sin  9)       cot  q>  —  i       1  —  i  tng  9)  ' 

also,  je  nachdem  man  cot9)  =  x  oder  tng9)=rx  setzt: 

i .  2  arc  cot  X  ^     1"  ^ 


e 


e 


X  —  1 

i .  2  arc  tng  x 1  ~r  ^^ 

~r^ix' 


x-l  i 
i  •  2  (arc  cot  x  -|-  k  jr)  -=  l 


x-i' 


1  +  ix 
i-2(arctngx  +  k;^)  —  Z--^-- 

^  1  IX 

Es  sind  hier  vier  Gleichungen  erhalten  worden,  welche  Arcus 
in  Logarithmen  transformircn.  Das  Entgegengesetzte  wird  erreicht, 
wenn  man  in  jeder  von  ihnen  den  Numerus  als  unabhängige 
Variable  einfuhrt  und  x  durch  dieselbe  ausdrückt.  Die  einfache 
Rechnung  braucht  hier  nicht  durchgeführt  zu  werden. 

Wir  fassen  die  Resultate  zusammen: 


Lehrsatz. 

Die  Arcus  und  Logarithmen  sind  Functionen,  welche 
sich  in  einander  transformircn  lassen.     Es  ist  nämlich: 
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(3)  arc  cos  X  =  4^ .  Z  (x  +  iVl— x')  -h  k  •  2  :;r , 

(4)  arc8inx  =  4--Z(Vl  — x*+ix)  +  k.2jr, 

(ö)  arc  cot  X  =  TTT  •  Z +  k  •  ;r , 

2i      X  —  1 

(b)  arctngx=::,^-Z:i -, — [  k-jr; 

2i      1 — IX 

x'  +  l 

(7)  Zx  =  i-arccos— ^        -l-ik-2jr, 

2x 

x'  — 1 

(8)  Zx  =: i •  arc sin -7— >.      -4-ik-2jc, 

i-2x 

^    (9)  Zx  =  i.2arccotfi^    -jJ4-ik-2:Ä', 

(10)  Zx  =  i.2arctng(ij-~-)-|  ik.2jr. 

In  jeder  von  diesen  acht  Formeln  bedeutet  k  eine  willkür- 
liche ganze,  positive  oder  negative  Zahl.  Die  Quadrat- 
wurzeln in  (3)  und  (4)  dürfen  mit  jedem  ihrer  beiden 
Werthe  genommen  werden. 

Die  Arcus  lassen  sich  in  Potenzreihen  entwickeln.  Verlassen 
wir  die  Reihenfolge,  in  welcher  sie  oben  aufgezählt  sind,  so  folgt 
aus  §  42  (7)  und  (9),  wenn  man  ix  für  z  substituirt: 


,1  +  ix 
1  — ix 


I  •  -d     3        «6     5  -r  —  2    r  —  2         t    t     /»  j  1 

I  IX,    IX,    IX,  ,1  X  ,1X|  dv  I 

T-^-3-+-5--^"-'-r^=:2-+ir;/—     4' 

1 — 1    X    V    ' 


wo  r  eine  ungrade  Nummer  ist. 

Mithin  ergiebt  sich  aus  (6)  für  jeden  Werth  von  x: 

3  6  7  ^^^        T  — 2 

XX.X  X,  ...     2X 

arctngx  =  -  — — +-^  — -^H (— 1) 


r— 2 

Oll         2      r 

1  -f-  X    V 


—    256    — 


1 


/dv 
g-   fallt  unter    die  Form    von  J^  in 

l-f-x  V 

<  r 

§  39,  (8),  wenn  man  dort  n  =  0,  z  =  x  und  ^  für  r  setzt  Mit- 
hin kann  man  bei  jedem  reellen  x  und  bei  jedem  rein  imaginären  x 
die  Formel  §  39,  (11)  auf  dasselbe  anwenden,  und  findet: 

Bedeutet  r  eine  ungrade  Nummer  und  k  eine  willkürlich 
zu  wählende  positive  oder  negative  ganze  Zahl,  so  ist 

8  5  7 

(11)       arctngx  =  kjr  +  y  — y  +  y  — y  +  ... 

r  — 1  ^  r  — 1 

"2~     x'~^  ~2~    X*^ 

•••-(-1)    -rr2+(-i)    •T''^' 

mit  der  Bedeutung: 

^  1  +  xVVv" 

Ausser  denjenigen    rein   imaginären   Werthen   von   x, 

für  welche  1  +  x  «Vv     zwischen  v  =  0  und  v  =  l   ver- 
schwindet, giebt  es  sicher^)  keinen  Ausnahmefall 
Ist  X  reell,  so  folgt: 


(13)  J^  =  l:;n.x«__ 


X* 


2^  +  6 


=  ^={l  +  ^4'    (^<«<1)' 


und  ist  X  unter  Erfüllung  der  Scala  +  0>x*>»  — 1 
rein  ImaginBr,  so  folgt: 


(14)  J^=l:    l  +  x»__ 


X» 


gr+e-^ 


=  i=|^  +  7^'^1'   («<«<i)- 


')  d.  b. :  ob  jenes  Aasnahmefälle  sind,  wir  wollen  hier  nicht  untersuchen. 
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Nimmt  man  x  als  reell  und  arctngx  als  einen  Arcus 
des  ersten  Quadranten  an,  so  ergiebt  sich: 

8  6  7 

(15)  arctngx  =  y  — y  +  -g^  — y  +  --- 

für  —  1  < X  <I  +  1.    Wird  x  ==r  +  1  gesetzt,  so  folgt,  weil 

arctngl  =  -  ist,  die  Leibnltzsehe  Reihe: 

4 

Um  noch  arc  sin  x  in  eine  Potenzreihe  zu  entwickeln ,  ohne 
den  Taylorschen  Satz  direct  zu  benutzen,  gehen  wir  davon  aus, 
dass  nach  §  61,  (9)  aus 

g:  =  arc  sin  x ,   x  =  sin  9) 

hervorgeht: 

dx  =  cos93  d^=y] — x^dy),    dq)  = 


2 

'         2 


Vi- 

Soll  daher  9)=0  für  x=0  sein,  so  muss  die  Grösse  cosg^^V  1 — x 
für  x  =  0  den  Werth  -\-l   haben,  weil  cosO=-|-l   ist.     Daher 
muss  die  Quadratwurzel  in  der  hieraus  entstehenden  Relation 

dx 


Vi3 


(17)  9)  =  arcsinx=   / 

0 

mit  ihrem  positiven  Werthe  eingeführt  werden. 

Das  Differential  lässt  sich  nach  dem  binomischen  Satze  (§  39) 
fiir  x*<l  als  Summe  einer  Potenzreihe  darstellen: 

^.=a_o-=i-(-t)x'+(-y).'-(-f).'+... 

^1    j      1-3   «      1-3-5    6  . 

=  1+2^  +2.-4^  +2:4:6^+-- 

Hieraus  ergiebt  sich  nach  (14)  durch  Integration: 


3      10      6      -toc      7 


/iö\  I   1    ^    I   1*3   X       1.3-5    X 

(18)      arc8mx  =  x4--.-+^.^ +2.-470-7  + 

Worpitzky,  Differential-  n.  Integral reehnang.  17 
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Und  diese  Gleichung  gilt  auch  noch  für  x  =  +l,  weil  ihre 
linke  Seite  an  den  Stellen  x  ^=  + 1  stetig,  und  ihre  rechte  Seite 
eine  für  x  =  + 1  unbedingt  convergirende  Potenzreihe  ist. 
Für  X  =  +  1  nämlich  ist  ihr  allgemeines  Glied 

(— 1)  j  — 2  j.g-^  äquivalent  mit  -y oder  ^ 

^      r/  r'(2r  +  l)  r^ 


« 


(nach  §  58,   Beispiel  I);   und   es   giebt   positive  Werthe    von  p, 
z.  B.  p  =  +  -  j  für  welche 

lim-     3  •r'+'*=lim.  C'-/    * 

r=oo    2  r=oo 

r 

einen  endlichen  Werth  besitzt. 

Macht  man  aber  x  =  -|-  1»  so  folgt: 

(19)        -=1+1.1+1:^. i+liM.i+... 

K^'^)  2         ^2   3^2-4  5^2.4-6    7^ 

Schliesslich  mag  noch  die  aus  §  42,  (13)  durch  Substitution 
von  e**  für  X  folgende  Formel 

(20)        ^  =  icot|  +  itng|  +  ^tng|  +  ltng^  +  ... 

erwähnt  werden. 

Man  erhält  sie  sofort,  wenn  nach  der  fraglichen  Substitution 
auf  die  einzelnen  Glieder  jener  Reihe  die  Formel  anwendet: 

.  n  .  ü        ^.     .    u 


»-       -'-       2i.sin, 

^  =  i.tng^, 


c   — 1       e    —  e  2        ..u 


_m  I    I  .  u  .  u 

«+^       e'^  +  e"'^       2.CO82 

deren  Gültigkeit  aus  §  61,  (11)  und  (12)  erkannt  wird. 

Bricht    man    die  Reihe   (20)   hinter   dem    x^^    Gliede 

1  X 

-tng  -  ab,  so  begeht  man  einen  Fehler  ^d^,  welcher  der 
Scala 


3;Ysr<9>..<2,tng^^ 
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genügt,   sobald  r   gross   genug  geworden   ist,   damit  der 

X 

Werth  von  — tt  ini  ersten  Quadranten  liegt.  —  Denn  dann 

werden   die   weggelassenen   Glieder   sämmtlich   verkleinert,   wenn 
man  in  ihnen  jeden  Tangens  durch  den  Arcus  ersetzt,   und  ver- 

grössert,  wenn  man  in  ihnen  jeden  Tangens  durch  tng  ersetzt. 

Übrigens  lässt  sich  die  Gleichung  (20)  auch  so  schreiben: 

(21)  1  =  1. cot- +  9)  , 

was  sich  durch  directe  Summation  ergiebt;  hierdurch  wird  sie  unter 

Benutzung  der  Relation   lim  • =  1  zugleich  verificirt. 

n=0    ^ 

Für  x  =  ^  folgt  aus  (20)  die  Reihe 

11  Jt         \  Jt  \  JT      , 

deren  Glieder  berechnet  werden  können,  weil  tng  j  =  1  und 


tngJ  =  --^  +  |/l+-A-^ 
^2  tngu       r  tngu* 


tng 
ist. 

§  65. 
Numerische  Berechnung  von  x. 

Indem  wir  hier  diejenigen  Methoden,  welche  sich  mehr  oder 
weniger  auf  geometrische  Betrachtungen  stützen,  bei  Seite  lassen, 
so  bleiben  uns  aus  dem  Vorhergehenden  zwei  Wege  offen:  1.  die 
Einschliessung  der  kleinsten  Wurzel  der  Gleichung  cosx  =  0  in 
immer  engere  Grenzen,  wie  sie  in  §  61  begonnen  wurde,  um  die 
Existenz  und  ungefähre  Grösse  derselben  nachzuweisen;  2.  die 
Annäherung  vermittelst  der  Formeln  des  vorigen  §  für  die  in- 
versen  Kreisfunctionen. 

Auf  die  erste  Weise  haben  wir  bereits  gesehn,  dass  0  =  0^ 

zwischen  y2   und  2  liegt     Ohne   weitläufige   numerische   Rech- 
nungen zu  machen,  findet  man  bald  eine  genügende  Annäherung. 

17* 
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Da  nämlicli  die  gesuchte  Wurzel  der  Gleichung 

80  klein  ist,  dass  bei  der  Substitutiou  ihrer  zwischen  1/2=1,414  ■  •  • 
und  2  liegenden  Näherungswerthe  der  Rest  der  unendlichen  Reihe 
im  Vorzeichen  mit  dem  ersten  vernachlässigten  Gliede  überein- 
stimmt und,  absolut  genommen,  dasselbe  nicht  erreicht  (§  61), 
und  da  cos  x  bei  wachsendem  x  vom  Positiven  zum  Negativen 
übergeht,  so  ist  derjenige  Werth  von  x  zu  gross,  für  welchen 

wird.  Die  kleinste  Wurzel  dieser  Gleichung,  x=  1,592...,  ist  dem- 
nach zu  gross;  und  es  liegt,  weil  das  arithmetische  Mittel  zwischen  ihr 

und  1,414  den  Werth  1,503  hat,  der  bequemen  Rechnung  wegen 

3 
nahe,  den  Versuch  mit  x  =  1,5  =  ^  zu  machen. 

Man  findet: 

,^      ,       9    ,    27         81     ,       729 
cos  1,5  =  1  —  j-  4-  ■  -  —  ^-.  + 


8    '   128       5120  '   1146880 
,    359    ,       729 


5120  '   1146880 
weshalb 

1,5<2<1,59... 

sein  muss. 

Setzen  wir  imn  zum  Zweck  der  weitereu  Annäherung 

f=l,5  +  z, 
so  folgt  aus  §  61,  (14): 

cos     =  cos  1,5  •  cos  z  —  sin  1,5  •  sin  z, 

359  729 

_  cos  1 ,5  _  5120  "*"  1 146880  _  " ' 
t"gz— .:..-,..-  — Jj-   r-427    "      8l 

i-T  ~h 


sin  1,5       3 
2 


—  % 


640       35840 
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da  sich  der  im  Nenner  stehende  Werth  für  sin  1,5  aus  §  61,  (3) 
ergiebt.  Ziehen  wir  den  Zähler  und  den  Nenner,  so  weit  sie  ge- 
schrieben sind,  in  Rechnung,  und  setzen  für  tng  z  den  nicht  voll 
so  grossen  Werth  z,  so  ist  der  resultii'ende  Näherungswerth: 

z  =  0,0709... 
Mithin  ist 

2  ^  1,5709 . . . 

etwas  zu  gross,  schon  weil  wir  den  Nenner  von  tng  z  zu  klein 
und  den  Zähler  zu  gross  gemacht  haben. 

Bekanntlich  ist   ,.  =  1,570  796  ...    —    Man    wird    diesem 

Werthe  noch  bedeutend  näher  kommen,   wenn  man  von  Neuem 

[— 1,5709  —  z,  setzt  und  dieses  z    in  der  zuletzt  dargestellten 

Weise  berechnet.  Uns  genügt  es  hier,  die  Wirksamkeit  dieser 
Methode  illustrirt  und  durch  den  Vergleich  mit  dem  wahren  Werth 
gezeigt  zu  haben,  dass  der  Fehler  z  nur  noch  ungefähr  0,0001 
beträgt. 

Die  geringste  Mühe  macht  die  Berechnung  von  jr,  sobald  man 
die  in  §  64  gefundenen  Ausdrücke  für  die  Arcus  zu  Grunde  legt, 
nur  muss  man  sich  nicht  der  langsam  convergirenden  Reihen  (16) 
und  (19)  bedienen  wollen. 

Wirksamer    sind   schon    die   Formeln,   welche    aus   (15)    für 

\  jr  1  jr 

arctng-p^  =  ^  und  aus  (18)  für  arc8in^  =  ^  entstehn,  nämlich: 


V3       6 


(1) 


2  I        33'      5-3'      73^      9-3* 


^^  3         ^  3    8  ^5    8-16  ^  7    8.1Ü.24  ^ 

Man  kann  aber  leicht  eine  beliebige  Anzahl  weit  schneller 
convergirender  Ausdrücke  bilden,  wenn  man  über  (2n)  Zahlen 
a^,  a  ;  a  ,  a  ;  ...;  a^^  a^  so  disponirt,  dass 

(3)      «  .  arc tng \-]r  %'  arc tng a^^  +  •  •  ■  +  a^-  arc tng a^=:=:  ^ 

')  Es  Hesse  sich  jeder  andere  aliquote  Theil  von  n^  dessen  Tangens 
bekannt  ist,  in  ähnlicher  Weise  verwenden. 
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wird.  Nun  folgt  aber  aus  der  Trausformationsformcl  (6)  des  vori- 
gen §: 

a  •  arctnga^  +  a^  .  arc  tng  a^  +  •••  +«n'  arc  tnga^ 

1    r  1  +  ia,  1  +  ia^  1  +  ia    I 

2i|  1      1— la,     '     *       1  — la,    '  '     »»      1  — la    | 

l  1  8  n  f 

2i      1^1- iaj  ^r-ia. 

Daher  erkennt  man  durch  Yergleichung  dieser  Relation  mit 

-^=arctngl  =  2i«T=T' 

dass  unser  Zweck  erreicht  wird,  wenn  die  fraglichen  Zahlen  der 
Gleichung 

genügen.  Dieselbe  enthält  (2n)  Unbekannte  a  ,  a  ;  ...;a^,  a^ 
und  gestattet  daher,  (2n — 1)  Unbekannten  willkürliche  Werthe 
zu  geben  und  dann  die  (2n)*«  zu  bestinuuen. 

Wir  wollen  einen  besondern  Fall  weiter  verfolgen,  indem  wir 
n  =  2,  «^  =  1  setzen. 

Eine  Rechnung,   welche  so  einfach  ist,   dass   sie   hier  nicht 
vorgeführt  zu  werden  braucht,  giebt  folgendes  Resultat: 
Nimmt  man  in  der  Gleichung 

(5)  (l+iiV.Lii^^-ldti 

^  ^  \1 — la/     1  —  ib       1  —  1 

für  a  eine  ganze  und  für  a  eine  rationale  Zahl,  so  wird 
auch  b  eine  rationale  Zahl;  und  zwar  ergiebt  sich, 
wenn 

(6)  (i±ii)=p±ia 

\1 — la/       p  —  iq 
gesetzt  wird: 
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Ausserdem  ist: 


(8)  =  a .  arc  tng  a  +  arc  tng  b, 

wenn  man  für  diese  Arcus  ihre  dem  absoluten  Betrage 
nach  kleinsten  Werthe  setzt 

Z.  B.  ergiebt  sich  für  a  =  ^  >  a  =  1 : 

/l  +  ia\"      2  +  i  ^  ,     1.      2-1        1 

lr:--iäJ  =  2^--T'P=^'  'i^^'  ^=2+l  =  3"' 

jr  1  1 

(9)  ^  =arctng^  +arctng^  • 

Für  a  =  ^>  a  =  2  folgt: 

/l  +  ia\"     /2  +  i\*     3  +  i4  „  .    ,       3  —  4  1 

'AJ  =(2^1)  =3^i-4'  1^  =  ^'  ^  =  *'  ^  =  3-+4  =  -7  ' 

(10)  -   =  2  •  arc tng^  —  arc  tng  -^  • 

Für  a=  V  5  a  =  4  folgt: 
o 

1  +  ia\"_/5  +  i\^_  119  +  i  120    .^_\    . 
,1  — ia/  ~\5  — i/       119  — il20'     ~      239* 

jr  1  1 

(11)  -p  =  4 .  arc  tng  p-  —  arc  tn g  ^ 


4       ^5       ^239 

Will  man  die  Formel  (11)  zur  Berechnung  von  n  benutzen, 
so  findet  man  aus  §  64,  (15): 

,11  1,1  1       , 

^o       5        3.58    ^  5.5«^        7.5' 

2  2^        .  2'  2'  , 


10    3.1000  '  5.100000     7.10000000 

WO  das  bei   der   numerischen   Rechnung   zuletzt   benutzte   Glied 
iioch  mit  einer  Zahl  J    multiplicirt  werden  muss,  welche  nach 
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25 

§  64,  (13)  sich  dem  Grenz werthe   ^^j^  nähert  und,  falls  man  hier 

35 

mit  dem  zuletzt  geschriebenen  Gliede  abbricht,  zwischen  -^^-  und 

oü 

225 

^^j^  liegt.     Der  Subtrahend   auf  der  rechten  Seite  von   (11)  ist 

noch  schneller  convergent  und  berechnet  sich  nach  der  Formel: 

f        11  1,1 

arc  tng  ^^^  =  ^^^  —  -— — «  +  - 


239      239       3.239'   '    5-239' 


39   \       3.5712^^-   •      "  ...^.«-r 


l 
239    r      3.57121   '  5.57121*      7.57121* 


wo   dasjenige  Glied,   mit   welchem   man   die   Rechnung  abbricht, 

57121 
mit  einer  zwischen   ^-^-a^  und  1  liegenden  Zahl  multiplicirt  wer- 

den  muss,  lun  arc  tng  ^^.^^  genau  zu  erhalten. 

Es  erfordert  deshalb  keine  grosse  Mühe,  um  n  aus  (11)  auf 
eine  beträchtliche  Anzahl  von  Decimalstellen  genau  zu  berechnen. 
Durch  36  Decimalstellen  dargestellt  ist: 


(12)hr_ 
12-'' 


jr  =  3, 141  592  653  589  793  238  462  643  383  279  502  884 ... , 
570  796  326  794  896  619  231  321  691  639  751 442 ... . 


Bekanntlich  hat  man  bei  den  Anwendungen  der  Arithmetik 
auf  die  Geometrie  den  rechten  Winkel  in  90  gleiche  Theile  ge- 
theilt  und  gebraucht  die  Benennung  „Grad"  eines  solchen  Theils 
sowohl  für  den  Winkel  selbst,  wie  für  dessen  Maasszahl,  d.  i.  für 
die  Maasszahl  desjenigen  mit  dem  Radius  gemessenen  jBogens,  auf 
welchem  der  90***  Theil  des  rechten  Winkels  als  Centriwinkel  steht 

Da  nun  nach  §  63  die  Maasszahl  des  rechten  Winkels  = 

ist,  so  versteht  man  demnach  unter  der  Zahl  1^  den  Werth  von 

d.  1.: 


180 


(13)  l'=.^=0,017453  292519943  295769236  907  684886127... 

loü 
Desgleichen  nennt  man  den  60'*®"  Theil  hiervon  „eine  Minute**: 
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1'= ^Ä^  =  0, 000  290  888  208  666 ... , 
und  den  60»*«^  Theil  hiervon  „eine  Secunde": 

1"=  ZFTc^^Ti?^  =  0, 000  004  848 136  81 1 . . . 
648  000 

Umgekehrt  ist: 

1  =  57^  295  779  513  082  321 
=  3  437',  746  770  784  939  253 
=  206  264",  806  247  096  355  152. 


§  66. 

Darstellung  der  Kreisfunctionen  durch  unendliche  Reihen- 

producte  nebst  den  nächstliegenden  Folgerungen  auf 

Reihensummen  und  die  BernouUischen  Zahlen. 

Um  zunächst  nur  mit  reellen  Formen  zu  operiren,  beginnen 
wir  mit  der  Zerfällung 

(1)  sin  X  =  2  sin  ^  cos  -  =  2  •  sin  ^-^  •  sin  i-  +  ö 

und  wiederholen  dieselbe   eine   beliebige  Anzahl   mal   bei  jedem 
Factor  der  rechten  Seite.     Es  ergiebt  sich  nach  und  nach: 

inx  =  2.2sin|sin(j  +  j).28in(|  +  j)8in(|  +  |  +  j) 

^8    .    X    .    X  +  JT    .    x  +  2^    .    x  +  3^ 

=  2  sm  -r  sm  — - —  sui  — 4 —  sm  — ^ , 

4  4  4  4 

smx  =  2  .28mg  sin  ^g+^J-2sin —g— sin  ^—g \--^^ 

^   ,   x+2jr    .    /x4-2jr    ,   jr\   ^  .    x  +  Sjt    .    /x  +  3^    .   jC 
.28m— g-8m(— g— +  ^j.28in— g— 8in(— g— +  2 

^7    .   x   .    x-\-jt   .    x+2jr    .    x  +  3jr    .    x+4^   .    x  +  5^ 
=2  •  sm  Q-  sm  — ]^ —  sm  — -^ —  sm  — tt —  sm  — ^ —  sm  — ^ — 

o  o  o  ö  o  o 

.    x  +  6^   .    x  +  7jr 
.  sm  — ^g —  sm  — g — 

u.  8,  w.;  allgemein; 


sm 
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,,..        .  .^2n-i  X     .    x4-^    .    x4-2jr    .    x+3jr 

(2)     8mx==2        -sin— -sm— -t — sm — tz sm — ..  ~   ••• 

^  2u  2ii  2n  2n 

^,^x  +  (2n-l)jr 

•  •  •  sm TT > 

2n 

wo  n  eine  Potenz  von  2  bedeutet.  —  Um  sin  x  in  dieser  Form 
zu  erhalten,  braucht  man  nur  bei  jeder  neuen  Anwendung  der 
Zerfällung  (1)  nach  der  Zusammenfassung  der  Factoren  2  zuerst 
die  ersten  und  dann  die  zweiten  noch  übrigen  Factoren  der  ein- 
zelnen Producte  nach  einander  hinzuschreiben. 
Bedenkt  man  nun,  dass 


.    x4-(2n  —  k)jr         .    /         kjc  —  x\        .    k:. 
sin ^ =8m^ __J=8.o-.  — . 


.    kjt  —  x 

mithin : 


.    x-|-kjr     .    x  +  (2n — k)^         .    kjr  +  x     .    k^  —  x 

sm  — ^ sm ^;t ~ —  =  sm  — -. sm  — .^ 

2n  2n  2n  2n 

1  r      2x            k-2jrl         .   gkjr        .   j  x 
=  ö  cos^ cos-^         =sm   ^ sm 

2  L       2n  2n  J  2n  2n 

ist,  so  lässt  sich  die  Formel  (2)  —  wenn  man  die  nach  der  Ab- 

sonderung  von  2        sin  ^^  noch  übrig  bleibenden  Factoren  in  der 

Weise  zusammennimmt,   wie   sie  gleich  weit  von  den  Enden  ab- 
stehn  —  auch  so  schreiben: 

•2n  -1    .        X       f   .     2    Jt  .     2    X  \   /   .     22jr  .     2    X  \ 

sm  X  =  2        sm  ^c—  •  I  sm  77    —  sm  ^r—  1  ( sm  ^ sm   ,.--)••• 

2n    \        2n  2n/  \        2n  2n/ 

.    2("  — 1)^        .   «  x\     .   nj€-\-x 

sm   — ^ sm  -^|.sm~-T —  , 

2n  2u/  2n 

oder  weil 

.    njr  +  X  X        „   .     X  X  .    x 

sm  — ,,  —  -  =  cos  7^  -  >    2  sm  TT—  cos  %^—  =  sm  — 

2n  2n  2n        2n  n 

ist,  auch  so: 

(o)  sm  X  =  2        sm  -  •  I  sm  ^ sm  tt—  1  (  sm  ;r sm  rs— )  •  •  • 

^  ^  n    \        2n  2n/  \        2n  2n/ 


•••   sm  ^:^ sm    -I 

\  2n  2n/ 
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Dividirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch  x  und 
nimmt  den  Grenzwerth  für  lim*x  =  09  so  erhält  man,  weil  nach 
§  63,  (4) 

.     X 

sm  —  . 
,.  smx  -  ,.  n  1 
lim  • =  1 ,     um  • =  - 

x=0     ^  x=0    ^  ^ 

ist,  die  sogleich  weiter  zu  verwendende  Relation: 

1  =  2        •  -  •  sm  ;^r—  •  sm  pr- sm  ^^ — ^ — ~ — 

n  2n  2n  2n 

Diese  letztere  liefert  nämlich  durch  die  Division  in  (3): 


inx  =  n8m--(l J •  ( 1 -.  - )  •  <  1  —    — .^— ) 

"°  2n)    I        «•'»  2i|    I 


Sin-      .^  .    .^  ^    .   .^  «    , 

sm— -I    I        sm-7T-l    I        ^^^  o 


sm 


2n 

•  ••••'   1  —— 


.   i(n — \)jt 
sm 


2n 


und  hieraus  geht  hei  unendlich  wachsendem  n  hervor: 
(4)         smx  =  x^l—/-^|l---^\ll-    ^* 


weil 


•  •  •  > 


.X  .      X 

sm  —  .   sm 


,.  .    X  ,.  n  ^         ,.  2n        X 

Imi-  nsm— =X'lmi'  =  x-l,       hm-  i —  =  r- 

^ ^         n ^     X  „ .    k^      KJt 

ii=cx>  n=oo     _  n=cx>gin 

n  2n 

ist,   und  das  Product  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  für  jedes  x 

unbedingt    convergirt    (§  57,   Beisp.  II,   wenn   man    in   diesem 

s 

— -  — ^   für  x  und  p  =  +  1  setzt). 

In  einer  etwas  bequemeren  Form  stellt  sich  (4)  durch   die 
Substitution  von  ^x  für  x  so  dar: 
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(5)    8in(^x)=^x/i-^;j  /i-l*j  /i--^;' 

Für  X  =  ^.   ergiebt  sich  hieraus: 

'-f-('-.^)('-,'.)('-i.)- 

__  üt      1-3        3-5        5-7 

""  2   *  2~  2    '    4  "4    '    6.6'" 
mithin : 

jr_2.2  4^  6j;6   8-8 

^^  2~'1.3'3-5'5.7*7.ü'"  ^ 

Substituirt  man  in  (5)  aber  (     — xj  für  x,  so  geht  die  linke 
Seite  in  sinf^r^  —  ^xj  =  c()8(:7rx)  über;  und  rechts  kann  man 


2 

2 


1  — 


j-x)  ...  ..  ^     .2 


=  Jl 


_  4k'— (1— 2x)  _  (2k  --1  +  2x)_(2  k  +  1  —  2x) 
_  __  __  ^^         __    _^^ 

schreiben.     Daher  folgt: 

(7)  cos  (jrx) 

l-2x  (14-2x).(3-2x)  (3  +  2x).(5— 2x)  (5  +  2x).(7  — 2x) 
2      '     ~2"    .2        '        4  4*        6      .      6  " 

Führt  man  hier  noch  den  Ausdruck  (6)  für  n  ein,  so  erhält 

man: 

cos(jrx) 

(l  +  2x)(3-2x)  (3  +  2x)(5-2x)  (5  +  2x)(7-2x) 
=(l-2x).       j        -g       —3       — g 5--      7 

oder: 

(s,»„(,.,=(.-->0-^)(._^)(>_-!)... 

was  ebenfalls  ein  unbedingt  convergenter  Ausdruck  ist 


*)  Dies  ist  die  nach  John  Wallis  (1016-1703)  benannte  Formel 
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Substituirt  man  in  (5)  und  (8)  ix  für  x  und  benutzt  links 
die  Transfonnationsformeln  §  61,  (26)  und  (27),  nämlich 

8in(i;nrx)^=:i ^- »    cos(i:?rx)  = 


2 


so  ergiebt  sich: 


(10)      1 =(i  +  lF)(i  +  -^rj(i  +  ^.- 


I  •  •  • 


Dividirt  man  (5)  und  (7)  oder  (8)  durch  einander,  so  erhält 
miin  unbedingt  convergente  Ausdrücke  für  tng(:;rx)  und  cot(^x), 
von  denen  wir  hier  nur  einen  notiren  wollen,  die  Aufstellung  der 
übrigen    dem  Leser   überlassend.     Aus  (5)   und  (7)   folgt,   wenn 

man  nochx  in  —  verwandelt: 

I  1  ^    f  ncr  ^'^  _        ^(^-^)  <^^_+^i^-A    (4  +  x)(6-  X) 

,11)  tng  -^  _  ^ j  _  ^^^^  +  x)  ■  (3  -  x)(3  +  X)  ■  (5  - x)(5  +  x)  '  ' ' 


( 


2  2)1^  o2  2)(^  r2  2 


—  X    /\  O   — X    /  \  O    — X 


WO  x:  nur  keine  ungrade  Zahl  sein  darf. 

Logarithmirt   man   die  Gleichungen   (5)    und  (8),    so   erhält 
man   rechts  unbedingt  convergente  Reihen,  deren  Glieder  die  Form 


u,=  2(l—      ""* 


(a  +  r)' 

bei  einem  ganzzahlig  wachsenden  r  haben. 

!Es  ist  daher  einerseits  gestattet,  diese  Logarithmen  in  Potenz- 
reihen zu  entwickeln,  so  weit  dieselben  convergiren,  und  dabei 
die  Doppelsumme  nach  steigenden  Potenzen  von  x  zu  gruppiren; 
andrerseits  darf  man  die  fraglichen  Gleichungen  gliedweise  diflfe- 
rentiiren,  weil  wegen  der  Ausdrücke 
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x_ -j^_    ,  :^  =  _2     (a  +  r)*+x* 

dx  (a  +  r)'-x*'    dx"  [(a  +  r)«-x'l 


du 


2x 


die  Reihe  der  zweiten  DeriTirten  convergirt,  (§  59  L.  I). 

Thun  wir  zunächst  das  Letztere  zuerst,  so  erhalten  vnr 
aus  (5)  ohne  eine  andere  Einschränkung,  als  dass  x  keine 
ganze  Zahl  sei: 

f/     ,      1  2x»  2x*  2x* 


(12) 


i  8  8  0>  8  q8  8 

1  — X         2  — X        3  —  X 


^cot(^x)  =  i-j4v  +  rT^-2_x  '  2  +  x 


'      +      ' 


+  ö-r^  — 


3— X ' 3+r 


(13) 


ftng(^x)  =  ^— 2^— j_^2^  •  3-2x 


'      +      ' 


+ 


3+2x 
1 


5— 2x     5  +  2x 


+ 


oder,  wenn  man  hier  -^  für  x  setzt: 


(14) 


3t  ,      jrx 
-2*"g-2- 

=  1 J_+   1 l.-+_l___JL_^. 

l_x       l  +  x^3  — X      3  +  x^ö  — X      5  +  x^ 


=  2x. 


1    —  X 


8'^.>8  8»^-8  Sl^nS  8*^ 


O    —  X 


r 


1  +x 
und  hieraus  durch  Substitution  von  -  ' —  für  x: 


(15) 


Jt   ^      jr(l  +  x) 


'     +     ' 


'     +     ' 


1— X      3+x  •  5  — X      7+x   '  9  — X      11  +  x 


+ 


Wegen  der  Identitäten 
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singp 


=  2-. 


9    .  9 

cot  ^  +  tng  ^ 


jrx        .    x(\  —  x) 
,     cos  -T-  =  sm 


2 


2 


folgt  aus  diesen  Gleichungen  noch: 


(16) 


Jt 


X^l— X 


8in(jrx) 
1+x      2— x^2+x ' 3— X 


'  +  ' 


3  +  x 


üfSL 


sin(jrx) 


1 + -?'-'- 

1    — X 


2x'  2x* 

2«_x*'^3*-x* 


4  —  T  ^ 


X 


(17) 


n 


cos 


jrx 


1— X  ^1  +  x 


_i i_  .  J   ,  _1_ 

3— X      3+x^5— x^ö+x 


21 


23 


+  U 


2-5 


2-7 


■i  + 


1     X  O     X  O     X  7     X 

Gehen  wir  jetzt  zur  Entwickelung  der  Logarithmen,  der  Aus- 
drücke (5)  und  (8),  wie  auch  der  übrigen,  in  Potenzreihen  über, 
so  ist  es  von  vorne  herein  ersichtlich,  dass  in  den  Coefficienten 
dieser  Reihen  Summen  der  reciproken  Potenzen  der  ganzen  Zahlen 
vorkommen:  mit  gleichen  und  mit  abwechselnden  Vorzeichen. 
Sieht  man  näher  zu,  so  sind  dies  folgende  Formen: 


(18) 


2m 


2in 


k2m 


i2m 


(19) 


1 


s 


Zm         i2iii 


1 


k2m 


•^   o2m 


1 


i2m 


+ 


.  .  .  , 


(20) 


"•  -«in       '  om  '       cm       '  rjm  ' 


m 
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Die  beiden  ersteren  lassen  sich  leicht  durch  die  dritte  aus- 
drücken.    Zuerst  nämlich  ist  augenscheinlich: 


und  ferner: 

55  m       


+     f       Q                                 '       2m       ^  /»       • 

^2m '^^2m»    ®2m         ^  2m  o2m-l    1^2^         7'Sm' 


also: 

k2m 


(22)       ^  2m—  ^^3Y  •  ^2m—  V^  """   gäm-l  j  '  ®2m—  ^^gm  —  S2m- 

Lassen  wir  die  ferner  liegenden  Beziehungen  vorläufig  ausser 
Acht,  so  folgt  aus  (5)  und  (8)  sofort: 

(23)  l "°  (^^^ 

1         »1         4I  el         8 

1  %         ,»        ^        \        „4        1         «6         .6        1         «8         _8 


X • = »T . .T -• .Y 

1    j 1.  2  1  3  j_  1  ^  i_^ 


4'  4*  4*  4 


(24)  t  cos  ^f 

1  «l  4l^6l  8 

1   S  ^        2     *  3     «  4     8 


Nimmt  man  hinzu,  dass 

jrx 


tng 


zi*°_CfL^)_2«cos^  =  2 ^ 

jrx  2  jrx 


ist,  so  ergiebt  sich  hieraus  femer: 
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1     jrx 

(25)  t 


^x 

T 

=  4.1.(2c,-8jx«+^.(2c,-8jx*+J-(2c-8jx''+- 

1    4-2^     ,1    4'-2        4,1    4-2        c. 

Ausserdem  folgt  aus  (12)  bis  (17): 

(26)  jrx'cot(jrx) 

=  1—28^  X*—  28^  X*—  28^  X*—  28g  X* 

-l-      ^'^      x^           ^'*      X^           ^'^     X«           ^'«    X«  , 

—  1 :j —  X    —     —  X T —  X   — z — X  —  •••' 

1  _  -L       1 — i  -       1  —  —        1 — 

4»  '      4«  4»  4* 

(27)  I  •tng^'^  =  CjX  +  c^x*  +  CgX*  +  c^x'-}-  •  •  • . 

(28)  J.tng^±^>  =  c^+c,x  +  c,x*  +  c^x»  +  c,x*  +  ..., 

(29)  -.— -^  =1  +  28'  x*+  2s'  x'+  28',  xV  •  •  • ' 
8in(jrx)  «  «  « 

4* — 2  •.      4*— 2  i      4*— 2  « 

=  1  +  *-- ^  .  2c  x*+  ?,      - .  2c  x*+  V-  •  2c  x*+  .  • . , 

4'— 1        »  4*— 1        *  4'— 1        * 

(30)  — ? —  =  2c  +2c.x*  +  2c  x*+2c,x*+... 

J€X  13  6  7 

008-^ 

Die  Entwickelungen  (23)  bis  (30)  gelten  sämmtlich 
im  Bereich  — l<x<Cl.  Substituirt  man  femer  in  ihnen  für 
das  bisher  als  reell  angesehne  x  eine  rein  imaginäre  Zahl,  so  be- 
halten sie  sämmtlich  ihre  Gültigkeit  in  demselben  Umfange. 
Z.  B.  folgt  aus  (26)  und  (27): 

Worpitsky,  Differentul-  a.  Integralreebnnng.  18 


•  •  •  < 
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(31)  Jrx~,-  J^-- 

e       — e 

2c        ,         2c       ^         2c,      ,         2c.       , 

=  1  + V^ ^x*  +  ^-x« i-x«  + 

1— _  1  —  —  1——  1  — — 

4'  4»  4»  4* 

ÄX  __  '^ 

2  2 

(62)       -  •  -  -  " =  c  X  —  c  X  +  c^  X  —  ex   -\ 

e       +  e 

Diese  beiden  Gleichungen  ergeben  vermittelst  einer  einfachen 
Transformation: 

(33)  -.  ^-^-=l_.jrx  +  28  X*— 2s  x*+28  x^— 28  x**-h... 

2c.      -         2c^      .         2c^      .         2c.      g 
.      =\-xx-\ ^-x* ^x*H ^x* i-x*-f.  ••- 

1  —  -  1—  1  —  —  1— - 

4*  4*  4»  4* 

(34)  -^;^-=J-2c^x  +  2c^x'-2o,x»+2c^x^ 

Aus  (29)  und  (30)  folgt: 


'        2in/        4  ck    f       6in'        8 


(35)   ----li^L_     =  1  _  28'  x"  +  28'  X*  — 28'  x"  +  28'  x"- - 

^     ^    e       e""  8*4  6        '        8 


4^—2  •      4*— 2  A      4*— 2  « 

4*— 1        *  4'— 1        *  4*— 1        ^ 


(36) 


y(x  itx 

+  ■  


=  2Cj— 2CjX*  +  2CjX*— 2c^x*+2CgX* 
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Die  Gleichungen  (26)  bis  (36)  sind  sänimtlich  geeignet,  die 
hier  als  Hülfsgrössen  auftretenden  Beihensummen  s^,  s'^,  c^  aus 
JT  zu  berechnen  —  und  umgekehrt.  Man  braucht  nämlich  bloss 
die  einzelne  Gleichung  mit  dem  Nenner  der  linken  Seite  zu  mul- 
tipliciren,  die  für  ihn  bekannte  Potenzreihe  anstatt  seiner  einzu- 
führen und  das  Product  nach  der  Vorschrift  von  §  55,  (4)  wieder 
in  eine  Potenzreihe  zu  verwandeln.  Da  dann  die  Goefficienten 
der  gleich  hohen  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
gleich  werden  müssen  (§  59  Z.),  so  ergiebt  sich  eine  ausreichende 
Anzahl  synthetischer  Gleichungen  für  die  s  j  s'^^,  c^. 

Richten  wir  unser  Augenmerk  zunächst  auf  die  Bestimmung 
der  c  ,  so  folgt  aus  (30): 


%i  4     4 

3t    X       .    n    Ti 


g  =  (2c  +2cx^+2cx*  +  ..:)    1-^  +  ^ 
2       Vi'       s  5      ^      ;  I         2!2*      4!2* 

also:  * 


2  4 

(38)  0=C2^_^j  —  ^2m-r272^'^^2m-3'^7^ 


'••+  (—1)  -c^- 


2in 
m  Jt 


und  aus  (27): 


(2m) !  2 


2  m    9 


/     1     1  8     3  6     6 

Jt     jjt    X  Jt    X  Jt    X 

4     ir2'""3!2^      5!2^~ 


also: 


(8     S              4     4  \ 

1 ^-| 
2!2'      4!2*  / 


2  4 

Jt  Jt 


(39)  0  =  c,„-c,„_,.-— 3  +  c,^_,. 


2!2'       ""-'  412 


4 


2m  — 2  2m 

—  (— 1)    -C,-— ^..^»n.-2+(-l) 


•  — - 


*    (2m— 2)!  2*"-*       '  (2m— 1)!  2"°+' 

18* 
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Die  Formeln  (38)  und  (39)  lassen  sich  durdi  die  Substitution 

(40)       •  c  = ^°'     „,  ■   -u^ 

auf  eine  einzige  Grundform 

(41)     '^«-(""2'     )-"«-2+("l     )-««-4-("'6"    )-'*«-6+- 

.    (m — l)jr 
■•=«"2  — 

bringen,  in  welcher  die  linke  Seite  bei  einem  graden  m  mit 

m  m 

-  (- 1)'  •  (m  -  2)  •  ^ = -  (- 1)^-  («^  - 1)  • «, . 

bei  einem  ungraden  m  mit 

m-t  1  m  — l 

+(-l)^(m-})•^=+(-l)~^ 


2 


abschliesst;  —  bei  einem  graden  m  ist  die  rechte  Seite  =  ( — 1) 
=  +  1 ,  bei  jedem  ungraden  m  aber  =0. 

Die  Gleichung  (41)  gestattet  die  succesive  Berech- 
nung der  u^  mit  gradem  Index  und  ebenso  derjenigen 
mit  ungradem  Index  aus  einander.  Sie  giebt  beispielsweise 
für  grade  Indices: 

(42)  u^  =  sinj=  +  l; 

(43)  u^  =  2 ; 

(44)  u,=  16; 

\  -  (2)  • "«  +  (4)«.  -  {q)\  =  sin  -^  =  -  1 . 

(45)  Ug  =r  272. 
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Für  die  ungraden  Indices  folgt,  weil  nach  (37)  ^^=^  ist, 
aus  (40): 

(46)  u^=l; 
und  dann  aus  (41): 

(47)  u,=  l; 

(48)  u^  =  5; 

",-©■".  +  ©•".-©■".=0. 

(49)  u^  =  61; 

(50)  u=1385. 


Da  die  Binomialcoefficienten,  welche  in  die  Gleichung  (41)  oder 

,     .    (m — l)jr 
|-8in 2 

eingehn,  und  die  u  mit  den  niedrigeren  Indices,  so  wie  auch  der 
Sinus,  ganze  Zahlen  sind,  und  da  die  u  nach  ihrer  Definition  (40) 
positive  Werthe  haben,  so  folgt: 

Alle  u^  sind  ganze  positive  Zahlen. 

Sehen  wir  jetzt  die  oben  theilweise  berechneten  und  bei 
steigendem  Index  leicht  weiter  berechenbaren  Zahlen  u^  als  be* 
kannt  an,  so  ist  demnach: 
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m  in  in 

u„x  ,    ,   (-1)     .     1    ,  (-1)     ,     1 


(51)      c   = -r,=l+^^—^  +  — +  -—--+    -   -I- 

V  /       m      (in_i)j  2'»+'  3»      '  ö»  '      7»      '  9»   ' 

u.,    -^  1111 

^"      (2m— 1)!  2(2^"*— 1)         ^2^""      3^°"      i'*"'      ö*"" 

,53.   ,    ^2^-1 ^m^'°       ^. 11 1     ,1  _ 

V  /82m        2^°"— 1   *(2m— 1)!2^"  2^"*     3^"^     ^im-r- ^^m 

Um   bei  jeder  von  diesen  drei  Formeln  einen  specielleu  Fall 
herauszugreifen,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

_    5         5_,      1  ,  1_J_  ,  J^_ 

'6  =  945'''  =^  +  i'«  +  F  +  r«  +  ^  +  **"' 

1  6  ,  1,1  1,1 


«      1440  2®      3^      4®      5 


Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  man  sehr  häufig  bei  diesen 
Entwickclungen  andere  Coefficienten  benutzt  findet,  welche  mit 
den  imsrigen  in  der  Weise  zusammenhängen,  dass  man  die  aus 
(26)  fliessende  Gleichung 

gCOt^^—l— -^— j-x  — --   -^x  —  — — ^x  —  ~  —gX  ; 

{—2jt<x<  +  2j€} 

in  folgender  Weise  schreibt: 

_cot2_l-2jX  -^X         -gyX         -gjX        _ 

Zur  Berechnung  dieser  sogenannten  „Bemoulll scheu  Zah- 
len"*) B  .  B„,  B.,...  dient  demnach  die  Relation: 

r2mV  ni'U 

(54)        B  =      ^^°^^- 


2m 

m  o2n»  —  1    ir^™     '^im         c;>2in — 1    /n2in        -i  \ 


')  Zuerst  dargestellt  von  Jacob  Bemoulll  in  seiner  ,,Ars  conjectandi. 
Basileae.   1713/' 
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Im  Besoudern  giebt  dies: 


''i  — 6'  "»~30'     3-42»  "4  —  30'     <*~6ü' 

R  __691    R  _1    B  _3617         _  43867 
«~"2730'     '""6'     8~   510'     »""    798"'"" 

Um  die  Art  der  Vcräuderung  der  BeruouUischen  Zahlen  bei 
unendlich  wachsendem  Index  zu  constatireu,  dividiren  wir  mit 
Gleichung  (54)  in  die  analoge  für  den  um  1  vergrösserten  Index. 
Ea  folgt:  , 

B„+i_(m4-l)(2m+l)8,„^,      (m+l)(2""-l)   «,„+2 


(55) 


B«  2jc*  8,„         4m  (2'"'+'' -1)      u^„ 


Und  hieraus  ergiebt  sich,  weil  h'm  •  —^^^  =  1  ist: 

ni  =  CX)      2m 

m*.B 
(56)  lim  •     g — -  =  x", 


m  _2 

m  =  00     ^m  +  1 


(57)  lim.  -iB^  =  r 

m=00       2m  +  2 

Aus  (51)  folgt: 

(58)  .  lim.    — ^=f-     , 

—   Nimmt  man  in  (55)  m  =  8  und  berechnet  aus  dieser  Formel  jc^ 

oft  I      A 

indem  man  — ^^  =  1    setzt,   mit  Hülfe   der   bekannten    Werthe 

^2m 

von  Bg  und  B^  oder  u     und  u    ,  so  wird  Jt  schon  auf  5  Decimal- 
stellen  genau. 

Das  einfachste  Äquivalent  für  B^  bei  unendlich  wachsendem 
m  ist  nach  §  58,  (6) 


=  2/-(0).y2.e.(^) 


2mH4 


wo  f(0)  die  dort  näher  definirte  Constante   bedeutet.     Dieselbe 
besitzt  den  Werth 
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J  tsinx  dx 

/•(0)=V^.e' 

was  sich   durch  Anwendung  der  Formeln   dieses  §  leicht  zeigen 
lässt. 

§  67. 
Differentiation  und  Integration  der  Kreisfunctionen. 

Geht  man  yon  den  in  §  61,  (9)  und  (10)  bereits  gewonnenen 
Formeln  aus,  so  erhält  man  durch  Differentiation: 

dsinx 
(1)  -j^  =  4-cosx, 

,t..  dcosx 


dtngx ,1  ,    ,    ,    ^ 2 

dx  cos  X 


(3)  ^i^  =  +-^,  =  +l  +  tngx*. 


dcotx  1  14.« 

(4)  -Ä^  = ^ — ä  =  — 1  — cotx. 

ox  smx 


—  Um  (3)  und  (4)  aus  (1)  und  (2)  abzuleiten,  hat  man  nämlich 

nur  die  Gleichungen 

sinx        ^         cosx 

tng  X  = >  cot  X  = '-. — 

cos  X  sin  X 

nach  der  Regel  über  die  Differentiation  eines  Bruches  zu  behan- 
deln und  die  Formel  §  61,  (13)  zu  benutzen. 

Aus   (1)   bis   (4)   ergeben    sich   imter  Berücksichtigung  des 
Differentiationssatzes 

dx         'dy 
für  die  inversen  Functionen  die  Formeln: 

d  •  arc  sin  x  1 


(5) 


dx 
d  •  arc  cos  x 


(^>       "  dx 


VT-V 
_     1 

Vl-X*' 
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(7)  —  .— -    =+-.--,• 


(8) 


d  •  arc  tng  x 1 

d -arc  cot  X 1 


2 


Hinsichtlich  (5)  und  (6)  ist  zu  bemerken,  dass  die  Qua- 
dratwurzel rechts  nicht  als  eine  absolute,  sondern  als 
eine  positive  oder  negative  Zahl  aufgefasst  werden  muss, 
deren  Vorzeichen 

in  (5)  mit  demjenigen  von  cos  (arc sin x), 
in  (6)  mit  demjenigen  von  sin  (arc cos x) 

übereinstimmt.  —  Das  Quadratwurzelzeichen  darf  hier  also  nur 
dann  als  dasjenige  für  die  absolute  Zahl  angesehn  werden: 

in  (5),  wenn  arc  sin  x  dem  ersten  oder  vierten  Viertel, 
in  (6),  wenn  arc  cos  x  dem  ersten  oder  zweiten  Viertel 

der  Periode  der  Kreisfunctionen  angehört. 

Integrirt  man  die  Gleichungen  (1)  bis  (8),  so  erhält  man: 

(9)  f^^  X  dx  =  sin  X  -|-  C, 

(10)  fsinxdx=  —  cosx+  C, 

dx 
cosx 

dx 
sinx 


(11)  r-^  =  /(l+tngx*)dx  =  tngx  +  C, 

(12)  f-^^  =  /'(l  +  cotx'')dx=-cotx  +  C; 
J    sinx  '^ 


/dx 
-j _r  =  arc  sin  X  -}-  C  =  —  arc  cos  x  +  C^ , 
Vi  — X 

/dx 
5  =  arc  tng  x  +  C  =  —  arc  cot  x  +  C  . 
l+x*  ' 

xVus  diesen  Formeln  ergeben  sich  leicht  noch  die  folgenden: 

(15)  fingxAx  =  —  Zcosx+  C, 

(16)  ycotxdx  =  +?sinx+C, 
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(''>      /as^=+""8(J+|)+c= 

und  zwar  findet  man 

(15)  durch  die  Transformation: 

-  sinxdx             dcosx  .^ 
tngxax  = = =  —  dZcosx, 

cos  X  cos  X 

(16)  durch  die  Transformation: 

-  cos  X  dx         ,    d  sin  X         ,    ,  «   . 
cotxdx  =  — . — —  =  H -. =  4-dZ8inx, 

smx  smx 

(17)  durch  die  Transformation: 

dx  4  4  ^^"4       ,,,     X 

=  d«tng^. 


sinx         .XX  X  X*         X     X  °2 

sin^cosg         tngg.cosg  tng^ 

(18)  durch  die  Substitution  von  f  ^  —  xj  für  x  in  (17). 

Die  Integralo  der  Arcus  lassen  sich  auf  dem  Wege  der  par- 
tiellen Integration  ermitteln.    Es  ist: 

/,                .       /•  1          /^-i    d  arc  sin  x  n . 
arc  sm  X  dx  =  arc  sm  x  /  dx  —  I  d  x -^ /  dx, 

/*    xdx 
=  X  •  arc  sm  x 


-j 


vrr 


•     .IT' 


8> 


,    1  fd(l-x') 
=  X'arcsm-  >       •     ^  ' 


Tx- 


2 


=  X  •  arc  sin  x  +^1  —  x*  +  C, 


/'arccosxdx  =  /f^  —  arcsinxjdx=xf^ — arcsinxj — Vi — x* — C 


=  x-arccosx 


_Vl_x»_C, 
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rarctngxdx  =  arctngxy  dx — Idx--       ,     - — Jd: 


.  f  xdx 

=  X  .  arc  tng  X  —  I  — 

1  rd(i-fx*) 

=  x.arctngx—      I— ^        «— 

^»^       1  +  x 

1  j 

=  X  •  arc  tngx  —      Z(l+x)4-C, 

/"arccotxdx^^  /  f  ^  — arctngxjdx 

=  x.arccotx+  ^  i(l  +  x*)  — C. 
Mithin: 

(19)  y  arc8inxdx  =  x«arc8inx  +Vl  —  x* — 1, 

0 

(20)  y  arcco8xdx:^X'arcco8x  — Vi  —  x^+  1, 

0 

(21)  /'arctngxdx  =  x-arctngx--2yi  +  x*, 


0 


(22)  /*arccotxdx  =  x-arccotx  +  2yi  +  x^ 

0 

In  (19)  bis  (22)  zeigen  die  Quadratwurzelzeichen  positive 
Wurzelwerthe  an. 

Schliesslich  wollen  wir,  weil  es  mit  den  bisherigen  Hülfs- 
mitteln  leicht  bewerkstelligt  wird,  noch  die  allgemeine  Form  der 
Derivirten  höherer  Ordnung  von  arc  tngx  ableiten. 

Es  ist  nach  (7): 

d- arc  tngx 1       1       1  1         1 

dx         "i'Ii^V^S  l+'ix"'"2"'T^^^lx 


.-1  /.    .   •  x-i  .   o-i  -     -^ 


=  2""^(l  +  ix)     +2-^(1  — ix)     ; 
daher  nach  §  30,  (6): 
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d'-arctngx 
dx'     ~ 


2-'.(r_l)!(^-^J.i'-'(i  +  ixr' 


+  2-.(r-l)!(^_\)(-i/    '(1-ix)    ' 


=  2   '.(r 


-l)!(-l/    'i'    '[(1  +  ix)   '+(-1)'    \l-ix)    '] 
Substituirt  man  der  bequemeren  Bezeichnung  wegen 

*     ft     1   1  •         cosO  +  isinO       e"' 
arctngx  =  ö,   x  =  tngö,    l  +  ix  = x =  — ^> 

so  kommt: 

^'•-^^=(r_l)!cose^(--l/-^'-?:^:^ 


dx' 


=  (r-l)Ico8e^^^ ^    ^^^ 


2i 


und  dies  giebt  wegen  der  Identitäten 


.TT  .      Jt_ 

^2        -r         J  '^  2 

1  =  6     ,  1  =e      5 


-i« 


-l  =  e-",  (-l)'=e 


—  ir/r 


das  Resultat: 


d'-arctngx 
dx'^ 


=  (r  — l)!co8e 


r  e 


_,,,(£^9)       -ir(|  +  e) 


—  e 
21 


.„g.    d'-arctngx  ,   . 

(23)   ^-^— =  (r — l)!co8  6  sm 

d"x' 


f+«)] 


,  (tnge  =  x) 


Die  Derivirten  von  arc  cot  x  unterscheiden  sich  hiervon  nach 
(14)  nur  durch  das  Vorzeichen,  diejenigen  von  arc  sin  x,  arc  cos  x, 
tngx,  cotx  folgen  einem  zu  verwickelten  Bildungsgesetz,  um  hier 
mit  Nutzen  dargestellt  zu  werden. 
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§  68. 

Entwickelung  der  Potenzen  der  Kreisfunctionen  nach 

Functionen  der  Vielfachen  des  Arcus,  und  umgekehrt  — 

Methode  der  unbestimmten  Coefficienten. 

Lehrsatz. 

Jede  unendliche  Reihensumme  mit  complexen  Glie- 
dern 

ae*"^+ae''^+ae'"»+-.. 

convergirt,  sobald  es  die  Reihe  der  Moduln 

thut 

Denn  die  erstere  ist  identisch  mit  dem  Ausdruck 

a.  cos  ß  +  a^cosa  +  a^cos  «  H 

1  ]     '        8  8     '        3  3     ' 

+  i •  ia  sin  «  4-  a^sin  a  +  a.  sin  a  -| \  , 

in  welchem  die  beiden  reellen  Reihen  convergiren,  weil  die  abso- 
luten Werthe  ihrer  Glieder  diejenigen  der  Reihe  der  Moduln 
nicht  übertreffen. 

Betrachtet  man  nun  die  identischen  Gleichungen 


cosx  =ve      -|-e      j=e        Ui®       / 


2%inx"  =  p-^-    =  V-(l-e-«^^) 


1         '  -» 


so  erkennt  man  mit  Hülfe  des  obigen  Satzes,  dass  die  zuletzt 
geschriebenen  Ausdrücke  bei  jedem  positiven  n  nach  der  binomi- 
schen Formel   entwickelt  werden  können,   weil  die  Entwickelung 

von  (l-|-z)    für  n>>0  und  z-.=  -fl  nach  §  39  unbedingt  con- 

-}-i2x 

vergent  ist,  und  der  Modul  von  e—       den  Werth  1  hat. 

Indem   wir   hier   auf  den   aus   §  39   ebenfalls  darstellbaren 
Rest  nicht  eingehn,  haben  wir  daher  bei  jedem  positiven  n: 
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(1)  2-co8x"  =  e'"+(i)e'^''-*^^+(2)e'^-'^^+(3)e'^"-*'^  +  -. 


(2)  2"8mx''=-.^ 


■     •  < 

n 
1 


e-"_{°)o'<»-^'^  +  (°)e'(-*^^ 


(3)6""-«'^  + 


—  u.   e 


Jede  von  diesen  Gleichungen  liefert  nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  von  i  eine  neue,  welche  sich  von  ihr  nur  durch  das 
Vorzeichen  des  Symboles  i  unterscheidet. 

Bildet  man  aus  je  zwei  in  dieser  Weise  correspondirenden 
Gleichungen  die  halbe  Summe  und  die  halbe  Differenz,  so  erhält 
man  —  immer  mit  Rücksicht  auf  §  61,  (11)  und  (12)  —  die 
folgenden  Relationen.     Aus  (1)  ergiebt  sich: 


(3)  2°  cos  x'^  =  cos  nx  +  f    j  cos  (n  —  2)  x  +  ( «  )  cos  (n  —  4)  x 

+  fgjcos(n  — 6)xH 

(4)  0  =  sin  n  X  •+  f   j  sin  (n  —  2)  x  +  f  ^  j  sin  (n  —  4)  x 

+  Qjsin(n  — 6)x4-  •••: 
{n^O} 

Aus  (2)  folgt,  wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 

(5)  (— l)"-2""8inx*°'  =  co82mx  — P™)cos(2m  — 2)x 


+  (^^)cos(2m-4)x  — (^")co8(2m  — 6)x  +  --- 

(6)  0  =  8in2mx  — (^^™jsin(2m  — 2)x 

+  (^")8in(2m  — 4)x  — (^")sin(2m  — 6)x  +  -- 
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(7)  (_  l)"'.2'°+'8mx'"»+'=8in(2m+l)x-(^"+^)8in(2m-l): 


+ 


„       lsin(2m  —  3)x  —  (       „       lsin(2m  —  5)x-j- 


(8) 


0 = 'cos  (2m  + 1)  X  —  (^™  "^  ^)  C08(2m  —  1)  X 

,  /2m  +  l\       ,„          „,         /2m  +  l\       ,.          .^      , 
+  (      n      lco8(2m  — 3)x  — (       „       lco8(2m  — 5)xH 


Die  au8  (2)  fdr  jedes  positive  a  folgenden  Formeln  erhält 
man  am  bequeuisten,  wenn  man  dort 


-  =  e 
1 


-1-  1     -in 


e 


2 


einfuhrt,    mit    diesem   Factor    durchmultiplicirt   mid   endlich   die 
analogen  Operationen  vornimmt,  wie  bisher. 
Es  ergiebt  sich  dadurch  successive: 

20    •        n 
smx 


1 


+  © 


e 


(9)  2"sinx"=cos 


nx 


njr 
2, 


1 


jcos 


(n  — 2)x-^ 


+  (^)cos 


(n  — 4)x 


njr 

■  ~2l 


. . . , 


{n>0} 


(10) 


0  =  8in 


nx  — 


"2"J 


(■;),in[(n-2„-- 
+  (2)8iii[(n  — 4)x  — 


n^ 


{n^O} 

Multiplicirt   man   die  Gleichungen  (9)  und  (10)   beziehungsweise 
mit  cos -5-  und  sin-^  und  subtrahirt,  oder  multiplicirt  man  sie 
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n^        ,         njr 


beziehungsweise  mit  sin  -^  und  cos-^  und  addirt  dann,  so  folgt: 

(ll)2"-cos  ^  8inx"=co8nx-— f   jco8(n  —  2)x+f   jco8(n  —  4)x — , 

{n>0} 

(12)  2'^-sin      sinx"=sinnx — f    Jsin(n  —  2)x-j-f    jsin(n — 4)x — : 

{n>0} 

was  übrigens  auch  in  der  Weise  aus  (2)  hervorgeht,   dass  man 

dort  mit  cos  ^  +  i  sin  -^  :=  i"  multiplicirt  und  dann  die  reellen 

Bestandtheile  sondert. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist, 
brechen  die  rechten  Seiten  wogen  verschwindender  Binomial- 
coefficienten  ab,  sobald  deren  unterer  Index  den  oberen  erreicht 
hat,  und  es  erlangen  je  zwei  Glieder,  welche  gleich  weit  von  den 
Enden  abstehn,  wegen  der  Formeln 

(k)~\n— k)'     cos ^  =  cos (— 9)) ,    sin 9)  =  —  sin  (^  9)) , 

absolut  genommen,  gleiche  Werthe,  die  sich  entweder  aufheben 
oder  Summiren.  Das  Erstere  geschieht  oben  in  allen  denjenigen 
Gleichungen,  welche  links  eine  Null  haben,  das  Zweite  in  den 
übrigen;  sie  können  demnach  mit  Unterscheidung  eines  gratlen 
und  eines  ungraden  n  auch  so  geschrieben  werden: 

(13)  2'"-'.co8x'"=cos2mxH-(^J")cos(2m  — 2)x-f  ... 


.  /  2m  \      ^     .    1/ 


1  /2m 
2Vm.^ 


(14)  2^".cosx'"*+'  =  cos(2ra+l)x  +  (^"^^"^^)co8(2m— l)x+- 


.  /2m  +  l\ 
...  +  (     ^     jcosx; 
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(15)  (— l)'.2*"-*-8inx*"'  =  cos2mx  — (^{")co8(2m-2)x  +  - 

■-(-i)--(jf!iHx+(-i)--irz). 

(16)  (— l)"-2"-8inx*"+'=sin(2m  +  l)x 

/2m  +  l\  .   ,^         ,,      ,         ,   ,     ,,»  /2m  +  l\  . 
—  [^      l'     J8m(2m  — l)xH h(— 1)  '[     m     jsinx. 

Als  besondere  Fälle  von  (3),  (9),  (11)  und  (12)  mögen  noch 
diejenigen  für  n  =  ^  hervorgehoben  werden.     Es  sind,  wenn  wir 

zugleich  2 X  für  X  schreiben,  die  folgenden: 

1  1  1.3 

(17)  V2cos2x=rco8x+  -tC08  3x —  ?r—r cos  7x  +  h-:i-  ;^  cos  11  x 

2  2-4  2-4  -ü 

coslöx-j > 


2.4.6.8 


(18)  V2  sin  2x  =  cos  (x—  1)  —  ^  cos (3x  +  |) 

-2i^cos(7x  +  j)-2ij-gCOs(llx+j)-..., 

1  1  1-3 

(19)  Vsin  2  X  =  cos x  —  ,^  cos 3  x  —  tt-—  cos  7x  —  z^r  r  ;r  cos  1 1  x 
^  2  2.4  2.4.6 


1.3.5  ,. 


1    .    .      .      1      .    „     .      1-3 


(20)     Vsin  2  X  =  sin  X  +  ^-^  sin  3  x  +  0    7  sin  7x  +  ^r— p-^  sin  11  x 

2  Ä  .  4  J .  4 .  o 

,     1-3. 5     .    ,.      , 

+  2r4T6:8''''^°^  +  - 

Die  Potenzen  von  tng  x  und  cotg  x  können  wir  hier  nicht 
in  analoger  Weise  entwickeln,  weil  wir  das  n  in  den  obigen 
Formeln  nicht  negativ  nehmen  dürfen.  Nach  §  73  und  74  ist  es 
für  n  4- 1  >  0  möglich. 

Um  die  Functionen  der  vielfachen  Arcus  durch  Potenzen  von 
Functionen  der  einfachen  Arcus  auszudrücken,  kann  man  so  ver- 
fahren, diiss  man  in  der  identischen  Gleichung 

Worpitzky,  Differential-  n.  Intogralroehnung.  19 
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COS  nx  4"  i  siii  nx  ==  e'"^=  (cosx  -(-  i  sinx)  =  cosx**-  (1  +  itngx) 

die  letzte  Form  nach  dem  binomischen  Satz  entwickelt  und  dann 
die  reellen  Bestandtheile  sondert.     Dadurch  ergiebt  sich  sofort: 


(21)  cos  n  X  =  <?os  x".  { 1  -  Q)  tng x*+  Q)  tngx*- Q)  tngx% 


=  cosx  —  (     Icosx    .   smx  +  l  ^  ) 

-it. 


n  — 4    .         4 

cos  X       sin  X 


n  —  6    •         6     I 

cosx        sinx   -|- 


•  j 


(22)  sinnx  =  cosx" 


•  < 


°)tngx-Qtngx''+g)tng 


6 
X 


/n\         n_i   .      1      /n\ 
=  (     Icosx       sinx  — (     I 


—  Qjtngx'H---- 


a— 3    •        8 
COS  X  Sin  X 


+(5! 


"  n  —  5     •         5 

COS  X       Sin  X 


(23)  tngnx  = -— 

1  -g)tngx*+(ytngx*-... 

Und  diese  Gleichungen  gelten  ohne  Einschränkung, 
wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  für  abs-tngx<ll  bei 
jedem  beliebigen  n,  und  auch  noch  für  abs-tngx=l  bei 
jedem  positiven  n. 

Die  Formeln  (21)  und  (22)  lassen  auf  den  ersten  Blick  er- 
kennen, dass  cos  nx  bei  jedem  positiven  ganzen  n  rational 
durch  Potenzen  von  cosx  allein  ausgedrückt  werden  kann,  weil 
rechts  nur  grade  Potenzen  von  sinx  vorkommen,  so  wie,  dass 
sin  nx  sich  nur  dann  rational  durch  Potenzen  von  sinx  ausdrücken 
lässt,  wenn  n  eine  ganze  ungrade  Zahl  ist. 

Wir  wollen  die  fragliche  Entwickelung  von  cos  nx  vennittelst 
der  sogenannten  „Methode  der  unbestimmten  Coefficienten** 
ausführen  und  dabei  diejenigen  Punkte  hervorheben,  welche  stets 
beachtet  werden  müssen,  wenn  diese  Methode  anwendbar  sein  soll. 


I 
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Zanächst  hat  man  sich  zu  überzeugen,  dass  die  präsumirte 
Entwickelungsform  —  hier: 


n  — 2    I     _  ^_ n  — 4 


(24)         cosnx  =  c^-cosx  +  c^_2*cosx       +c^_4'<50sx       -| 

—  der  Natur  der  zu  entwickelnden  Function  gemäss  ist.  Und 
dies  geht  in  unserm  Falle  aus  (21)  unmittelbar  hervor,  weil  die 
einzelnen  Glieder  von  der  Form 


(gjcosx 


smx    =[n  jcosx         (1  —  cosx) 

Il\     I  n  — 2r        /  r\  n— 2r  +  2    ■ 

gJ.|cosx        — (^Jcosx        +  + 


.2: 

•■•+(-l)'Qc08X-| 

sind. 

Nachdem  die  Form  der  Entwickelung  gesichert  ist,  tritt  als 
Zweites  die  Bestimmung  der  Coefficienten  hinzu.  Allgemeine  Regeln 
diirüber,  wie  man  dies  zu  bewerkstelligen  habe,  lassen  sich  weiter 
nicht  angeben,  als  dass  man  aus  der  präsumirten  Gleichung  eine 
zweite  ableite,  welche  durch  Vergleichung  mit  ihr  Relationen 
zwischen  den  Coefficienten  liefert 

Wir  wollen  zu  diesem  Zweck  die  Gleichung  (24)  zweimal 
differentiiren.     Es  ist: 

d^cosnx  8 
=  —  n   cosnx; 

dx' 


9 

d    cosx 


n  — 2r 


dx 

=  _-(n_2r)'.cosx''"''+(n  — 2r)(n  — 2r  — l).cosx''^''-'. 

Daher  müssen,  weil  die  rechte  Seite  von  (24)  eine  Potenz- 
reihe ist,  die  Coefficienten  der  entsprechenden  Glieder  überein- 
stimmen  in  der  aus  (24)  durch  Multiplication  mit  ( — n  )  und  in 
der  durch  die  Differentiation  erhaltenen  Gleichung.    Es  muss  daher 

°'-«.-2r  =  («-2r)*-c._,-(n-2r  +  2)(n-2r  +  l).c„_3,^„ 

19* 


—  ^2   - 

A.  i.: 

2*r(n-r)c„_,,  =  -(n-2r+2)(n-2r  +  l)c„_,,^, 

sein. 

Hieraus  folgt,  weil  durch  directe  Berechnung  aus  (21) 


c  =1 

n 


+Ö+(3+(6)+- 

=  '+[Ct')+("7')]  +  [("7')+("7')] 

hervorgeht,  dass 

c„=  +  2—, 

2*.l.(n-l).c_,=  -n.(n-l).c  , 


2».  2 .  (n  -  2).  c„_,=  _  (n  _  2) .  (n  -  3) .  c„_, , 
2».3.(n-3).c._,=-(n-4).(n-5).c._,, 


U.  8.  W. 


2-r-(n-r).c,_,=-(n-2r+2).(n-2r+l).c._,,_, 

ist.    Aus  der  Multiplication  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich,  nach- 
dem noch  mit  dem  Coefficienten  von  c     „    dividirt  ist: 

n  — 2r 

(25)     «.-..=<-»\.'^:("7i7')-^-- 

Nach  (24)  ist  daher  bei  jedem  ganzen  positiven  n: 


(26)  co8iix  =  2"- .|co8x»-^.("-^) 


n  — 2 

cosx 


,      n      /n  — 3\        „_4 
2-4'  Vi/  I 

—  Wollte  man  dem  n  einen  andern  Charakter  beilegen,  so 
würde  rechts  eine  divergente  Reihe  entstehn,  weil  deren  all- 
gemeines Glied  mit  CiW^cmxy  äquivalent  ist. 
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jt 


Substituirt  man  hier  (     — x)  für  x,  so  folgt  für  jedes  ganze 


positive  m: 
27)  (—  1)"  •  cos  2  m  X  =  2^"""' 


2B1       2m    /2m — 2\  .     ^^-2 
smx .-•        „        sinx 


,_^m    /2m— 2\ 
1.4'"'      0     ^ 


•        2m    /2m — 3\  .     2a_ 

smx 


+ 


2-4* 


1      / 


._...} 


[i>i){ — 1)  •8m(2m4-l)x^2     -^sinx    ^ —     —^-  •(  Isinx 


2m  — 1 


,  2m+l   /2m-2\  .     2„_3 


§  69. 
Folgerangen  aus  dem  binomischen  Satz  für  ganze 

# 

Exponenten. 

Ib  §  39,  II  und  III  sind  geschlossene  algebraische  Ausdrücke 

für  die  Entwickelung  von  (1  +  z)  nach  Potenzen  von  z  für  den 
Fäll  gefunden  worden,  dass  n  eine  ganze  positive  oder  negative 
Zahl  bedeutet  Dieselben  gestatten,  da  sie  durch  rein  formale 
Transformationen  entstehn,  welche  auch  bei  complexen  Zahlen 
gelten,  die  Substitution 


z  =  e*^ 


Bedenkt  man,  dass  dann 


(1+2)' 


.  nx   /  .  x^  _ .  X 

(1-f  e  )  =e      -Ve     +e       J  = 


nx   ,  . .    nx 


•  2"  cos 


2 


und 


n        x""        nx  n        x*"    .    nx 

2  cos  "s-  cos  -^  + 1  •  2  cos  -^  sm  -^^- 


z'  =  e"^  =  cos  r  X  +  i  sin  r  x 
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ist,  so  ergiebt  die  Gleichung  (5)  des  §  39  vermittelst  der  Sonde- 
rung der  reellen  Bestandtheile: 

(1)  2° cos  ^  cos     -  ==l  +  (.)wsx  +  Ljcos2x  +  UJcos3x-| 

1-(   jcosnx, 

(2)  2"  cos  ~  sin  ^^-  =         (^^^  sin  x  +  Qj  sin  2  x  +  Qj  sin  3x  H 


•••+0^* 


smux 


Bedeutet   n^  —  (m  +  l)  eiwe  ganze  negative  Zahl,   so  bat 
man  nach  §  39,  III  oder  IV: 


1  + 


—  m  — 1 
1 


z  + 


m- 
2 


3      l-^  + 


1 


(1  +  ==) 


m-fl 


1  — 


— m 


■■+(--T')-'- 

')^'!'+(T)F-:f+©r^2+- 


■•■+öz'?; 


\m/r-|-ni 


Nach  der  Substitution  von  z  =  e*^  welche 

1  ,.  .-m  — 1 


=  (l  +  z) 


k— m-1 


COS^ 


X  _-»•         2    ~ 


(1  H-  Zf +' 

ergiebt,  verwandelt  sich  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in: 


2«+! 


m+l 


COS  j. 


—  1 


.(m  +  l)x 


e 


^_^ni— 1 
r 


V-    2  j 


^\lJ         r  +  l         ^      ^Vm/        r  +  m 
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und  man  kann  nun  die  reellen  Bestandtheile  nach  der  Formel 


.1« 


e    =  cos  a-\-  \sma 


sondern.    Dies  giebt: 


l+(     °J      jco8x+(     ^      jco82xH h(   j."^i   jcos(r-l)x 


1 


2"^-^'  cos 


^m-i-l 


+  COS 


(m  +  l)x      /--m— r 
2  V       r 


[cosf 

i 


m+l 


+(T) 


und: 


-('+»- -fi) 


r  +  l 


+ 


coslr+m—  Jx 

\m/  r  +  m  f 


—  m — 1\  . 


(_ 


lsmx  + 


m— 1\   . 


jsin2xH h(   j."^]^   )sin( 


r  — l)x 


1 


m+l 


2"+'c08| 


—  sm 


.    (m  +  l)x      /-m-l\     [^"'V''         2    / 
"    -2 1       r      r -T 


1 


3m(r+l-— ^--jx  sin(^r+m--^-jx| 

\1/  r  +  l  ^         '"U/  r  +  m  f 


( 


Wir  schreiben  jetzt  r  für  (r  +  l)  und  n  für  (m  +  l),  so 
dass  n  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet;  dadurch  er- 
halten wir: 

(o)  1 —  —  COSX+-  •  — ^  cos2x —  Y  •  —' ^—  cos  Ö  X  -| 

1  1       J  1       J  o 


»  •  • 


,.rii    n +1       n  +  r  —  1 
+  (— 1)  j — ^ '— cosrx 
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nx 
cos -2 

x" 


,      (n  +  l)(n  +  2)--(n  +  r)   |«>«(^  +  ^       2) 


r !  2"  cos  2 


1 


+  1  1  j Fqr2 +  "-  +  Id-i/ Y^^ 

und: 

,>.N       n   .  n   n+l   .    ^     ,   n   n+1  n+2  . 

(4)       -sinx— j--— ^-sm2x  +  -.— ^ ~-8in3x 

,   ,      ..r-i  n   n+l      n+r — 1   . 
. ..  j_  ( — 1)     .     . — J ! sinrx 

^^12  r 

.   nx 
sin-g- 


2''C08_ 

2 


I    (     1)'"'  ^(D  +  l)(u+2)...(n  +  r) 


8iu(r+l-B)x 


r!  2  co8^ 


I  r+1 


+  \    1    /  r+2  "^  ^Vn— 1/  r  +  n 

Will  man  auf  den  linken  Seiten  von  (3)  und  (4) 
lauter  positive  Vorzeichen  erhalten,  will  man  also  die 
Summen 

.    ,   n  n    n+l        _      ,  ,   n    n+l       n  +  r— 1 

1  +  3-  cos X  +  I TT—  cos  2x  H h  :r  •     \y cos rx 

1  12  1       2  r 


und 


n    .        ,    n  n+l    .     ^      ,  ,   n   n+l       n  +  r— 1    . 

,  smx  +  , ;^-8m2xH \-- ~ -  smrx 

1/11  12  r 
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n.iisdrückeD,  so  braucht  man  nur  {jr-\~x)  für  x  in  (3)  und  (4)  zu 
substituiren  und  dann  noch  in  (4)  die  Vorzeichen  umzukehren. 

Für  n  =  1   erhält  man  aus  (3)  und  (4)  durch  directe  Sub- 
stitution und  das  gedachte  weitere  Vorfahren  als  besondere  Fälle: 

r 

(5)  1  — cosx  +  co82x 1-( — 1)  cosrx 


'.L,_n'.!ühL>L 


cos ^7^^ ^—  cos  --- 


rjr +  (r+l)  X  ^^^  r(jr+x) 


COS  ^       I  cos  ^ 


(6)  sinx  —  8in2x  +  8in3x ^-  (—  1)     sin  rx 


1  f .  >^   .  ,,^«•"('^+2)^1     «'^-—2 

2-]tng2-(-l) ^-  = 


rjt4-(r+l)x  .  r(jr+x) 
— -sin- 


2 


C08| 


(7)  1  +  cos  X  +  cos  2x  H 1-  cos  rx 

.    (r+l)x       rx 
sm  ^^ —     ^    cos  ^ 

+ — __ — , 

(8)  sin  X  +  sin  2x  H 1-  sin  rx 

{(2r+l)x^  .  (r+l)x  .  rx 

x       ^"  — 2        L      ""^     "°2- 
'^  'i  .X         (       "*"  .X 

sing       J  sui^ 


—   Diese   vier   Relationen   sind   demnach  unmittelbare   Fol- 
gerangen  aus  der  geometrischen  Reihe 

l  +  z  +  z»  +  ...  +  z'=^'J~- 

z — 1 


vermittelst  der  Substitution  z  =  +  e*^ 
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Für  n  =  2  folgt  aus  (3)  und  (4): 

(9)  1  —2  cos  X  -f  3  cos  2x h  (—!)'•  (^4-  1)  cos rx 

co8x  +  (— l/|(r+2)co8rx  +  (r+l)co8(r+l)xj 


4  cos 


(10) 


T— 1 


2  sin  X  —  3  sin  2x-\ j-  ( —  1)      •  (r  +  l)  sin  rx 

sinx— (— l)'j(r+2)sinrx  +  (r+l)sin(r+l)xj 


4cos^ 


8 


(11) 


(12) 


1+  2cosx  +  3cos2x-f (-  (r+l) cos  rx 

(r  +  2)  cos  r  x  —  (r + 1 )  cos  (r  + 1 )  x  —  cos  x 


4  sin  ^- 


2 


9 


2  sin  X  -(-  3  sin  2x  -] [-  (r  -f- 1)  sin  rx 

(r4-2)sinrx  —  (r4-l)sin(r-f  l)x  +  sinx 


a 


4  sin 


2 
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Capitel  XIL 

Differentiation  und  Integration  nach  complexen 

Variabein. 

§  70. 
Differentiation  nach  einer  complexen  Variabein. 

Monogene  Functionen. 

Jede  Function  einer  complexen  Variabein 

z  =  x4-iy 

ist  gleichbedeutend  mit  einer  Function  zweier  reellen  Variabehi  x 
und  y.  Sie  lässt  sich  daher  nach  den  Gesetzen  behandeln,  welche 
für  die  Functionen  letztgedachter  Gattung  Gültigkeit  haben;  denn 
dass  das  i  unter  den  Constanten  vorkommt,  ändert  an  diesen  Ge- 
setzen nichts,  wie  wir  im  vorigen  Capitel  gesehn  haben. 

Wird  die  eine  von  den  beiden  Variabein  x  und  y  als  constant 
oder  als  Function  der  andern  angesehn,  so  bietet  sich  demnach 
kein  Anlass  zu  einer  besondern  Betrachtung  der  Functionen  mit 
complexen  Variabein;  sondern  dies  geschieht  nur  dann,  wenn  man 
voraussetzt,  dass  x  und  y  als  von  einander  völlig  unabhängig 
variirend  gedacht  werden,  und  dabei  nach  der  Bedeutung  des 
Symbols  ^^.^^^ 

dz" 

fragt 

Es   ist  zunächst  klar,   dass  man  jede  Function  /"(x,  y)  der 

beiden  unabhängigen  Variabein  x  und  y  als  Function  der  einen 

complexen  Variabein   z  =  x  +  iy  ansehn   kami,   weil   die   beiden 

Grössen  x  und  y  unzweideutig  gegeben  sind,  wenn  es  z  ist,  und 

umgekehrt 

Nimmt  man,  wie  es  von  jetzt  ab  stets  geschehen  soll,  x  und  y 
zu  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  in  einer  Ebene,  so 
bedeutet  jede  bestimmte  Veränderung  von  z  eine  bestimmte  Ver- 
schiebung des  Bildpunktes,  wie  auch  umgekehrt  —  vergl.  §  63; 
und  das  Eine  charakterisirt  vollständig  das  Andere. 

Zerlegt  man  ferner  die  Function  f  (x,  y)  in  ihre  reellen  Be- 
standtheile  und  setzt 
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/•(x,y)  =  X  +  iY, 

—  wobei  im  Allgemeinen  sowohl  X,  als  auch  Y,  eine  Function 
der  beiden  Variabein  x  und  y  sein  wird  —  so  kann  man  X  und  Y 
zu  Goordinaten  eines  Punktes  in  einer  zweiten  Ebene  nehmen. 
Und  dieser  Punkt  (X,Y)  oder  /'(x,y)  wird  eine  Linie  beschreiben, 
wenn  sich  der  Punkt  (Xjy)  oder  z  längs  einer  Linie  vorschiebt. 
Es  sei  beispielsweise  gegeben: 

/*(x,y)  =  xy  +  i(x  +  y), 
also 

X  =  xy,   Y  =  x  +  y. 

Verschiebt  man  nun  den  Punkt  z  längs  der  Graden  y  =  ax,  so 
gleitet  der  Punkt  /*(x,y)  längs  der  Parabel 


a 


•X, 


wie  man  durch  Elimination  von  x  und  y  aus  diesen  Gleichungen 
sofort  ersieht 

Wenden  wir  uns  nach  diesen  einleitenden  Bemerkimgen  nun- 
mehr zur  Betrachtung  des  Grenzwerthes  von 

Az 
für  ein  unendlich  kleines 

Jz  =  Jx  -f-  i  -/ly, 

so  ist  es  einleuchtend,  dass  derselbe  sehr  verschieden  ausfallen  kann, 

bei  der  unbeschränkten  Man- 
nichfaltigkeit  der  Relationen, 
welchen  gemäss  man  An  und 
Jy  gleichzeitig  oder  nach  ein- 
ander abnehmen  lässt;  hl  a.  W.: 
es  ist  einleuchtend  9  dass  Ge- 
stalt und  Lage  derjenigen  Linie, 
auf  welcher  sich  der  Punkt 
z  +  zlz=(x  +  zix)  +  i(y+ziyj 
dem  Punkte  z=x+iy  unend- 
lich nähert,  im  Allgemeinen 
Einfluss   auf  den   Werth  der 

Derivirten      ^  '^^  haben  werden. 

dz 


i^Jx 
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Die  bequemste  Übersicht  über  diese  Vorgänge  erhält  man, 
Tirenn  man,  die  geometrische  Entfernung  der  beiden  Punkte  z  und 
(2 -\-  A£)  durch  v  und  den  Richtungswinkel  der  Graden  z,  (z-|- Jz) 
durch  g)  bezeichnend, 

Jz  =  Jx  +  i^y  =  V  •  e*^=  \QO%(p-\-\'y%m(p 
einfuhrt.     Dann  hat  man: 


lin».    ^/'^y)=lim. 


J2  =  0 


Az 


v=0 


^wo  9?  entweder  constant  ist  —  Annäherung  auf  einer  Graden, 
oder  sich  zugleich  mit  v  ändert  —  Annäherung  auf  einer  Curve, 
welche  nicht  einmal  einen  Grenzwerth  von  g)  zu  ergeben  braucht, 
da  sie  u.  A.  auch  eine  Spirale  sein  kann,  welche  sich  dem  Punkte  z 
asyraptotisch  nähert.^) 

Bei  dem  oben  citirten  Beispiel  ergiebt  eine  einfache  Rechnung: 


dz 


■  lim-  ^ 
v=0 


ycos9)  +  xsing)  +  i(cos9)  +  8i^9^)  r®   *^ 


wo    sich  die  Abhängigkeit  von  dem  grade  beliebten  Grenzwerthe 
vou   g>  deutlich  ausprägt,  so  dass  beispielsweise 


dz 


=  y  +  i     für  lim  •  y  =  0, 


^  =  l-ixfiirlim.9)  =  ~ 
dz  2 


if 


hervorffeht,  während  gar  kein  bestimmter  Werth  von  ^r—  existirt, 

dz 

wenn  q)  keinen  bestimmten  Grenzwerth  hat. 

Die  Möglichkeit,  dass  -~  bei  verschiedenen  Differentiations- 
richtungen —  verschiedenen  Werthen  von  g>  —  verschiedene  Werthe 
annimint,  kann  übrigens  nicht  überraschen,  da  wir  schon  bei  der 
Differentiation  nach  einer  reellen  Variabein  in  §  2  auf  dieselbe 
Erscheinung  gestossen  sind.     Und  wir  dürfen  vermuthen,  dass  es 


•)  etwa  </) 
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auch  in  dem  hier  vorliegenden  allgemeineren  Fall  Functionen 
geben  wird,  deren  Derivirte  nicht  von  der  Differentiationsrichtuug 
abhängen. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingung  dafür  aufsuchen. 

Betrachten  wir  zu  dem  Zweck  zunächst  x  und  y  als  beliebig 
zu  wählende  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  t,  d.  i.: 
bestimmen  wir  ganz  nach  Belieben  eine  Curve,  auf  welcher  die 
Punkte  (z  +  ^z)  liegen  sollen,  welche  sich  dem  Punkte  z  nähern, 
so  ist  dadurch  die  Function 

/•(2)  =  X  +  i.Y 

ZU  einer  ganz  bestimmten  Function  einer  einzigen  Veränderlichen  t 
gemacht;  und  es  findet  demnach  der  §  9  Anwendung,  nach  welchem 


(1) 


dt  bx      dt  "^ 


ÖX 


+  i 


bY 
bx 


^7 

Ax 

'dt 


dt 


+ 


bX         bYI   dy 
Löy  ^     ftyJ    dt 


gesetzt  werden  kann. 
Nun  ist  aber: 


(2) 


dz dx   .  dy 

dt  ""dt  "'"^  dt  '  dt 


dx   dz   . dy , 


dt 


dt 


mithin  durch  Substitution: 


Af(z) 
dt 


bX        ÖY 
.bx  bx. 


dz 

dt 


+ 


bX  ,  bY\  ,  . 


bY_bX\ 
by        bx/. 


dt 


Triflft  es  sich  also,  dass  gleichzeitig 


(3) 

(4) 

ist,  so  hat  man: 

df_{z) 
dt 


bX_      bY 
bx  ~"  "•"  by 


(5) 


bX 


bJC         bY 
bx +'■  bxj 


bY 
bx 


dz b/"(z)    dz 

dt  ~"~bx"'dt 


Da  diese  Gleichung   (5)   keine  Rücksicht  auf  die  Function 
von  t  nimmt,  welche  man  für  y  gesetzt  hat,  und  auch  die  Function  x 
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von  t  völlig  willkürlich  belässt,  so  darf  man,  indem  y  als  constant 
angesehn  wird, 

t  =  x  +  iy  =  z,    dt  =  dx  =  dz 

(infiiliren  und  erhält: 

d/-(z)  _  ÖX        bY  _  ö/-(z)  . 

was  nicht  mehr  von  der  Differeiitiationsrichtung  mid  überhaupt 
nicht  von  demjenigen  Wege  abhängt,  auf  welchem  sich  der  Punkt 
(z-t- Jz)  dem  Punkte  z  nähert. 

Ausserdem  sieht  man,  dass  die  Gleichungen  (3),  (4)  und  (5) 
nicht  bloss  eine  ausreichende,  sondern  auch  die  nothwendigo  Be- 
dingung für  den  Schluss  auf  (6)  ausmachen,  so  dass  jene  folgen, 
wenn  man  von  dieser  ausgeht.     Demnach  gilt  der 

Lehrsatz. 

Enthält  eine  Function  /*(z)  =  X  +  i»Y  einer  complexen 

.Variabein 

z  =  x  +  iy 

X  und  y  nur  in  der  Verbindung  (x  +  iy)  oder  lässt  sie  sich 

iu  eine  solche  Gestalt  transformiren,  so  ist  -  ,    -  unab- 

dz 

hängig  vom  Differentiationswege,  und  man  hat  zwischen 
den   partiollen   Derivirten    der    reellen   Bestandtheile   X 
und  Y  die  Relationen: 
,-  hX        ,   ÖY 

öx  oy 

,..  ÖX  ÖY 

^^^  öy=-"-8x-' 

Auch  ist  bei  solchen  Functionen  stets: 

(9)  1^  +  1^  =  0.    |'4  +  y^  =  0.    >) 

ox  oy  ox  oy 

so  lange  diese  zweiten  Derivirten  einen  Sinn  haben. 
Dies  lässt  sich  in  jeder  Weise  umkehren. 


')  Unmittelbare  Folge  aus  (7)  und  (8). 
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Definition. 

Unter  einer  monogenen  Function  f{z)  einer  complexen 
Variabein  z  versteht  man  eine  solche,  deren  Derivirte 
Af{z) 


dz 


unabhängig  vom  Differentiationswege  ist 


Zusatz. 


Behält  eine  Function  /"(x) 'einer  reellen  Variablen! 
einen  Sinn,  wenn  man  an  die  Stelle  der  letzteren  die 
complexe  Variable  z  =  x  +  iy  setzt,  so  ist  sie  in  demjeni- 

gen  Umfange,   in  welchem  dies  zutrifft  und  — A- -  einen 

bestimmten  Werth  hat,  monogen. 

Beispielsweise  ist  cos  z  ohne  Einschränkung   eine  monogene 

Function  von  z,  weü 

d  •  cos  X 

— =^- —  =  —  sm  X 
dx 

einen  bestimmten  Werth  hat,  und 

e^  +  e"^      .  .       e^  —  e~^ 


cos  (x  +  iy)  =  cos  X ^ i  sin  x 


2  2 


dem  Begriff  nach  bestimmt  ist. 


§  71. 
Integration  nach  einer  complexen  Variabein. 

Als  Grenzwerth  einer  Summe  hat  das  Integral 
(1)  /'/•(3cy)dz=2'^(^.y)(dx  +  idy) 

einen  völlig  bestimmten  Sinn,  wenn  alle  Summanden  völlig  bestimmt 
sind.  Dies  geschieht,  wenn  in  der  Ebene  der  z  eine  bestimmte, 
vom  Punkt  g  =  £  +  i?^  bis  zum  Punkt  g  =  §  -f-  i jy  führende  Linie, 
der  „Integrationsweg",  gegeben  ist,  um  die  als  zusanuncn- 
gehörig  gedachten  Werthe  von  x  und  y  als  Coordinaten  der  Punkte 
des  Integrationsweges  zur  Anschauung  zu  bringen  oder  —  was 
dasselbe  besagen  will  —  wenn  x  und  y  bestimmte  Functionen  von 
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einander  sind.  Denn  ^dann  ist  das  Integral  (1)  im  Grunde  nichts 
Anderes  als  ein  Integral  einer  einzigen  reellen  Yariabeln  und  fällt 
durchaus  unter  die  Beurtheilui^skriterien  der  letzteren,  wie  sie 
aus  früheren  Capiteln  bekannt  sind. 

Es  gelten  mithin  namentlich  auch  die  Grundformeln: 


(2) 


(3) 


(4) 


/ /-(x,  y)  dz  =  / /-(x,  y)  dz  +  //-(x,  y)  dz, 

^  Cd  Ci 

J  /■(^y)<iz=  —  ffi^j)^^, 

i 
yf(x,y) dz  =  /(&,),    (g=|+i7); 


dg 


wenn  man  sich  nur  gegenwärtig  erhält,  dass  alle  in  (2), 
(3)  und  (4)  zu  verwendenden  Werthe  von  z  auf  dem  Inte- 
grationswege liegen  müssen. 

Eine  Veränderung  der  Gestalt  des  Integrationsweges 
---  des  Abhängigkeitsgesetzes  zwischen  x  und  y  —  wird  im 
Allgemeinen  eine  Ver- 
änderung des  Werthes 
des  Integrals  (1)  nach 
sich  ziehn. 

Setzen  wir  beispielsweise, 
wie  im  vorigen  §, 

/•(x,y)  =  xy+i(x  +  y) 
und  bestimmen  das  Integral 
(1)  auf  dem  Integrations- 
wege OQP,  so  folgt 

t  £ 

//■(x,y)dz=/ixdx  +  /[gy  +  i(|  +  y)' 


n 

Pj^f..'^ 

^-^rmy 

7 

i 

O 

fe 

k 

idy 


Di^^en  erhält  man  auf  dem  Integrationswege  ORP: 

Worpitzkj,  Differential-  n.  Integral rochnuBg.  20 
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//•(x,  y)  d  z  =/iy .  idy  +  /((x^)  +  i(x +,))  d 


Der  auf  dem  zweiten  Wege  gewonnene  Werth  ist  mithin  um 

(2+g)  +  i(2-,) 


ö^V 


grösser  als  derjenige  längs  des  ersten  Integrationsweges. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  welche  Veränderung  mit  dem 

Werthe  des  Integrals  ff(x^j)  dz  vorgeht,  wenn  man  den  Inte- 

grationsweg  S  ,  z,  g  so  ver- 
schiebt, dass  jeder  von  seinen 
Punkten  z  eine  gleiche  Dis- 
location  Az  erleidet^)  Die- 
selbe ist  nicht  mit  den  Ele- 
menten dz  des  Integrations- 
weges zu  verwechseln,  von 
denen  jedes  einzelne  hierdurch  parallel  mit  sich  selbst  verschoben  ist 


^Vu/% 


-x^Js 


')  Dies  ist  eine  YerschiebuDg  des  Integrationsweges  ohne  Gestaltveran- 

derung,  da  alle  Punkte 
desselben  gleiche  und 
gleichgerichtete  Strek- 
ken  von  der  Grösse  des 
Moduls  von  Jz  und  im 
Sinne  des  Richtangs- 
winkeis  von  Jz  zurOck- 
legen. 
Denn  da 

z  + Jz  , 

-(x  +  iy)+(Jx  +  i.iy^  ' 

ist,  80  erhellt  aus  der 
nebenstehenden    Figuf 
sofort,     dass    bei  der 
geometrischen  Veranschaulichung  der  Addition  von  z  und  Jz  für  die  Sntavi^ 
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Das  Integral  längs  des  Integrationsweges  g^ + ^z,  z  +  Jz,  g + ^z 
lässt  sich  demnach  so  ausdrücken: 

/  fix,  j)dz  =  ff(x  +  Jx,j-\-Jj)-dz, 

wo  /fx  nnd  Aj  längs  des  ganzen  Integrationsweges  constant  sind. 

Wir  fügen,  um  dieselben  Endpunkte  wie  beim  Ausgangsinte- 
gral zu  erhalten,  noch  die  Integrale  längs  der  Integrationswege 

Cg,C  +  ^z,  g  +  Jz,  £  hinzu,   begnügen  uns  aber  dabei  mit  den 
Näherungswerthen 


(5) 


f(K^%)  +  ^o 


C 


J  f{x,fj6z  —  —  Az 


<»+jt 


mv)+^ 


in  welchen  die  unbestimmt  gebliebenen  Grössen  e  und  £  zugleich 
mit  Az  verschwinden,  falls  die  Function  /*(x,  y)  auf  den  fraglichen 
Integrationswegen  stetig  ist.  —  Unter  dz  werden  die  bei  der  Inte- 
gration unendlich  abnehmenden  Elemente  von  Az  verstanden. 

^  Demnach  hat  der  Überschuss  des  Integrals  längs  des  Inte- 
grationsweges g^,  g^  +  ^z,  g  -|-  Jz,  £  über  dasjenige  längs  des  Weges 
So»^'S  folgenden  Werth: 

(6)     j//'(x,y)dz  =  -Jz.7(g,^)~r(g,,^,)  +  ^-^, 


Cr 


+  /    /-(x  +  Jx,  y  +  Jy)  - /-(x,  y) 
Co     L 


dz. 


Dividiren  wir  diese  Gleichung  durch  Az  und  lassen  dann  Az 
sich  der  Null  nähern,  so  erhalten  wir: 


vz  -f  Jz)  der  vierte  Eckpunkt  eines  Parallelogramms  gefunden  wird,  dessen 
«Irei  übrige  Ecken  ihrer  Folge  nach  die  complexen  Coordinaten  z,  0,  Jz 
haben.  --_üm  die  Stelle  {z-\-Az)  zu  finden,  braucht  man  daher  nur  die 
Strecke  0,  Jz  in  gleicher  Richtung  mit  ihrer  Anfangslage  vom  Punkte  z 
aus  zu  zeichnen. 

20* 
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Diese  Relation  setzt  voraus,  dass  die  gegeuüberliegenden  Seiten 
derjenigen  Figur,  welche  von  den  Integrationswegen  gebildet  wird, 
congruent  seien. 

Um   diese  Bedingung  wegzuschaffen,   sei   der  mit   g^  g  eon- 

gruente      Integra- 

t    J  ^-^ — ^^*  tionsweg 

/  /^^^     i.J^^^-^--^^         £^  +  Jz,g+Jz__ 

gegen  den  Weg  g^,  g 
nach  beliebiger 
Richtung  verlängert 
so  dass  die  complexe 
Coordinate  (g  +  Jz  +  bg)  seinen  Endpunkt  bestimmt  Dann  tritt 
an  Stelle  des  zweiten  Integrals  (5)  in  die  Formel  (6)  die  Summe 

ffXx,y)Az-^ff{x,y)dz 

ein,  so  dass  die  rechte  Seite  von  (7)  noch  um 

—  lim  •  -7-(£  —  f  ) 

ZU  vergrössern  wäre.  Diese  Grösse  verschwindet  jedoch  sicher, 
wenn  die  Grösse  b?  in  solcher  Weise  zugleich  mit  Jz  abnimmt, 
dass  die  Grade  £,g  +  Jz  +  b£  sich  nicht  einer  Grenzlage  nähert, 
welche  Tangente  des  Integrationsweges  g.g  in   g  ist;  in   diesem 

Falle  nämlich  würde  der  Modul  von  ~-^  unendlich  wachsen. 

ziz 

Eine    Abänderung    des   Integrationsweges    am    andern  Ende 

fuhrt  selbstverständlich  zu  dem  analogen  Resultat. 

Hieraus  ergiebt  sich  der 
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Lehrsatz  I. 

Wird  derjenige  Theil  einer  Linie,  welcher  zwischen 
ihren  Schnittpunkten  C  und  g  mit  zwei  festen  Linien  der 
z-Ebene  liegt,  als  Integra- 
tionsweg    für     das     Integral 


's 

jf{x,j)dz     genommen,     wird 


dann  der  Integrationsweg  so 
verschoben,  dass  seine  sämmt- 
liehen  Punkte  z  gleiche  Dis- 
locationen  zlz  erleiden,  und  hierauf  das  Integral  lätfgs 
des  neuen  Weges  von  g  bis  £  über  die  neuen  Schnitt- 
punkte ^    und  ^  genommen,  so  wächst  das  Integral  um 

eine  Grösse  A  Jf(x^j)Az.  Den  Grenzwerth  des  Verhält- 
nisses der  letzteren  zu  dem  unendlich  abnehmenden  Az 
kann  man  nach  der  Fc/rmel 

(^^  ^//'(^y)d^=f^^dz_/-(ä,)+/-(§^,,j 

^  Co 

berechnen:  mit  etwaiger  Ausnahme  derjenigen  Fälle,  in 
welchen  g  und  g  Berührungspunkte  der  dort  sich  schnei- 
denden Curven  sind,^)  d.  i.  solcher  Fälle,  welche  sich  durch 
eine  geeignete  Wahl  der  Gestalt  des  Integrationsweges  stets  ver- 
meiden lassen. 

Der  in  (7)  dargestellte  Ausdruck  ist  für  die  Erkenntniss  der 
allgemeinen  Eigenschaften  der  Functionen  zweier  reellen  oder  einer 
complexen  Variabein  von  der  grössten  Bedeutung,  da  die  Glei- 
chung (7)  die  Basis  des  ganzen  hierüber  handelnden  Wissens- 
gebietes, der  sogenannten  „Functionen theorie",  bildet. 


')  Sieht  man  von  den  auf  die  Wege  ^  ^o  i^d  ^  ^  bezüglichen  beiden 
letzten  Summanden  der  rechten  Seite  ab,  so  ist  die  Gleichung  (7)  im  Grunde 
nichts  Anderes  als  die  Gleichung  (4)  des  §  33.  Die  obige  Ableitung  haben 
wir  gewählt,  um  von  vorne  herein  die  allgemeinste  Fassung  zu  gewinnen 
und  aUe  dabei  auftretenden  Rücksichten  noch  einmal  klarzulegen. 

Da  es  jedoch  nützlich  ist,  den  Zusammenhang  mit  dem  Früheren 
überall  vor  Augen  zu  haben,  so  sei  Folgendes  bemerkt: 
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Wir  können  wegen  des  Zwecks  dieses  Buches  hier  nicht  näher 
in  Ansehung  beliebiger  Functionen  auf  den  Gegenstand  eingebn. 
Es  sei  deshalb  nur  erwähnt,  dass  in  allen  Fällen  zunächst  die 
Integration  der  Gleichung  (7)  über  die  rfz  auszuführen  ist.  Hier 
beschränken  wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  monogenen  Functionen 


Die  Gleichung  (4)  des  §  33  oder 

5 


(8) 


»0  5o 


hf{^.fi) 


dx 


2ß- 


AI, 


z 


i. 


r 


T 


giebt  das  Grenzvcrhältniss  des  Aag- 

ments  des  Integrals  yAxjjy'^dx  zu 

dem  Augment  J17,  welches  den  mit 
der  x-Axe  parallelen  Integrations- 
weg  5o  S  1d  die  parallele  Lage  £',  ^ 
verschiebt. 

Bestimmt  man  nun  die  Punkte 
der  Ebene  durch  complexe  Goordinaten  x  -f  iy  '^  z,  so  ist  längs  der  Graden 
SoS  nnd  5'o  S'  das  y  constant  =rj  oder  =iy  +  -^'/»  ^Iso:  dx  =  dz  und: 
z  =  So  für  X  =  |o»«z  =  ?  für  X  =  f.  Dagegen  ist  auf  der  Graden  ^  g'^  "°^ 
auf  allen  ihren  Parallelen  das  x  constant,  mithin:  i5y*=(^z,  ib>7  — ^^^^ 
wenn  wir  das  Symbol  d  zur  Bezeichnung  des  Differentials  benutzen,  welche 
der  alleinigen  Veränderung  von  y  entsprechen. 

Dividirt  man  daher  die  Gleichung  (8)  durch  i,  so  kann  sie  auch  in 
der  Weise 

geschrieben  werden. 

Damit  der  Integrationsweg  des  veränderten  Integrals  nicht  nur  von 
S'o  l>iB  S'  führe,  sondern  wieder  in  ^  beginne  und  in  ^  endige,  müssen  wir 
auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  offenbar  die  Grenzwerthe  der 
Verhältnisse  der  Integrale 

/Afo»y)dy  und/   /•(^,y)dy 

zu  dem  Increment  dri  hinzufügen.    Dieselben  sind  augenscheinlich 

+  Afo,'7)und— /'(f,i7). 

Somit  entsteht  die  oben  aufgestellte  Gleichung  (7);  nur  dass  man  noch  ihre 
Gültigkeit  bei  der  allgemeineren  Bedeutung  der  dz  und  öz  darthun  muss. 
Dies  bietet  indessen  keine  erhebliche  Schwierigkeit. 


dz 
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dz 


und  befassen  uns  auch  mit  diesen  nur  so  weit,  als  es  für  die  Ent^ 
Wickelung  der  Functionen  complexer  Variabein  nach  dem  Taylor- 
schen  Satz  unumgänglich  nöthig  ist. 
Da  die  Gleichung 

Co 

eine  identische  ist,  wenn  man  festsetzt,  dass  die  Differentiations- 
richtongen  der  DenTirten 

d/-(^.y) 

dz 

sämmtlich  auf  dorn  Integratiouswege  ^  £  liegen   sollen,  so  lässt 
sidt  die  Gleichung  (7)  auch  so  schreiben: 

t  fr 


6z 


J^f(x,j)iz=J 


6f(x,7)       d/-(x,y) 


•dz. 


öz  dz 

Nun  ist  aber  bei  jeder  monogenen  Function  nach  dem  Lehr- 
satz des  vorigen  §: 

m^^_  _  d/'Cx.y)  ^ 

6z  dz 


mithin  in  Folge  der  letzten  Gleichung: 

ff(x,j)dz  =  0. 


rfz 


Und  hieraus  folgt  durch  eine  Inte- 
gration nach  dz,  bei  welcher  der  ur- 
sprüngliche Integrationsweg  w^  in  eine 
beliebig  andere  Gestalt  w  übergeführt 
wird: 


M^ 


(9) 


"i 


'*ff(x,y)Az  -'"'j^f(x,j)dz  =  0, 


•>o 


(10) 


''ff(x,j)Az-\r''*ff(x,y)Az  = 


=  0. 


So 


—     312     — 

Fasst  man  die  Voraussetzungen  zusammen,  unter  welchen 
dieses  Resultat  zu  Stande  gekommen  ist,  so  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz  IL 

Ist  die  Function  /"(z)  einer  complexen  Variabein 
z==x  +  iy  innerhalb  eines  Gebietes  G  der  z- Fläche 
monogen  nnd  eindeutig  bestimmt,^)  so  gilt  dasselbe  von 
dem  Integral 

ff(z)dz, 

"0 


falls  der  Integrationsweg  z  z  nirgends  aus  dem  Gebiete  G 
heraustritt.  —  Der  Werth  des  Integrals  ist  also  völlig 
unabhängig  von  der  Gestalt*)  des  Integrationsweges  — 


^)  d.  h.  besitzt  die  Function  f{z)  für  jedes  z  des  Gebietes  G  einen 
bestimmten  endlichen  Werth,  welcher  nicht  von  dem  Wege  abhängt,  auf 
welchem  man  innerhalb  G  von  ^  bis  ^  gelangt.  —  Dass  f(z)  sich  inner- 
halb G  stetig  ändere,  ist  in  der  Voraussetzung  dadurch  ausgesprochen,  dass 

sie  monogen  sein,  also  überall  eine  Derivirte  -^ —  haben  soll. 

dz 

Als  Beispiel   einer  monogenen  Function,   welche  nicht  eindeutig  ist, 

kann  die  Function  /'(z)5=|/z"  dienen.    Setzt  man  in  ihr  z  =  ve*^  und  lässt 

<p  bei  einem  constanten  Werthe  von  v  um  2;r  wachsen,  geht  also  um  den 

Punkt  z  =  0   auf  einem  Kreise   einmal   bis   zum   Ausgangspunkte   herum, 

3    •  1^ 

so    verwandelt    sich    /'(ve^*')=  +  v^  e'  ^     allmählich    in    /"(ve'^^ +*''') 

3^    .  3(y-f  2yr)  3^    .  3^ 

='  +  v^e        ^      =  —  v^e    ^.    Die  Function  hat  demnach  ihr  Vorzeichen 

gewechselt.    Ihre  Derivirte  f  {z)  =  —  Vz    genügt  dabei   allen  Ansprüchen, 
welche  die  monogenen  Functionen  an  ihre  Derivirten  stellen. 

')  Man  findet  häufig  als  eine  Beschränkung  unseres  Satzes  die  Be- 
hauptung aufgestellt,  dass  der  Integrationsweg  eine  Linie  sein  müsse,  welche 
in  jedem  Punkt  eine  Taugente  hat.  Unsere  Ableitungsweise  zeigt,  dass  seine 
Zuverlässigkeit  im  entgegengesetzten  Fall  nicht  leidet;  denn  es  kommt  die 
Länge  des  Integrationsweges  —  ein  Begriff,  welcher  sich  mit  der  Existenz 
der  Tangente  deckt  —  nirgends  in  Betracht. 

Bei  nicht  monogenen  Functionen  liegt  die  Sache  aber  möglicher 
Weise  anders;  was  wir  hier  nicht  entscheiden  woUen,  weil  die  Integration 
der  Gleichung  (7)  bei  ihnen  nicht  90  einfach  von  statten  geht,  wie  oben, 
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(9)  —  und  wird  stets  =0,  sobald  der  letztere  in  seinen 
Anfangspunkt  zurückführt  —  (10). 


§  72. 

Der  Taylorsche  Satz  für  eindeutige  monogene  Functionen 

einer  complexen  Variabein. 

Es  sei  f{z)  eine  in  dem  Gebiete  G  der  z- Fläche  endlich 
bestimmte,  eindeutige  und  monogene  Function  von  z,  und  g  ein 
Punkt  desselben  Gebietes  G. 

Dann  gilt  dasselbe  von  der 
Function 

mit  alleiniger  Ausnahme  des  Punk- 
tes z  =  C,  in  welchem  sie  unend- 
lieh  wird. 

Nun  integrirt-  man  diese 
Function  nach  z  längs  des  Weges  AB  A  CD  CA,  welcher  um  den 
Punkt  g  so  herumgelegt  ist,  dass  er  zu  seinem  Ausgangspunkte 
zurückkehrt,  ohne  den  Punkt  g  zwischen  sich  einzuschliessen. 
Dann  muss  der  Werth  des  Integrals  =  0  werden  nach  dem 
Lehrsatz  II  des  vorigen  §. 

Zerlegt  man  aber  den  Integrationsweg  in  die  Theilstrecken 
ABA,  AC,  CDC,  CA,  so  heben  sich  die  beiden  Integrale 

./    Z  —  L  J     Z  —  C 

A  ^  C  ^ 

offenbar  auf,   weil   sie  längs  derselben  Linie  AC  verlaufen  und 
deshalb  der  Gleichung 

J   z  —  C  /z  —  C 

A  '  C  ' 

genügen.    Es  bleiben  demnach  nur  die  beiden  Integrale  J(ABA) 
längs  ABA  und  J(CDC)  längs  CDC  übrig,  so  dass  die  Summe 
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dieser  beiden  Integrale  =0  sein  muss.  Hat  die  Integrations- 
richtung  —  welche  in  der  Figur  durch  Pfeile  angezeigt  ist  — 
beim  ersten  Integral  den  Punkt  g  auf  ihrer  linken  Seite,  so  hat 
ihn  diejenige  des  zweiten  Integrals  rechter  Hand.  Das  zweite 
Integral  ändert  sein  Vorzeichen  daher,  wenn  man  es  durch  Um- 
kehrung der  Integrationsrichtung  bei  ihm  dahin  bringt,  dass  die 
Integrationsrichtungen  beider  Integrale  von  rechts  nach  links  um 
g  herumgehn.     Dann  geht  aber  die  Gleichung 

J(ABA)  +  J(CDC)  =  0, 

welche  bei  den  entgegengesetzt  verlaufenden  Integrationsrichtaiigen 
bestand,  in  die  Gleichung 

J(ABA)  — J(CDC)  =  0, 

J(ABA)  =  J(CDC) 

über,  in  welcher  die  Integrationsrichtungen  um  g  herum  gleich- 
laufend sind. 

Nun    sei    ferner   der  Weg   CDC   ein   Kreis   vom   Radius  r, 

d.  i.  es  sei  auf  ihm  z —  g=re*^  mit  constantem  r,  also: 

t{z-0==tr  +  iQ,      i^  =  id(». 

Mithin  ergiebt  sich,  wenn  wir  das  q  als  wachsend  auf  CDC 
annehmen: 

J(CDC)=/  /-(g  +  re^^j.idci, 

0 

welchen  hinreichend  kleinen  Werth  man  auch  für  den  Radius  r 
setzen  mag,  so  dass  der  Werth  des  gleich  grossen  Integrals 

J(ABA)=//-(g  +  re*^)-idp 

0 

unabhängig  von  r  ist. 

Daher   darf  man  wegen  der  Stetigkeit  von  f(z)  auch  r  =  0 
machen  und  erhält  dadurch: 

J(ABA)=/ /•(?).] dp  =  i 2^. At).   . 

U 

Dies  giebt  den 
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Lehrsatz  I. 

Bezeichnet  man  durch  w  irgend  einen  geschlossenen 
Integrationsweg,  welcher  einmal  um  den  Punkt  z  =  g 
herumführt  und  nur  solche  Punkte  der  z-Fläche  enthält 
and  cinschliesst,  in  denen  die  Function  f(z)  endlich, 
eindeutig  bestimmt  und  monogen  ist,  so  gilt  stets  die 
Gleichung 


(1) 


«5)= ikf/5^^- 


das  Integral  längs  des  Weges  w  in  derjenigen  Richtung 
genommen,  in  welcher  der  Richtungswinkel  yon  (z  —  g) 
wächst*) 

Zusatz. 

Ist  eine  Function  /"(z)  an  der  Stelle  z:^g  endlich  be- 
stimmt und  in  der  ganzen  Fläche,  welche  von  einer  ge- 
schlossenen Linie  w  um  g  herum  abgegrenzt  wird,  auch 
eindeutig  und  monogen,  so  hat  nicht  nur  ihre  erste  Deri- 
virte  /'(S),  sondern  jede  ihrer  Derivirten  /^'\S)  von  be- 
liebig hoher  Ordnung  r  einen  völlig  bestimmten  endlichen 
Wcrth.  ^)  Sie  sind  ausserdem  sämmtlich  eindeutige  mono- 
gene Functionen  von  g  und  werden  durch  die  Formel 

^^i  J    (z-g) 

identisch  dargestellt 

—  Denn  auf  der  rechten  Seite  von  (1)  ist  g  ein  Parameter 
der  integrirten  Function,  dessen  Veränderung  keinen  Einfluss  auf 
die  Werthe  z  des  Litegrationsweges  w  ausübt;  weshalb  die  DiflFeren- 


')  Man  nennt  diese  Richtung  die  ,,positiYe  Umlaufsrichtnng". 

*)  Dass  die  erste  Derivirte  f\^  endlich  und  völlig  bestimmt  (unab- 
hängig Ton  der  Differentiationsrichtung)  sei,  liegt  in  der  Voraussetzung,  weil 
r.z!  an  der  Stelle  z  =  5  monogen  sein  sqU. 
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tiation  nach  £  unter  dem  Integralzeichen  ausgeführt  werden  darf.  ^) 
Man  erhält  also  nach  und  nach: 


(2-S) 

^^»  i     (z  -  g)* 

u.  s.  w. 

wie  es  die  Formel  (2)  für  alle  Ordnungen  zusammenfasst  Ferner 
ist  stets  /^'~^^(S)  eine  monogene  Function,  weil  ihre  Derivirte 
f^\£)  nicht  von  der  Differentiationsrichtung  abhängt  Und  da  das 
Integral  rechter  Hand  in  (1)  einen  bestimmten  endlichen  Werth 
hat,  so  besitzt  auch  das  Integral  rechter  Hand  in  (2)  bei  jedem  r 
einen  solchen,  weil  die  integrirten  Functionen  sich  nur  um  den 

endlichen  Factor  (z  —  Q     unterscheiden. 

Substituirt  man  nun  nach  der  bekannten  Summationsformel 
der  geometrischen  Reihe  in  (1): 


z  — S       z        z*       z^       z*  z'         z'(z— ö 

so  erhält  man  rechts  das  Integral  einer  Summe,  welche  gliedweise 
integrirt  werden  darf,  weil  die  Anzahl  der  Summanden  endlich 
(nämlich  =r  +  l)  ist.     Es  folgt  auf  diese  Weise: 

2,i.m=fmi.+;'.f&i,+i'.fmi,+... 


')  Die  Phasen  des  Differentlations Vorganges  sind  bei  der  Herleitung 
der  ersten  Derivirten: 

analog  bei  wiederholter  Differentiation. 
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Wenn  wir  daher  über  die  Lage  des  Integrationsweges  w  die 
weitere  Voraussetzung  machen,  dass  er  ausser  dem  Pmikte  z  =  g 
auch  den  Punkt  z  =  0  umschliiasse,  und  aus  den  Relationen 


/Ma.=  2,i«o).y"'M=2,i 


Ao) 


ml 


substituiren,  welche  dann  nach  (1)  und  (2)  Gültigkeit  haben,  so 
ergiebt  sich  sofort: 


(3) 


WO 


(4) 


/•(e)=/-(o)+g'-^+£*-^ 


f>. 


\Jt\J     \Z/   Z  —  C 


bedeutet 

Dies  ist  aber  der  aus  §  36,  (6)  und  (7)  bekannte  Maclau- 
rinsche  Satz,  nur  dass  hier  der  Rest  q>^  in  einer  andern  Form 
erscheint,  und  dass  die  Bedingung  für  die  Gültigkeit  der  Ent- 
wickelung  unmittelbar  an  Eigenschaften  der  Function  /"(z)  — 
anstatt  an  solche  ihrer  r*®°  Derivirten  —  geknüpft  ist. 

Die  Transformation  unserer  Restform  (4)  in  die  Form  (7)  des 
§  36  lässt  sich  leicht  bewerkstelligen.  Es  ist  jedoch  zum  Zwecke 
der  Auffindung  der  Convergenzbedingungen  weit  bequemer,  die 
Veränderungen  unmittelbar  zu  betrachten,  welche  mit  dem jWerthe 
unseres  Ausdruckes  (4)  yorgehn,  wenn  r  unendlich  wächst. 

Denn  um  zunächst  den  einfachsten 
Fall  zu   betrachten,    dass    man   zum 

Integrationswege  einen   den  Punkt  g  X  ir      \^ 

einschliessenden    Kreis    wählen    darf, 

dessen  Centrum  im  Coordinatenanfang      '  /  — ^* 

liegt,  so  besitzt  bei  dieser  Wahl  der 
Modul  des  Bruchs 


-  =  me 
z 


SM 


einen   auf  dem  ganzen  Integrations- 
wege constanten  Werth,  welcher  die  1  nicht  erreicht,  und  es  ist; 


318    — 


lim.f^)  =  lim.  m'e"''=0, 


r: 


OO 


also  nach  (4)  auch: 


lim  '  g)  =0; 


:x> 


weshalb  die  Reihe  (3)  in  diesem  Falle  stets  convergirt. 

Es  ist  jedoch  nicht  bei  jedem 
beliebigen  Werthe  von  g  möglich, 
zum  Integrationswege  einen  Kreis 
um  den  Nullpunkt  herum  zu  wählen, 
dessen  Radius  den  Modul  von  ; 
übertriflft.  Denn  wenn  wir  den  Ra- 
dius eines  um  den  Nullpunkt  herum 
beschriebenen ,  zunächst  kleinen 
Kreises  allmählich  wachsen  lassen, 
so  wird  es  bei  vielen  Functionen 
f(z)  dahin  kommen,  dass  der  Kreis 
einen  oder  mehr  Punkte  z=c  trifft, 
wo  f(z)  aufhört,  eindeutig  oder  endlich  oder  monogen  zu  sein; 
weshalb  der  Kreis,  wenn  man  ihn  noch  weiter  wachsen  liesse, 
nicht  mehr  den  Anforderungen  genügte,  welche  unsere  Formeln 
an  den  Integrationsweg  w  stellen. 

Ist  also  mod'S>>mod-c  und  die  Anzahl  der  Punkte  c  end- 
lich, so  kann  man  den  Integrationsweg  zwar  in  den  Zwischen- 
räumen zwischen  diesen  Punkten  so  weit  hinausschieben,  dass  auf 

diesen  Theilstrecken  m  <<  1  und  daher  lim  •  f — j  =  0  wird,  was  das 

r==oo 

Verschwinden  der  entsprechenden  Theile  des  Integrals 


='-.=r(l)a- 


zur  Folge  hat.  Es  bleibt  aber  bei  jedem  Punkte  c  eine  unver- 
meidliche Einbiegung  des  Integrationsweges  nach  dem  Innern  des 
begrenzten  Flächenstücks  hin  übrig,  auf  welcher  mod  •  z  mindestens 
von  mod  •  g  bis  mod  •  c  abnimmt,  so  dass  auf  diesem  Theil  des 
Integrationsweges 
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m>l,    lim.f^)  =  lim.m'e"'*=oo 


r=oc  ^'       r=oo 


ist.  Dies  ist  aber  ein  ausreichender  Grund,  um  zu  schliessen, 
dass  der  Rest  g>^  gleichzeitig  mit  r  unendlich  wachse. 

Der  durch  c  gehende  Kieia  grenzt  also  zwei  Theile  der  z- 
Fläche  so  gegen  einander  ab,  dass  der  innere  alle  Punkte  £  ent- 
halt, für  welche  die  Reihe  (3)  convergirt,  der  äussere  aber  alle 
diejenigen,  för  welche  dies  nicht  der  Fall  ist. 

Setzen  wir,  um  auf  die  allgemeinere  Form  der  Taylorschen 
Beihe  zu  kommen,  in  der  Gleichung 

r(S)=/'(0)  +  g^ffl  +  s^Ö^  +  .-. 

g  =  z  — a,  /"(z  — a)  =  F(z),  also  /^'^(0)  =  F^'^(a),  und  schreiben 
dann  wieder  f  für  F,  so  ergiebt  sich  daher  der 


Lehrsatz  II. 

Zieht  man  um  den  Punkt  z  =  a  einen  Kreis,  in  dessen 
Felde  die  Function  f(z)  überall  eindeutig  verläuft,  end- 
lich und  monogen  ist,  während  er  selbst  durch  einen 
oder  mehr  Punkte  hindurchgeht,  wo  f(z)  aufhört,  diese 
^Eigenschaften  zu  besitzen,  so  gilt  die  Entwickelung 

(5)^(z)=/-(a)+(2-a)'-^;^  +  (z-a)'.Q*^  +  (z-a)'.0^)  +  ... 

stets  für  jedes  z,  welches  innerhalb  des  Kreisfeldes  liegt, 
und  niemals  für  ein  z,  welches  ausserhalb  des  Kreis* 
feldes  gelegen  ist.  —  Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite 
von  (5)  ist  innerhalb  des  Kreisfeldes  convergent,  ausser- 
halb desselben  diyergent 


Beflnition. 

Den  fraglichen  Kreis  nennt  man  die  Convergenzgrenze 
oder  den  Conrergenzkreis  der  Taylorschen  Reihe  (5). 
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§  73. 

Das  Verhalten  der  Taylorschen  Reihe  auf  der  Convergenz- 

grenze. 

Wenden  wir  uns  der  bequemeren  Darstellung  wegen  an  die 
Maclaurinsche  Form  (3)  des  vorigen  §,  so  handelt  es  sich  um  die 
Untersuchung,  was  bei  unendlich  wachsendem  r  aus  dem  Reste  (4), 
oder  was  hierbei  aus 


(1) 


^--.=/(i)'^*^ 


werde,  wenn  g  einen  Punkt  des  Convergenzkreises  bezeichnet. 

Es  sollen  auf  ihm  diejenigen  Punkte  c,  in  denen  die  Function 
f{z)  aufhört,  eindeutig  oder  endlich  oder  monogen  zu  sein,  nur 
in  zählbarer  Anzahl  vorkommen.  Dann  kann  man  den  Integra- 
tionsweg w  zwischen  ihnen  über 
den  Convergenzkreis  hinaus- 
schieben, so  dass  —  wie  wir 
schon  im  vorigen  §  geselin 
haben  —  von  unserm  Gesammt- 
integral (1)  bei  unendlich  wach- 
sendem r  höchstens  die  in  der 
Nähe  der  Punkte  c  auszuwer- 
thenden  Theile  übrig  bleiben, 
weil  die  andern  sicher  ver- 
schwinden. Der  in  der  Figur 
verzeichnete  Punkt  c  sei  einer 
Umgrenzen  wir  ihn  mit  einem 
kleinen  Kreise  vom  Radius  v,  so  bleibt  bei  ihm  der  Werth  zu 
untersuchen  übrig,  welchen  das  Integral  längs  des  Weges  ABB'A' 
annimmt,  wo  die  Punkte  A,  B,  B',  A'  sämmtlich  in  der  Verlänge- 
rung der  Graden  oc  liegen. 

Dieser  Bestimmung  gemäss  ist,  wenn  man 


von    den    kritischen   Punkten. 


z  —  c  =  ve 


19 


setzt,  auf  dem  Wege  von  B  nach  B'  der  Vector  v  constant,  während 
das  Argument  tp  von  einem  Werthe  7,,dem  Richtungswinkel  der 
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Graden  oc,  aus  um  2jr  abnimmt.  Das  Theilintegral  auf  diesem 
Wege  hat  also,  weil  auf  ihm 

d  •  Z  (z  —  c)  := =  i  d  9P 

Z  — "~  c 

ist,  den  Werth: 

(2)  J(BB')  =  i/'(|)'.(^^^.d^. 

y 

Auf  den  Wegen   AB   und  B'A'  ist   (p  =  y   constant  und   v 
veränderlich,  daher 

dz  =  e'^dv; 

und  zwar  nimmt  v  auf  dem  Wege  AB  von  einem  gewissen  Werthe 
cA  =  v  bis  zu  dem  beliebig  klein  gewählten  Radius  v  des  Kreises 
BB'  ab,  auf  dem  Wege  B'A'  aber  von  diesem  bis  v  zu.  Die 
Summe  der  Theilintegrale  längs  dieser  beiden  Wege  ist  daher: 

J(AB,  B'A') 

=/(0Y(,±,i'),,,,+/(i)'«ci^-i::),.,, 


=-)(! 


SV  /(c  +  ye'<^-'")-/-(c  +  ve'^)^,,^^ 


▼l 

oder: 

(3)  J(AB,  B'A') 

=-/©'■  1^«'"". 

wo  also  Af(z)  den  Zuwachs  bedeutet,  den  der  Functionswerth 
von  f{z)  erfährt,  wenn  die  Variable  z  um  den  Punkt  c  herum 
von  einem  Punkt  der  Graden  AB  zu  dem  identischen  Punkt  der 
Graden  B'A'  geführt  wird. 

Wir  wollen  bei  unserer  weiteren  Betrachtung  unser  Augen- 
merk auf  den  möglichen  Fall  richten,  dass 

lim-(z  — c)/'(z)  =  C 
z=c 

Worpitzky,  Differential-  n.  Integralreclinang.  21 
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bei  jeder  Annäherungsrichtung  der  Variabein  z  an  c  irgend  eine 
endliche  Grösse  ist  incl.  Null,  schliessen  aber  dabei  nicht  aiis, 
dass  C  eine  Function  von  demjenigen  Winkel  (p  sei,  welcher  die 
Annäherungsrichtung  bestimmt. 

Dann  ist,  wenn  wir  jetzt  den  Radius  v  des  Kreises  BB'  sich 
der  Null  nähern  lassen,  nach  (2): 

v=0  /  «-S 

oder: 

.^      y-27r 

(4)  lim.J(BB')-:-^  f    Cd9)  =  -i2jr.-^.e"'*, 

wo  ^  den  Winkel  cog  und  C  einen  Mittel werth  zwischen  den- 
jenigen bedeutet,  welche  C  zwischen  (p  =^y  und  g)  =  7  —  2 j 
annimmt. 

Mithin  kann  man 

(5)  j(BB')  =  -i2;r-^.-^  +  F(v) 

^  j.  —  e 

setzen,  wo  F(v)  eine  Grösse  bedeutet,  welche  entweder  gleichzeitig 
mit  V  unendlich  abnimmt  oder  überhaupt  =0  ist. 

Die  Nummer  r  durfte  bisher  jeden  beliebigen  W^erth  haben. 
Stellen  wir  uns  jetzt  vor,  dass  sie  unendlich  wachse,   so  nähert 

sich  der  Modul  von  (-]  im  Integral  (3)  dem  Grenzwerthe  Null, 

^  z/ 

weil  in  ihm  der  Modul  von  z  den  Modul  von  g  um  mehr  ab  den 
Kreisradius  v  übertrifft.  Folglich  muss,  weil  die  Werthe  der  Af{i) 
entweder  sämmtlich  verschwinden  oder  wenigstens  endlich  sind, 

(6)  lim.  J(AB,B'A')  =  0 

X=oo 

sein. 

Würde  nun  nicht  gleichzeitig  auch   F(v)  =  0,   so  entstände 

der  Widerspruch,  dass  der  auszuwerthende  Theil  von  9)^,  welcher 

seinem  Begriffe  nach  völlig  bestimmt  ist,  dieses  nicht  sei. 

Mithin  bleibt  für  das  ganze  Integral  längs  ABB'A'  nur  der 

Ausdruck   (4)   übrig,   welcher   aus   dem   ümgrenzungsintegral  (2j 

entstanden  ist. 
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Bei  der  obigen  üntjereuchung  haben  wir  vorausgesetzt,  dass 
C  sich  von  c  unterscheide.     Direct   C,  =  c  zu  setzen,   geht  auch 

nicht  an,  weil  man  dadurch 
den  Punkt  g  ausserhalb  des 
vom  Integrationswege  um- 
grenzten Flächenstücks  ver- 
legen würde.  Ziehen  wir 
Al-^^  \      \      jedoch,   wie   oben  geschehen 

ist,  den  Integrationsweg  zu- 
nächst bei  c  zusammen  und 
nähern  dann  g  auf  dem  Con- 
vergenzkreise  dem  Punkte  c, 
so  bleiben  unsere  Resultate 
bei  jedem  Grade  der  An- 
näherung in  Kraft. 
Da  nun  der  allein  in  Betracht  kommende  Ausdruck  (4)  wegen 
des  von  g  unabhängigen  Werthes  der  Grösse  C  hierbei  unendlich 
wächst  oder  constant  =  0  ist,  je  nachdem  sich  C  von  Null  unter- 
scheidet oder  dies  nicht  thut,  so  hat  die  Verschiedenheit  der  Lagen 
des  Punktes  g  auf  dem  Convergenzkreise  gegen  den  Punkt  c  nur 
dann  einen  Einfluss,  wenn  C  von  Null  verschieden  ist:  in  diesem 
Falle  ist  der  Modul  des  Ausdruckes  (4)  demjenigen  der  Differenz 
(c— Q  umgekehrt  proportional. 

Dies  führt,  indem  wir  durch  die  am  Ende  des  vorigen  § 
angezeigte  Substitution  wieder  zur  Taylorschen  Form  zurückkehren, 
zu  dem  folgenden 


Lehrsatz. 

Liegen   auf  dem   Convergenzkreise   der   Taylorschen 
Entwickelung 

l)/•(z)=/•(a)  +  (z_a)^q^  +  (z_a)^q^+(z-a)^Ö)+.. 

nur  solche  siugulären^)  Punkte  c,  und  zwar  in  zählbarer 
Anzahl,  bei  welchen 


')  „Singulare'*  Punkte  nennt  man  solche,  in  denen  die  Function  f{z) 
aufhört,  endlich  oder  eindeutig  oder  monogen  zu  sein. 

21* 
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lim-  (z— c)/'(z)=0 

ist,  so  ist  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (7)  für  jeden 
Pnnkt  z  des  Conrergenzkreises  mit  der  linken  Seite  iden- 
tisch, convergirt  also  stets,  wenn  /(z)  einen  bestimmten 
endlichen  Werth  besitzt,  und  macht  die  etwaigen  end- 
lichen Sprünge,  so  wie  die  unendlichen  Vergrösserungen 
dieser  Function  beim  Verschieben  von  z  auf  der  Con- 
vergenzgrenze  mit. 

Liegen  aber  auf  dem  Convergenzkreise  auch  solche 
singulären  Punkte  c^,  c^,  c  ,  ...,  c^^,  bei  welchen 

(8)  lim.(z-c,)/(z)  =  C, 

Z=C^ 

einen  endlichen,  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt, 
so  übertrifft  die  linke  Seite  der  Gleichung  (7)  die  Summe 
der  r  ersten  Summanden  der  rechten  Seite  —  desto  ge- 
nauer, je  grösser  r  wird  —  um  die  Grösse 


i^^  C, 


w      ^=2^ 


-e 
c 

k  =  l 


^r^k 


In  diesem  Ausdruck  bedeutet  C,    einen  Mittelwerth 

k 

zwischen  allen  denjenigen,  welche  Cj^  annimmt,  wenn  die 
unabhängige  Variable  z  sich  dem  \yerthe  c^  in  verschie- 
denen  Ri'chtungen   nähert,   und  (i^  den  Richtungswinkel 

Z"-~—  a 

des  Quotienten >  in  welchem  z  den  in  (7)  gemeinten 

c. — a  ^ 

k 

Punkt  des  Convergenzkreises  bezeichnet.  —  Unter  dieser 
Voraussetzung  oscillirt  also  die  Reihe  (7),  und  die  Os- 
cillationen  (9)  sind  desto  grösser,  je  näher  z  einem  der 
Punkte  c^  liegt. 

—  Wächst  das  Product  (z — c^)/(z)  bei  der  Annäherung 
von  z  an  irgend  ein  c^  unendlich,  so  divergirt  die  Reihe 
auf  der  rechten  Seite  von  (7)  für  jedes  auf  dem  Conver- 
genzkreise liegende  z.  *) 

*)  Dies  folgt  ohne  Weiteres  aus  (4). 
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§  74. 

Beispiele  für  die  Entwickelung  der  Functionen  einer 

complexen  Variabein. 

Die  Function 
(1)  /(z)  =  (l+z)" 

ist,  wenn  man  für  den  Exponenten  n  einen  beliebigen  reellen  oder 

complexen  Werth 

(2)-  n  =  v-\'ifi 

gestattet,  an  der  Stelle  z  =  0  im  Allgemeinen  mehrdeutig,  weil 
man  die  Auswahl  zwischen  allen  denjenigen  Werthen  hat,  welche 
der  Ausdruck 

(3)  /  (0)  =  1''=  (e'  ^'^j      .  {cos  (k'2jtv)  +  i  sin  (k  •  2^v)^ 

annimmt,  wenn  man  für  k  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  setzt. 

Ist  aber  ein  bestimmter  unter  diesen  Werthen  ausgewählt, 
so  geht  dieser  bei  der  stetigen  Veränderung  von  z  stetig  in  völlig 
bestimmte  andere  Werthe  über,  wenn  nur  die  Stelle  z  =  —  1  ver- 
mieden wird,  und  es  ist  f(z)  auch  monogen. 

Zieht  man  daher  um  den  Punkt  z  =  0  einen  Kreis  mit  dem 
Radius  1,  so  ist  dieser  der  Convergenzkreis  der  Entwickelung  von 
f{z)  nach  dem  Maclaurinschen  Satz  (§  72,  L.  II).  Und  da  die 
Rechnung  sich  formal  nicht  von  derjenigen  unterscheidet,  welche 
in  §  39  bei  reellem  z  zur  Ausführung  kam,  so  ergiebt  sich,  wenn 
man  in  (3)  für  k  den  Werth  0  wählt: 

(4)  (l+z)^=l  +  (n>j^  +  g)z^+(^)z^+-.. 


|l°=  +  l,     mod.z<l| 


Will  man  die  Auswahl  zwischen  den  möglichen  Werthen  von  1 
noch  frei  lassen,  so  muss  man  die  rechte  Seite  von  (4)  mit  dem 
Ausdruck  (3)  multipliciren. 

Um  zu  ermitteln,  wann  in  unserer  Entwickelung  mod'Z=l 
sein  darf,  kommt  es  nach  §  73  auf  die  Feststellung  des  Werthes  von 
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(5)  lim.  (z  +  l)/"(z)=lim.  (1+z)""^' 

z  =  — 1  z  =  — 1 

au. 

Setzen  wir  nämlich 

+  i  i  Ol  ta  +  icif 

l=ue    =e    ^ 

80  wird 

weshalb  /*(z)  bei  der  Annäherung  von  z  an  ( — 1)  (wegen  des 
negativen  Werthes  von  Zu)  unendlich  wächst,  wenn  v  eine  negative 
Zahl  ist,  sich  der  Null  nähert,  wenn  j^>0  ist,  und  für  den  Fiül 
eines  verschwindenden  v  den  unbestimmten  endlichen  Werth 

lim  •  e"'*"*  {cos  {[i  •  Zu)  +  i  sin  (ß  •  Zu)} 
u=0  ^ 

annimmt.  —  Es  ist  daher  z  =  ( — 1)  in  der  That  ein  singulärer 
Punkt,  welcher  die  Vergrösserung  des  Convergenzkreises  hindert. 
Jedoch   bleibt  nach  §  73   die  Gültigkeit   der  Gleichung  (4) 
bestehn,  wenn  der  Ausdruck  (5),  d.  i.  wenn  der  Ausdruck 

lim.    (1  +  z)'^  =lim.  6^*+^^*^-'*"  ^i(.u,n  +  (H-l)«) 

z=-l  u=0 

bei  jedem  Werthe  von  oj  verschwindet.  Und  dies  findet  offenbar 
stets  statt,  wenn  (j;  + 1)  >>  0  ist. 

Dagegen  unterliegt  die  Differenz  der  rechten  und  der  linken 
Seite  von  (4)  gewissen  endlichen  periodischen  Schwankungen,  wenn 
unser  letzter  Ausdruck  einen  endlichen  (bestimmten  oder  unbe- 
stimmten) Werth  hat  —  was  bei  {v-\-\)=^0  eintritt  —  und 
wächst  unendlich,  wenn  dies  der  Ausdruck  (5)  thut,  d:  i.  wenn 
(r  +  l)<0  ist 

Lehrsatz. 

Vindicirt  man  der  Potenz  1  den  Werth  -f-l»  so  ist 
bei  jedem  z,  dessen  Modul  den  Werth  1  nicht  erreicht 

(6)  (l+z)"=l  +  (;)  z^+  (5)  z*-f  (5)  z'+  . . . , 
welchen  reellen  oder  complexen  Werth 
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auch  besitzen  mag.  Soll  (1  +  z)  für  z  =  0  einen  andern 
seiner  möglichen  Werthe 

(^)  1""=  (e'"'*)      .  {cos  (k .  2  ^r)  +  i  sin  (k  ■  2  jr r)[ » 

bei  denen  k  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative 
Zahl  bedeutet,  annehmen,  so  muss  man  die  rechte  Seite 
der  Reihenentwickelung  (6)  mit  ihm  multipliciren. 
Ist  in  (7) 

i^  +  l>0, 

so  gilt  die  Gleichung  (6)  auch  noch  für  mod«z  =  l,  d.  i.: 
es  gilt  in  diesem  Falle,  wenn  z==e'^  gesetzt  wird,  die 
Relation 

(9)         (l+e^^)=l  +  (j)e*^+(5)e'«*+(3)e'^^+- 

ohne  Ausnahme,  so  dass  die  rechte  Seite  bei  jedem  ^ 
eonverglrt,  für  welches  die  linke  Seite  einen  Sinn  hat 

Dagegen  dlvergirt  die  rechte  Seite  von  (9)  für  jedes 
(p,  sobald 

ist,  und  oselUirt  bei  jedem  bestimmten  Werth  der  linken 

Seite,  sobald 

1^  +  1=0 

ist. 

Um  einige  speciellere  Folgerungen  aus  diesem  Satze  zu  ziehn, 
so  mag  n  zunächst  eine  solche  reelle  Zahl  sein,  welche  der  Be- 
dingung 

n  +  l>0 

genügt.  Dann  zerfällt  die  Gleichung  (9),  weil  die  ( "  j  reelle  Werthe 
haben  und  ^ 

l+e    )  =e      (e       +e        l=(cos    -  +  i8m-^l-2  cos  ^ 

ist,  in  die  beiden  folgenden  reellen  Gleichungen.  Da  diese  den 
Gültigkeitsbereich  der  Formeln  §  69,  (1)  u.  (2)  erweitern,  so  ver- 
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wandeln  wir  der  leichteren  Vergleichung  wegen  noch  9)  in  x.  — 
Es  ergiebt  sich,  dass  stets 

(10) 2^ cos ^  cos  =l  +  (i)cosx +f2)^82x  +  f3Jco83x+—' 

(11)  2^^008^  8in-^=       L  jsinx  +f  2)8in2x  + (gJsinSx-j 

gesetzt  werden  kann,  sobald  (n+1)  reell  und  >>0  ist.  —  Im 
Fall  eines  negativen  n  (zwischen  0  und  — 1)  werden  aber  die 
linken  Seiten  von  (10)  und  (11)  für  x  =  jr  sinnlos  und  die  rechten 
Seiten  divergent. 

In  ganz  analoger  Weise  gelten  auch  die  Gleichungen  (1)  und 

(2)  des  §  68  noch  für  diejenigen  negativen  n,  welche  n-|-l>0 
ergeben,  nur  dass  in  (1)  nicht  co8x  =  0  und  in  (2)  nicht  8inx  =  0 
sein  darf.  Daher  behalten  die  dortigen  Gleichungen  (3)  und  (4) 
ihre  Gültigkeit  für  —  1  -<  n  <  0  und  cos  x  >>  0 ,  die  Gleichungeu 
(9)  und  (10)  für  — l<n<.0  und  8inx>0.     Mithin  ist  nach 

(3)  und  (9)  u.  A.,  wenn  man  noch  2x  für  x  schreibt: 

/io\  1  1        R|l'^        n  1-3-5 

(12)  —. — -  ==cosx —  — cosöx  +  pr— rcosöx  —  TT— r-7.  coslox 

y2cos2x  ^  2.4  2.4.6 

.   1-3.5.7       ,^ 
+  2:4:6^8"^'^'^"  •*•' 

l-j<'<+f} 

(13)  — ■  =  cos(x — ;i-)  +  ,.co8(5x— .  )+^-— .cosfOx— '  i 

,   1-3-5       /,„         jt\  , 
+  2T4T6~K^^^-4J+- 


0<x< 


2) 


Ist  das  n  complex,  so  sind  es  auch  die  Binomialcoefficienten 
Lj.     Wir  woUea  in  diesem  Falle 
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setzen.     Zur  recurrirenden  Berechnung  der  a  und  a  ergiebt  sich 
aus  der  Relation 


die  Gleichung: 


UiM)-'+{ 


a,_ie    ^=a^e     -(j;  — r+i^), 


d.  i. : 
(15) 


a  ,,  cosa  . ,  =  (v — r)  a  cos«  — usl  sin«  , 

r+l  T+l  ^  '     r  r        «^    r  r' 

^j  sin  a^^j  =  (p — r)  a^sin  a^+  ^a^  cos  a^. 


Und  hieraus  folgt: 


(16)  0 


a,+.=a.V"/.»+(,;-rj»=|/n[/+(»'-8)»]; 

s=0 


sin  (a   ,  ,  —  a  )  =  — — 


«>8(«r+I  — «r)  = 


V/+(y-r)* 
V  —  r 


^^^8^+1-«,)  = 


Vl^'  +  iv-ry 


V  —  r 


*)  Der  Modul  von  (^ ,  nämlich   - ,  nähert  sich ,  falls  (v  +  1)  >  0  ist, 

bei  unendlich  wachsendem  r  dem  Grenzwerthe  Null  —  wie  dies  sowohl  aus 
der  Convergenz  der  Reihe  (9),  als  aus  §  57  geschlossen  werden  kann  — 
bleibt  endlich,  falls  (v  +  l)^^  ist,  und  wächst  unendlich,  falls  (v  +  l)<0  ist. 
Der  Richtungswinkel  a^  dagegen  wächst  unter  allen  Umständen  unend- 
lich in  demjenigen  Sinne,  welcher  durch  das  dem  Vorzeichen  von  ß  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  bestimmt  wird.    Denn  nach  der  letzten  Gleichung 

in  (16^  Ist: 

8  =  r 


-«,+,  =  +2arctng^ 


8  =  0 


Und  diese  Summe  wächst,  weil  lim  •    — ^- — :arctng  — - 
§  52  gleichzeitig  mit  der  unendlich  wachsenden  Summe 


=  + 1  ist,  nach 
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Substituiren  wir  nun  in  (6),  indem  wir  z  als  reell  ^x  ab- 
nehmen, 80  folgt: 


(17) 


(l  +  xf-ooslfitil  +  x)] 

=  14-a  cos«  -x  +  a. cos «  •  x  +  a„  cos o. •  x  A 

'     1  1        '     *         t         '     a  s         ' 

(l  +  x)'.sm[/*?(l  +  x)] 
=         a  sin  «  •  X  4-  a^  sin  a-x  -1-  a^  sin «^  •  x  -| 

1  1  '        2  8  's  3  ' 


für  jedes  x,   dessen  absoluter  Werth   <1   ist,   und  auch 
für  x=+l,  falls  i;  +  l>0  ist. 

Femer  findet  sich  für  jedes  z==ve*^,  dessen  Modul  v<l 
ist,  wenn  der  Abkürzung  wegen 


also 


l+ve^  =  ue   , 
u=  r  1  +  ^vcosg)  +  V*, 


.    V  sin  ö?                    1  +  V  cos  w  ^  v  sin  qr 

o)  =  arc  sm =  arc  cos       =  arc  tng 


u 


u 


1  +  V  cos  9P 


gesetzt  wird: 


(18) 


u^e   ^^ cos (fil\x-\-va)) 


=:  1  +  a  V  cos  («  +  9^)  +  a  V  cos  («^  +  '^9>)  H ' 


V_ — jU«      • 


u  e   '     sin(^Zu  +  ^^) 
a^  v^  sin  (a^  -f  9))  +  a^  v^ sin  («^  +  2g))  -\ 


Und  es  darf  hier,  wenn  {v  -]-  1)>0  ist,  auch  v^=  1  geuom- 
men   werden,   nur   dass   nicht   gleichzeitig   g)  =  jr   sei.  — 


8  =  r 


B  =  r 


fi 


S 


=  /M- 


8  —  V 


8=k  8=k 

SO,  dass  der  Quotient  beider  Summen  sich  dem  Grenzwerthe  -\- 1  nähert. 

Daher  liegen  die  complexen  Funkte  (j  stets  auf  einer  sich  unendlich 

oft  um  den  Nullpunkt  hemmwindenden  Spirale,  welche  sich  in  der  Rich- 
tung der  wachsenden  Winkel  verlängert,  wenn  fi  negativ  ist  —  und  umge- 
kehrt, wenn  fx  positiv  ist. 
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Unter  dieser  Beschränkung  geht  co  in  ^  ,  u  in  2  cos  ^  über, 
und  es  nehmen  die  Relationen  (18)  die  Form  an: 


(19) 


2  e       cos  ^  cos 


f +/'i(2cos| 


=  1  +  a^  cos  (ßj  +  SP)  +  \  cos  («j  +  ^gp)  + 


•  •  1 


2  e        cos  ^  sm 


7  +  ^2(2cosf 


a^  sin  («j  +  gp)  +  a^  sin  («^  +  29))  H 


Wir  haben  dieses  Beispiel  so  ausführlich  behandelt,  um  zu 
zeigen,  zu  welchem  Reichthum  von  Relationen  ein  an  sich  ein- 
facher Satz  bei  seiner  völligen  Ausnutzung  durch  die  Substitution 
complexer  Zahlen  Anlass  geben  kann. 


(20) 


Die  Function 


IL 


/(z)  =  2(l+z) 


ist  vieldeutig,  da  man  sie  nach  §  62,  (11)  in  beliebiger  Weise  um 
ein  ganzes  Vielfaches  von  i«2^  vergrössern  und  verkleinem  darf, 
ohne  ihren  Sinn  zu  ändern.  Wählt  man  aber  unter  ihren  mög- 
lichen Werthen  einen  bestimmten  aus,  so  kann  man  sie  bei  steti- 
ger Veränderung  von  z  nur  auf  eine  Weise  stetig  ändern,  sobald 
man  dabei  die  Stelle  z  ==  —  1  vermeidet,  und  sie  ist  dann  auch 
monogen. 

Daher  lässt  sie  sich  innerhalb  des  um  den  Nullpunkt  liegen- 
den Kreisfeldes  vom  Radius  1  durch  die  Maclaurinsche  Reihe 
(§  72,  L.  II)  entwickeln,  nachdem  festgesetzt  ist,  welchen  seiner 
möglichen  Werthe  der  Ausdruck 

erhalten  soll.  Wählen  wir  Z1  =  0,  so  ergiebt  sich  —  wie  bei 
reellen  Variabein; 


tu 
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(21)  Z(l  +  z)  =  z-iz'+J-z»-^-z*+~z* 

{ mod  •  z  <C  1 }  • 

Nun  ist  ausserdem,  wenn  man 

l  +  z  =  ue 
setzt,  nach  §  45,  (15): 

lim  .  (z  +  l)/'(z)  =  lim.ue^"  ?(ue*")=e^".lim.urZu+ico]=:0. 
z=— 1  u=0  u=0  -^ 

Mithin  gilt  (nach  §  73)  unsere  Entwickelung  (21)  auch  für 
jedes 

i«p 

z  =  ve^ 

mit  dem  Modul  v^^l,  wenn  das  Argument  q)  nicht  cos  g)= — 1 
giebt. 

Führt  man  in  (21) 

l_^z  =  l  +  ve*^=ue^" 
ein,  wobei 

(22)  u=Vl  +  2vcos9)  +  v% 

.    vsino)  l  +  vcoso)  ^  vsincp 

ö>  =  arcsm ^  =  arccos — ■ ^  =  arctng-7  -; -  — 

u  u  1  +  V  cos  g? 

wird,   so   ist   bei   der   Auswahl   des  Quadranten,   in   welchem  & 
genommen  wird,  darauf  zu  achten,  dass 

Z(l  +  z)  =  Zu  +  icö 

bei  der  stetigen  Annäherung  von  v  an  Null  in  Z 1  =  0  übergehn 
muss. 

Man   erhält   daher   durch   die  Zerfällung   von  (19)    in  zwei 
reelle  Reihen:  • 


(23)  «Vl  +  2vcos9)  +  v* 

=  Ycosq>  —  ^v  cos29) -f- ö^v'cosSgp  —  -tY  cos49)  + 


(24)    c»  =  arc  sin 
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Ysin^) 


Vl  +  2vco8  9)  +  v* 


1  +  V  cos  G)  ^  y  sin  o) 

=  arcco8 —  =arctng^r-; — 

yi  +  2vcos9)+v*  1  +  VC089) 

=  V  sin  9  —  ^  V  sin  2  gp  -(-  5  V  sin  3  9)  —  -7-  v  sin  4  9  -| ; 

J  o  4 

wo  bei  v<Cl  für  9)  jeder  beliebige  Werth  gesetzt,  bei 
v=:l  aber  nicht  00395= — 1  genommen  werden  darf, 
m  endlich  so  gewählt  werden  muss,  dass  cd  zugleich  mit  y 
verschwindet 

Substituirt  man  {pt-^<p)  für  9p,  so  ändern  die  Cosinus  und 
die  Sinus  der  ungradeu  Vielfachen  von  9)  ihre  Vorzeichen,  wah- 
rend diejenigen  der  graden  Vielfachen  ungeändert  bleiben.  Es 
folgt: 

(25)  l  - ._-  _- J-  _-  -^=- 

\\ —  2ycos9)  +  V 

=rvco8  9)4-  rt  y*cos29)  + «^y*cos39)-(-  jV*cos49)-J , 

A  o  4 

/^/»N  ^  ysino) 

(26)  arc  tng  ^ 


1  —  y  cos  9 


=  y  sin  9)  -|-  ^  y  sin  2  9)  -f-  0  v*  sin  3  9)  -|-  -:-  y*sin  4  9)  -| —  • ; 

i^  o  4 

wo  bei  v<;i  jeder  beliebige  Werth  yon  9),  bei  y=l  aber  nicht 

cosa)=  +  l  genommen  werden  darf,  und  der  arctng:; ^— 

'      °  °  1 — ycos9) 

so  zu  bestimmen  ist,  dass  er  zugleich  mit  y  yerschwindet 

Machen  wir  nun  y  =  1  und  schreiben  gleichzeitig  x   für  9), 
so  wird: 

lVl  +  2vcos9)  +  y'  =  i^Z(2  +  2cosx)=:i2  +  ^Z.cos*J, 

?  _,J,--_-___    =--^(2-2co8X)  =  -Z2-l«.sin;J. 

Vi— 2ycos9)-f  y'  ^  ^  ^ 
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Mithin  ergiebt  sich  aus  (23)  und  (25): 

(27)  4-^2+    Z-cos*^=co8x — ^cos2x-|-  qCosSx  — -  cos4xH 

J  J  J  o  4 

l — 1<<C08X^  +  1  I 

(28)  — 22 — ^?-8in  ^=cosx4-ö^s2x+äC083x4- jC084xH — : 

|  — 1^C08X<4-1  }      . 

(29)  jZ-cot*^=cosx-|- jr^cosSx+^cosöx  +  .cosTx-f  -O 

{— 1<C08X<  +  1} 

Mittelst  derselben  Substitution  ergiebt  sich  aus  (24): 

vsino)  ^         sinx  ^      A       x\        1 

ai-ctng:r-j =  arctng-—   =  arctngltng  ^  1=  -  x, 

l-fvcosgp  °l  +  cosx  °\°2/       2 

X  X 

wo  der  Arcus  ^  zugleich  mit  tng  —  verschwinden  und  cos  x  nicht 

=  —  1    werden   soll.     Man   muss   daher   x   zwischen    {}—  3t)   und 
(+jr)  wählen. 
Daher  ist: 

1  111 

(30)  o" x=  8"^  X  —  -  sin  2x4-^  sin 3x  —  -^  sin  4x  -f  •  •  • 
Z\  ^  o  4 

{— :;r<x<+jr} 

Bei  der  Substitution  in  (26)  aber  erhält  man 

V  sin  op  ^         sin  X  ^      /    x  x  \ 

arc  tng  . —  _  c  .  ^^^  arc  tng ;; =  arc  tng   cot  -  1 , 

1  —  VCOS9)  1— -cosx  °\       2/ 

wo  X  so  gewählt  werden  muss,  dass  der  arc  tng  an  einer  andern 
Stelle  verschwindet,  als  an  welcher  cos  x  =  -j-  1  wird.  In  dem 
zwischen  0  und  2n  liegenden  Intervall  wird  dies,  weil 

')  Hieraas  folgt  z.  B.: 

8  "^    ll.3-5-7^9. 11. 13.15^17.1921. 23^25-27. 29. 31^     ( 
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"*'*f==*"s(f-|  +'''') 


ist,  nur  an  der  Stelle  x==jt  erfüllt;  und  es  ist  daher: 

(31)  -{j€  —  x)  =  sin  X  4-  ö  sin  2  X  +  ^  sin  3  X  +  X  siö  4  X  -J ^) 

{0<x<2jr} 
Aus  (30)  und  (31)  ergiebt  sich  durch  Addition  die  Gleichung: 

(32)  -7=  sin  X  +  ;r-  sin  3x  +  ^  sin  5x  +  tt  ain  7x  H , 

4  o  0  7 

in  welcher  u.  A.  die  Leibnitzsche  Reihe  (§  64,  (16)) 

4  3^5        7  ^ 

als  besonderer  Fall  für  x  =  -  enthalten  ist. 

2 

Setzt  man  x-- j  ,  also 

1        .  1  1.1 

sinx--— ~,  sinSx    -  --,  sin5x= r-,  8in7x 


V2'  1/2'  V2'  V2 

U.  8.  W., 

80  folgt; 

4      1/2    I         3       5       7    '   9    *   11       13      15^       j 

—   und   durch   ähnliche   Substitutionen   bekannter   Sinus   andere 
Relationen. 

Die  Gleichungen  (27)  bis  (32)  sind  gute  Beispiele  solcher 
Reihenentwickelungen,  welche  nicht  gliedweise  differentiirt  werden 
dürfen.  —  Dass  dies  nicht  geschehen  darf,  folgt  einerseits  aus 
§  09,  weil  die  Beihe  der  zweiten  Derivirten  zweifellos  divergirt, 

^)  Dasselbe  folgt  aus  (30),  wenn  man  dort  (tt  —  x)  für  x  substituirt. 
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andrerseits  aber  auch  aus  §  73,  weil  die  aus  (27)  bis  (31)  ab- 
geleiteten Reihen  die  reellen  Bestandtheile  von 

d.t(l-f  z)_     1 


dz  l-|-z 

auf  der  Convergenzgrenze   ausdrücken   würden,   während   es  aus 

§  73   bekannt  ist,   dass  die  Entwickelung  von  ^r— —  für  v=rl 

1-|-  z 

oscillirt. 

Dagegen  ist  die  gliedweise  Integration  der  Gleichungen  (27) 
bis  (32)  gestattet,  sowohl  nach  §  59,  als  auch  nach  §  73,  nach 
welchem  die  reellen  Bestandtheile  von 

ft(l  +  z)dz  =  (i  +  z).[t(l  +  z)-l\ 

aus  (27)  bis  (31)  hervorgehn. 

Femer  beachte  man  die  Unterbrechungen  der  Stetigkeit 
welche  die  Reihen  in  (30),  (31),  (32)  an  den  Grenzen  der  Gültig- 
keit dieser  Gleichungen  erleiden,  ohne  ihre  Convergenz  aufirageben. 
Substituirt  man  nämlich  in  ihnen  einen  Werth  von  x,  welcher 
nach  den  bezüglichen  Anmerkungen  nicht  erreicht  werden  darf, 
so  erhält  jede  von  diesen  Reihen  den  Werth  Null,  während  die 
linke  Seite  von  Null  verschieden  ist. 

Diese  Reihen  (30),  (31),  (32)  haben  also  die  Qualifi- 
cation  guter  Beispiele  für  die  in  §  54  gemachte  Bemer- 
kung, dass  die  Summe  einer  unendlichen  Reihe  nicht  der 
Grenze  Null  zuzustreben  braucht,  wenn  es  ihre  einzelnen 
Glieder  thun. 

Es  ist  eine  weitere  Eigenthümlichkeit  der  Reihe  (30),  da.«« 
sie,  wenn  man  in  ihr  (x  +  jr)  für  x  substituirt,  in 

—  sin  x  —  TT-  sin  2x  —  -s-  sin  3x j-  sin  4x > 

2  d  4 

also  nach  (31)  in  ^  (x  —  jt)  übergeht  —  anstatt  in  —  (x-f--^'' 

wie  man  nach  (30)  geneigt  sein  möchte  zu  erwarten  —  dass  sie 
also  bei  dem  stetigen  Durchgange  des  wachsenden  x  durch  x  den 

doppelten  Sprung  +  ^^  '  +  0,  —       macht. 
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§  75. 
Die  Eigenschaften  der  durch  eine  Potenzreihe  definirten 

Functionen, 

Wird  eine  Function  als  Summe  einer  Potenzreihe  definirt: 

(1)  /•(z)  =  A^  +  A^z  +  A^z*+A3z'+A^z*  +  ...» 

so  setzt  dies  die  Convergenz  für  gewisse  Werthe  von  z  voraus. 
Bezeichnet  man 

A  =a  e*"%    z  =  ve*^, 
SO  ist  der  Ausdruck  (1)  identisch  mit 

(2)  f(z)  =  a^  cos  a^  +  a^  v^cos  («^  +  <p)  +  \  v*cos  («^  +2g)) 

+  aj^y*co8(a^-f  39))H 

+  i  •  |a^  sin a^  +  a^  v^sin («^  +  q>)  +  a^  v*8in(a^  +  29) 

+  a^ v'sin  («^  +  89))  H } ; 

und  die  Convergenz  der  complexen  Reihe  (1)  bedeutet,  dass  in 
(2)  beide  reelle  Reihen  convergiren. 

Substitnirt  man  nun  an  der  Stelle  des  z  ein  solches  mit  eiuem 
kleineren  Modul,  während  das  Argument  q)  ungeändert  bleibt,  so 
erlangen  beide  Reihen,  weil  sie  Potenzreihen  nach  v  sind,  die 
Eigenschaft  der  unbedingten  Convergenz  (§  54,  L.  IV).  Mithin 
convergirt  alsdann  die  Reihe  der  absoluten  Werthe  ihrer  Glieder, 
und  daher  auch  die  Reihe,  welche  aus  der  Summe  der  absoluten 
Werthe  je  zweier  entsprechenden  Glieder  dieser  beiden  Reihen 
gebildet  wird,  d.  i.  die  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede: 

^n  ^^  '  L^^®  '  ^®  ("n  "I"  ^^)  "I"  ^^^  '  ^^  (^n  ~^  ^^)\  ' 

Der  Werth  des  in  der  eckigen  Klammer  stehenden  Ausdrucks  ist 
aber  so  gross,  wie 

cos  CO  -f-  sin  CO  =  rcos  co*+  2cos  cö  sin  co  -(~  sin  a>*  =  VI  -|-  sin  2q>  , 

wenn  co  einen  Arcus  des  ersten  Quadranten  bedeutet,  und  liegt 
daher  zwischen  1  und  V2.  Folglich  convergirt  dann  auch  die 
Reihe  der  Moduln 

aj,  +  Äj  v^+  a^  v*-j +  a^v'*  -\ ^ 

Worpitzky,  DUTerential-  n.  Integralroehnung.  22 
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weil,  wie  wir  so  eben  gesehen  haben,  das  Glied  a^v**  nicht  grösser 
ist,  als  das  entsprechende  Glied  einer  unbedingt  convergenten 
Reihe.  Hieraus  endlich  folgt  weiter,  dass  die  beiden  reellen  Reihen 
in  (2)  bei  dem  verkleinerten  v  unbedingt  convergiren,  wenn  man 
das  q>  beliebig  verändert. 

Wird  also  die  Convergenz  der  Reihe  (1)  für  irgend 
einen  reellen  oder  complexen  Werth  von  z  als  bekannt 
vorausgesetzt,  so  ist  damit  die  unbedingte  Convergenz 
für  jedes  z  von  kleinerem  Modul  ausgesprochen:  es 
findet  Convergenz  statt  in  dem  ganzen  Felde  desjeni- 
gen Kreises,  welcher  mit  dem  Modul  des  ersteren  um 
den  Nullpunkt  gezogen  ist. 

Verstehen  wir  nun  unter  z  irgend  einen  im  Convergenzfelde 
liegenden  Punkt,  so  darf  man,  wenn  vorläufig  bloss  der  Modul 
von  z  =  ve*^  als  veränderlich,  das  Argument  q>  aber  als  constant 
angesehen  wird,  nach  §  59  die  Potenzreihe 

(3)  /•(z)  =  \  +  \ve'^+A,vV**+A3TV+--- 

gliedweise  nach  v  diflferentiiren,  und  die  Derivirte  erhält  einen 
vöUiff  bestimmten  Werth.     Man  findet: 


dv 
oder  weil 


e*'^ 


.|l.A^  +  2.A^v^e^^+3.A3vV^^+...|, 


Af{z)  _  Af(z)    dv  _  df(z)     1 
dz  dv      dz         dv       q^v 

ist: 

(4)  -^^-^  =  1.A  +2.A  z'+3.A  z'  +  ... 

^    ^  dz  1     '  Ä  '  8  ' 

Dasselbe  gilt  aber  auch,  wenn  man  (3)  bei  constantem  v  als 
Potenzreihe  nach  e***  auffasst.  Dann  geht  aus  (3)  hervor,  wenn 
man  diese  Differentiation  durch  6  andeutet: 


-^  =  v.jl.A  +2.A  vV^  +  3.A  vV*'' 

oder  weil  hierbei 

6f(z)  ^  6f(z)    d-e'''  ^6f(z)    1^ 

6z    ~d.e'^"    dz    "rf.e'v'v 
ist: 
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(5)  ^^  =  l.A^  +  2-A,z'+3.A3Z*+.-. 


dz 

Mithin  stimmen  die  Derivirten  (4)  und  (5),  welche  nach  zwei 
senkrecht  auf  einander  stehenden  Richtungen  genommen  sind, 
überein.     Wir  wollen  sie  durch  F  bezeichnen. 

Die  Differentiation  nach  einer  beliebigen  dritten  Richtung 
werde  durch  b  angedeutet.     Dann  ist: 

^        Ä     \   ji       1       dz       rfz 
bz  =  dz  +  dz,    1=- — h^— ' 

bz       bz 

und  nach  dem  Satze  über  die  partielle  Differentiation: 

b/'Cz)  ^  Af(z)    dz       öf{z)    rfz 
bz  dz      bz      .    dz       bz 


dz       rfz 

L  b^  "*"  bz~J 


=  F. 


=  F. 

Dies  heisst: 
Jede   Potenzreihe    ist   in   ihrem   Convergenzfelde   eine 
monogene  Function  derjenigen  Variabein,   nach  deren 
Potenzen  sie  fortschreitet. 

Ferner  darf  man  die  Potenzreihe  längs  jedes  Weges, 
welcher  in  ihrem  Convergenzfelde  verläuft,  gliedweise 
integriren;  —  denn  es  genügt  hierzu,  nach  §  59,  dass  die  in 

der  Richtung   des  Integrationsweges   genommene  Derivirte  — r-- 

einen    endlichen  Werth   besitzt;   und    dies   ist   nach   dem  Obigen 
der  Fall. 

Anmerkung. 

Aus  der  Erkenntniss,  dass  eine  jede  Potenzreihe  (1)  inner- 
halb ihres  Convergenzfeldes  eine  eindeutige,  endlich  bestimmte 
und  monogene  Function  von  z  ist,  folgt,  dass  sich  nur  Functio- 
nen dieser  Gattung  in  Potenzreihen  entwickeln  lassen, 
während  in  den  vorhergehenden  §§  das  Umgekehrte  gezeigt  ist, 
nämlich,  dass  sämmtliche  Functionen  besagter  Art  der 
Darstellung  durch  Potenzreihen  fähig  sind.  ^ 

Daher  ist  es  beispielsweise  unmöglich,  die  Function  e  *  in 
eine  Potenzreihe  nach  z  zu  entwickeln.  Denn  fuhrt  man  z  =  ve*^ 
ein,  so  ist  die  Function 

22* 
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1                   I/o         •   •    «    .               cos2y 
Y         ^(60829—1  sin  29) j-^ 

/'(z)=e    '=e    ^  =e      ^    . 


1  siu2a)  ,  .    .  siu2or 
cos — r-^-j-i-sm — ,- 


1 


an  der  Stelle  z  =  0  nicht  eindeutig,  wie  verlangt  werden  müsste, 
sondern  es  erlangt  f{z)  bei  der  Annähei*ung  an  diese  Stelle  sehr 
verschiedene  Werthe  je  nach  der  Grösse  des  Richtungswinkels  (p. 
Man  erhält  nämlich  u.  A.: 

lim-/'(z)  =  0  für  9)  =  0  und  g)  =  j€y  also  für  reelle  z; 
z=0 


jt 


3t 


lim  •  f{z)  =  +  00  für  tp  =  ~\-—  und  q>  =  — —^  also  für  rein  imagi- 
z=0  ^  ^ 


nare  z; 


lim  •  /*(z)  =  lim  • 
z=0  z=0 


1     ,   .   .     1 

cos  -j  +  1  sin  — 

V  V 


für  9)  =  — ,  —  und  dies  ist  em 


endlich  unbestimmter  Grenzwerth. 


Freilich  würde  man  auch  von  dem  Versuche,  den  Maclaurin- 

_  \_ 

a 

sehen  Satz  zur  Entwickelung  von  e  *  bei  der  Rechnung  mit 
bloss  reellen  Zahlen  anzuwenden,  schon  deshalb  abstehn  müssen, 
weil   diese  Function  für  z  =  0  keinen  Substitutionswerth  besitzt. 


sondern  nur  einen  Grenzwerth  lim  •  e    *  =  0  zeigt.   —   Denselben 

z=0 
Grenzwerth  haben  auch  alle  ihre  Derivirten. 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  dass  aus  der  Gleichung  (1),  wenn 

man  sie  mit  z'^"^^  dividirt  mid  dann  längs  einer  einmal   um  deu 

Punkt  z  =  0  herumführenden  Linie  w  integrirt,  die  Relation 


/ 


dz  =  2:;ri-A 


...  f'\0) 


folgt,  welche  nach  §  72,  (2)  die  Identität  von  A^  mit  - — ^  also 


ri 


die  Identität  von  (1)  mit  der  Maclaurinschen  Reihe  a  posteriori 
feststellt. 

Das  allgemeine  Glied  der  Entwickelung   dieses  Integrals  ist 
nämlich: 
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.        ni-r    dz 

A   z        9 

m  2 


oder  wenn  man  —   wie  es  nach  §  71,  L.  II  freisteht  —  einen 
Kreis  vom  Radius  v  zum  Integrationswege  nimmt  und  daher 

Z  =  ve*^     —  =  d'lz  =  i'd^,     2m-r_^m-y(m-r)v 
Z 

setzt: 

/A„v"-'e'^—"*'id9>  =  i-A„v'»-'./e'^"-"«'d9). 

0  0 

Und  dieser  Ausdruck  geht,  wenn  m=:r  ist,  ofitenbar  in  i*A^-2jr 
über;  während  er  bei  jedem  von  r  verschiedenen  m  verschwindet, 

weil 

m  —  r 

ist,  was  für  cp  =  0  und  w  =  2jt  denselben  Werth  —  —   hat. 

m — r 


/< 


§  76. 
Der  Taylorsche  Satz  für  die  Functionen  von  mehreren 

unabhängigen  Variabein. 

Versteht  man  unter  /"(u,  v,  w,  . . .)  eine  Function  mehrerer 
Variabein  u,  v,  w,  . . . ,  welche  sämmtlich  von  einander  unabhängig 
sind,  und  unter  u,  ü,  tu,  ...  irgend  welche  reellen  oder  complexen 
Zahlen,  um  welche  jene  von  gewissen  Werthen  u  ,  v^,  w^,  .  .  . 
aus  wachsen  sollen,  so  kann  man  den  Übergang  von  /"(u  .  v  »  w  . . .) 
in  /"(u  +u,  V  4-ö>  ^0^""^'  "'^  dadurch  hervorgebracht  denken, 
dass  in  der  Function 

(1)  F(z)  =  /'(u^  +  u.z,v^  +  o-z,w^  +  n}.z,...)  =  /*(u»v,w,. ..)  =  /* 

die  eine  Variable  z  von  0  bis  1  wächst,  während  u^,  u,  v  ,  o, 
^Q,  n?,  . . .  constant  sind. 

Entwickelt    man    nun  die    Function    F(z)    nach    steigenden 

Potenzen  von  z  vermittelst  des  Taylorschen  Satzes,  drückt  dabei 

die  vollständigen  Derivirten  F  (0)  durch  die  partiellen  Derivirten 
von  f  aus,  und  setzt  dann  z=;=l,  so  erhält  naan  diejenige  Dar- 
stellung von 
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F(l)  =  /-(u^  +  u,  v^  +  D,  w^  +  ro,  ...), 

welche  verlangt  wird. 

Beachtet  man,  dass  wegen  der  substituirten  Relationen 

U  =  U^  +  U-Z,  V  =  V^  +  ^'Zj  w  =  w^  +  ti}-z,  ••• 

die  Werthe  der  vollständigen  Derivirten 

du  dv  dw 

dz  dz  dz 

nicht  mehr  von  z  abhängen ,  so  erhält  man  nach  §  9  und  §  32: 
^  ^  öu      '       öv  '  • bw 

l?'Vv\         t.«    ^^f    lis^    ^*f  1  .««     ^*^_l_ 

F  (z)  =  u  •     -j+ö  •— 8         +       w  •v-'äH 

öu  ov  ow 

+  2uü-r— ^-   +2utü-c    X    +'" 
ouov  ouow 

4-  2öto-.r— ^--| 

övow 

B    (z)  =  u  •  -3+  0  --3        +  xo  '-i-i 

ou  ov  ow 

+  3u%.— /  +  3u'w.  -/-+... 
bu  öv  bu  bw 

+  3uo'.-^+  3utt)'.— ^-,4--- 
buöv  buöw 

ouovow 

+  30^1).—/-  + 
bv  öw 

ovow 


•  1 
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Beim  ersten  Anblick  hat  es  den  Anschein,  als  ob  das  all- 
gemeine  Bildungsgesetz  dieser  Ausdrücke  sehr  verwickelt  sein 
möchte.  Jedoch  überzeugt  man  sich  leicht  durch  den  „Schluss 
von  n  auf  (n  -f- 1)"»  dass  bei  jeder  Nummer  n 

^^    alpl/l'--     öu  •bv'^-öw  ••• 

hervorgeht,  wo  für  a,  /J,  7,  •••  nach  und  nach  alle  ganzen 
Zahlen  von  0  bis  n  zu  setzen  sind.  —  Denn  diese  Relation 
ist  nach  den  ausgeführten  Rechnungen  richtig  für  n=l;  und 
differentiirt  man  (2)  von  Neuem  nach  z,  so  erhält  man  eine 
Gleichung  von  derselben  Form,  nur  dass  (n  +  1)  an  der  Stelle 
von  n  auftritt.  ' 

Die  Form  der  Symbole  in  der  Gleichung  (2)  reizt  wegen 
der  Ähnlichkeit  mit  denjenigen,  welche  den  sogenannten  poly- 
Domischen  Satz  ausdrücken,  dazu,  diesen  als  mnemotechnisches 
Hülfsmittel  zu  benutzen.  Man  sagt  daher,  es  sei  in  ,,8ymboll- 
seher  Darstellung^^: 

(3)        ^'%)  =  {^l  +  i,  +  ^  +  -)-mr^  V,  w.  ...). 

WO  nach  der  formalen  Entwickelung  der  n*®*^  Potenz  des 
Polynoms 

u  t)  ID 

bu^bv^bw^ 
die  Nenner  unter  den  Factor 

Vf{u,  V,  w,  - . .) 

zu  setzen  sind,  nachdem  man  mit  diesem  gliedweise  mul- 
tiplicirt  hat. 

Eine  andere  Frage  als  diejenige  nach  der  Klarheit  des  Bil- 

duDgsgesetzes  der  Ausdrücke  für  F  (z)  tritt  uns  entgegen,  sobald 
wir  es  unternehmen,  die  Rechnungen  für  eine  concret  gegebene 
Function  wirklich  auszuführen.  Ob  dabei  übersichtliche  Resultate 
gefunden  werden,  das  hängt  genau  ebenso  vom  Charakter  der  zu 
entwickelnden  Function  ab,  wie  bei  denjenigen  Functionen,  welche 


—    344     - 

von  vorne  herein  nur  eine  Variable  enthalten.  Auch  unterliegt 
die  Convergenz  der  Entwickelung  keiner  andern  Beurtheilung,  da 
F(z)  als  Function  von  z  im  Felde  des  Kreises  vom  Radius  1  um 
den  Nullpunkt  herum  endlich,  eindeutig  bestimmt  und  monogen 
sein  und  diese  Eigenschaften  auch  auf  der  Convergenzgrenze 
selbst  in  dem  in  §  73  besprochenen  Maasse  behalten  muss. 

Diese  Erwägungen  führen  —  indem  wir  jetzt  der  Kürze 
wegen  u,  v,  w,  . . .  für  u  ,  v  ,  w  ,  . . .  schreiben  —  zu  dem  fol- 
genden 

Lehrsatz. 

Giebt  man  in  der  Function  /"(u,  v,  w,  . . .)  den  Para- 
metern u,  V,  w,  ...  die  reellen  oder  complexen  Incremente 
u,  0,  IP,  ...,  so  kann  man,  falls  die  Function 

(4)  F(z)  =  /"(u  -f  u  •  z ,  V  +  j)  •  z ,  w  +  iD  •  z ,  •  •  •) 

für  mod-z;<l  endlich,  eindeutig  bestimmt  und  monogen 
ist,  stets 

(5) /•(u  +  u,v+ü,w+tt),..0  =  F(O)  +  ^^|^-^  +  ^^ 


=  /'(u,v,w,---)  + 


ou  öv  öw 


F-(o)  ,  r-(0)  , 

"^     2!    "^      3!     "^*" 

darstellen;  und  es  gilt  diese  Entwickelung  auch  dann 
noch,  wenn  die  Function  F(z)  die  verlangten  Eigen- 
schaften bei  einzelnen  Werthen  e*^  von  z  (welche  den 
Modul  1  haben)  zwar  verliert,  aber  nicht  aufhört,  der 
Grenzbedingung 

(6)  lim.(z~o*^).F(z)  =  0 

z=e'^ 
zu  genügen. 

Die  Werthe  von  F    (0)  lassen  sich  symbolisch  in  der 
Form 

m     F>=(;'+j>j»+...)"..Y(".'.«.-) 
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durch  die  partiellen  Derivirten  von  /(u,  v,  w,  ...)  nach 
den  Parametern  u,  v,  w,  . . .  und  durch  deren  Incremente 
u,  D,  m,  ...  ausdrücken. 

Der  nach  der  Summation  der  ersten  r  Glieder  auf 
der  rechten  Seite  von  (5)  noch  bleibende  Rest  #^  ist  — 
auch  wenn  die  Reihe  nicht  convorgirt  —  durch  jede  von 
den  Formeln 


^V 


(8)      *  = 


•6'/-[u+u-(l— tV.v+DU— tV.w+»(l— tV," 


•  dt 


>> 


(9) 


z'(z  ^  1) 


dargestellt  (n.  §  38,  (3)  und  §  72,  (4)),  wobei  es  sich  hin- 
sichtlich des  geschlossenen  Integrationsweges  in  (9)  von 
selbst  versteht,  dass  er  um  die  Punkte  z^=0  und  z  =  +  l 
herumgeht. 

Zusatz. 

Besitzt  die  Function  f  nur  zwei  unabhängige  Para- 
meter u  und  V,  so  nimmt  die  Relation  (7)  folgende  ein- 
fache Gestalt  an: 


(10)         F"(0)  =  (^  +  ^y°.bV(u,v) 


-ti  ö  /■(«.') 


+ 


d.  i.,  wenn  man 


•••+(;)»"• 


bu-'-^öv» 


6v 


n        9 


du  öv 


bezeichnet: 


%. 
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(11) 


(n) 
F     (0) 


=  u 


(n,0) 
n  /"(U.V) 


nl 


(n-l.l)  (n-2,2) 

^^      "(n— 1)!1!^"       '   (n-2)!2!^ 

(1,11— 1)  (0,») 


l!(n— 1)! 
Und  es  lautet  dann  die  Gleichung  (5): 

(12)   /•(u+u,v+»))  =  /-(u,y)  + 


a! 


ru.^/J^  +  »,.^^(''''> 


du 


hv 


+ 


u 


+ 

+ 


(2.0) 

2! 

(3.0) 


+  U'B 


(1,1) 
1.-1   /(«.▼) 


II 


1!  ^ 


(0,  t)    ■ 


2! 


U'.^>^^+U'B 


(2,1) 
2.  1    /*(U,V) 


3! 


2!11 


(1,2) 


(0.3)      1 

3! 


BeispieL 

Will  man  aus  der  Gleichung 

(13)  z*=2ax  +  2by 

den  Zuwachs  3,  welcher  dem  gleichzeitigen  Wachsthum  von  x  um 
]C  und  von  y  um  t)  entspricht,  nach  steigenden  ganzen  homogenen^) 
Functionen  von  5  und  t)  entwickein,  so  kann  man  so  verfahren, 
dass  man  nach  der  Anleitung  des  letzten  Zusatzes  —  da  jetzt  u 
und  V  von  x  und  y  vertreten  werden  —  nach  und  nach  alle  par- 
tiellen Derivirten  gleich  hoher  Ordnung  von 


/'(x,y)  =  z  =  (2ax  +  2by) 
bildet  und  dann  in  (12)  einsetzt 


*)  Unter  einer  „homogenen  Function  nten  Grades  von  u,  v,  w..  " 
versteht  man  eine  solche,  welche  der  Gleichung 

y  (6  •  u,  9  •  V,  0  •  w, . . .)  ==  6**  •  ^  (u,  V,  w, . . .) 

genügt.  —  Die  Function  F    (0)  in  ^7)  ist  eine  homogene  Function 
nton  Grades  von  u,  D,  to, ... 


1 

2' 
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Bequemer  ist  es,  die  vollständigen  Derivirten  von 

(14)  F(t)  =  {2a(x  +  ft)  +  2b(y4-t,t)} 

=  {2ax  +  2by  +  2(af  +  b9).t}' 

nach  t  für  t  =  0   in   die  Gleichung   (5)   einzusetzen,   also   diese 
Gleichung  direct  in  der  Form 


F(,)=F(o)+m+oe+!:;p+ 


oder 


06)      ,=F(.,-F(0)=m+E^  +  E;S)+... 

zu  benutzen.     Es  ergiebt  sich  nämlich  aus  (14)  durch  Differen- 
tiation nach  t  ohne  irgend  welche  Weitläufigkeit: 

^  --=  (j)  {2ax  +  2by  +  2(a5  +  ht))  •  t}"  ^  [2  (aj  +  b^)] ', 
?^  =  (|-){2ax+^by  +  2(a5  +  b9).t}"^[2(af  +  b»,)]*, 


U.  8.  W. 


f'-^)    A 


^  =  (r).{2ax  +  2by  +  2(aj  +  b^).t}*    '.[2(aj:  +  b9)]". 


(t).F(t).{- 


aj  +  b^ 


(x+5t)  +  b(y+vt)| 

f'-'CO) 


n!  \J     |ax  +  byj 


Mithin  geht  aus  (15)  hervor: 


<-)     --|(f)-Cl$^p"+(r)-(S^P' 


+G)-(^i^)  + 
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fiir  alle  Werthe  von  j:  und  t),  welche  so  beschaffen  sind,  dass  die 
in  (14)  dargestellte  Function  F  (t)  endlich,  eindeutig  bestimmt 
und  monogen  bleibt,  sobald  t  alle  complexen  Werthe  durchläuft, 
deren  Modul  <  1  ist,  oder  dass  F(t)  auch  an  einzelneu  Stellen 
t  =  e'^  hiervon  abweicht,  ohne  die  Bedingung 

lim.   (t  — e*^)F(t)  =  0 
t=e'^ 

zu  verletzen.  Diese  Bedingungsgleichung  wird  von  unserm  F(t) 
auch  an  der  kritischen  Stelle 

2ax  +  2by+2(ajc  +  bt,).t  =  0,     t=-|^  +  ^^ 

erfiiUt 

Man  hat  es  daher  zum  Zwecke  der  Gültigkeit  der 
Entwickelung  (16)  frei,  den  Incrementen  f  und  ))  von  x 
und  y  irgend  welche  Werthe  zu  geben,  für  welche 

mod ^-^->1,     mod.->      ir^  <  1 

af  +  b^—  ax  +  by=^ 

ist. 

Diese  Bedingung  lässt  sich  in  allen  Fällen,  in  denen  nicht 
gleichzeitig  x  =  0  und  y  =  0  ist,  für  gewisse  Werthe  von  f  und  p 
erfüllen;  und  es  zeigt  eine  einfache  Rechnung,  dass  dabei  die 
Argumente  von  5  und  Xj  eine  Rolle  spielen,  d.  h.  bei  reellen  Incre- 
menten 5  und  ^,  dass  deren  Vorzeichen  von  Belang  sind. 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  übrigens  auch  durch  die 
Anwendung  des  binomischen  Satzes  auf  den  Ausdruck 

a=r{2ax  +  2by  +  2(a5  +  b»))}'"-{2ax  +  2by}*" 
I        ax-fbyj 
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Capitel  XII. 

Die  algebraischen  Gleicilxingen. 

§  77. 

Existenz  und  Anzahl  der  Wurzeln  einer  algebraischen 

Gleichung. 

Bekanntlich  nennt  man  jeden  Werth  von  z,  für  welchen  die 
»fgaaze  rationale  algebraische  Function  n^^*^  Grades*^ 

/•(z)  =  z-  +  a„_y-^  +  a,_,z"-*+..-  +  a,z*+a^z*+a^ 

verschwindet,  d.  i.:  für  welchen  die  Gleichung 

/•(z)  =  0 

zutrifft,  eine  Wurzel  dieser  GleichuDg  oder  —  im  Hinblick 
auf  die  geometrische  Veranschaulichung  —  einen  Nullpunkt  der 
Function  f(z). 

Hierbei  dürfen  die  Coefficienten  a     ,,a     ,,...,a^,a,a 

n  —  1'       n— 2'  8         10 

ganz  beliebige  reelle  oder  complexe  Zahlen  sein. 

Nun  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  f(z)  bei  jedem  Werthe 

von  z  eine  endliche,  eindeutig  bestimmte  und  monogene  Function 

von  z  ist.     Also  ist  auch 

1 

Az) 

eine  eindeutige  und  moQügeue  Function  von  z,  nur  fragt  es  sieb, 
ob  sie  aucb  überall  endlich  ist 

Machen  wir  die  Hypothese,  dies  sei  der  Fall,  so  würde  für 
jeden  beliebigen  Werth  £  von  z  nach  §  72,  (1)  die  Gleichung 


2jti 


~J    (z  — Ö- 


AS)     J   (z-S)-Az)  • 

zutreffen,   welchen  geschlossenen  Integrationsweg  w  um  £  herum 
man  auch  wählen  möge.     Dies  ergiebt  u.  A.,  wenn  man 

dz 
C  =  0,   z=ve*''j   v  =  Gonst.,  — =ätz  =  idq> 

z 
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setzt,  dass 
2jt 


sein  müsste,  wie  gross  der  Vector  v  von  z  auch  gemacht  wird. 
Dies  widerspricht  sich  aber,  weil  man  v  so  gross  machen  kann, 
dass  das  letzte  Integral  beliebig  wenig  von 


abweicht,  und  daher  so  gross,  dass  der  Modul  der  ganzen  rechten 
Seite  kleiner  als  derjenige  der  linken  wird. 

Hierbei  ist  allerdings  vorausgesetzt,  dass  a  nicht  =0  sei. 
Jedoch  liegt  hierin  nur  scheinbar  eine  Besonderung  der  Frage- 
stellung, da  es  sich  in  den  Fällen,  in  welchen  ^q  =  8l  =a  =••• 
=a^_J=0  gegeben  ist,  darum  handelt,  ob  die  Klammer  in 

/•(z)  =  z'.{z''-'+a._/— '+...  +  a,^.z'  +  a,} 

für  ein  reelles  oder  complexes  z  verschwinden  muss;  denn  es  wird 
dann  Niemand  die  Existenz  der  Wurzel  z  =  0  bezweifeln. 

Mithin  giebt  es  unter  allen  Umständen  mindestens 
einen  reellen  oder  complexen  Werth  von  z,  für  welchen 
/'(z)  =  0  wird. 

Bezeichnet  man  ihn  durch  C,  so  ist  demnach: 

und  wenn  man  dies  von  (1)  subtrahirt: 

/•(z)=(z--^)+a,_,.(z»-^-s;-')+...+v(z*-g;)+a..(2'-s;). 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  geht  die  Division  mit 
(z  —  g  )  auf,  weil  bei  jedem  ganzen  r 


1        I 


=  z      +z      -S +z      •£  H hz  •£      +S 
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ist,  und  man  erhält  nach  der  Ausführung  der  Division  und  dem 
Zusaomienziehen  der  gleich  hohen  Potenzen  von  z  als  Quotienten 
eine  ganze  rationale  algebraische  Function  (n — 1)^*'^  Grades  von  z. 
Daher  lässt  sich  f{z),  nunmehr  so  darstellen: 

/•(z)  =  (z-S^).{z''-»+b„_,Z»-*+b._3Z»-»  +  ...  +  b,.Z*  +  bJ. 

Gemäss  dem,  was  oben  bewiesen  ist,  muss  die  Klammer  für  irgend 
einen  Werth  C  von  z  verschwinden  und  durch  (z  —  CJ)  ohne  Rest 
theilbar  sein.     Daher  kann  man  f(z)  auch  so  darstellen: 

/•(z)=(z-S,)(z-g,).{z-*+c„_3Z»-»+c„_,z»-^+...+c^z'+cj. 

Und  wenn  man  auf  diese  Weise  zu  schliessen  fortfährt,  so  gelangt 
man  schliesslich  zu  dem  Ausdruck: 

/■(z)  =  (z-g^)(z-S,)(z-g...(z-S„_,)(z-g._,).{z»+pJ. 

Schreibt  man  endlich  noch  .( —  £^)  für  p^ ,  so  kann  man  das  Re- 
sultat in  folgender  Weise  aussprechen: 


Lehrsatz. 

Jede  ganze  rationale  algebraische  Function  n*®*^  Grades 

(1)  /•(z)  =  z«+a„_.z-'  +  a^_X-*  +  -..  +  a,z*+a^z'  + 

lässt  sich  in  n  Factoren  ersten  Grades  von  der  Form 
(z  — £)  zerlegen,  d.  i.  auf  die  Gestalt 

(2)  /•(z)  =  (z-£^).(z-g.(z-g...(z-S^) 

bringen,  wo  die  S  eben  so  wenig  von  z  abhängen,  wie  die  a. 

Man  spricht  dies  auch  so  aus: 

Jede    algebraische   Gleichung   n^^^    Grades    besitzt   n 
reelle  oder  complexe  Wurzeln. 

Man  will  aber  damit  nicht  gesagt  haben,  dass  die  Gleichung 

m = 0 

durch  n  von  einander  verschiedene  Werthe  C,  T,  ...,  C  erfüllt 
werde,  sondern  ebenfalls  nur  anzeigen,  dass  die  Function  f{z) 
verschwindet,  sobald  es  irgend  einer  unter  den  n  Factoren  des 
Ausdrucks  (2)  thut. 


\ 
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Auch  ist  es  klar,  dass  die  Transformation  des  Aus- 
drucks (1)  in  die  Form  (2)  nur  auf  eine  Welse  möglich 
ist.  Denn  wiederholt  man  die  Zeiiallung  von  (1)  in  Factoren 
und  tri£ft  dahei  zuerst  anstatt  des  Factors  (z—.^)  einen  andern 
(z  —  g'  ),  so  besitzt  das  Endresultat 

(3)  /•(z)  =  (2-S',)-(z-g',).(z-Q...(z-Q 

nothwendig  für  jedes  beliebige  z  denselben  Werth  wie  der  Aus- 
druck (2),  verschwindet  also  auch  für  jedes  z  =  g,  was  es  nicht 
thun  könnte,  wenn  nicht  jedes  g^  unter  den  g'^  vorkäme;  und 
umgekehrt. 

Daher  kann  die  Gleichung  f(z)  =  0  nicht  noch  andere 
als  die  n  Wurzeln  g^,  g  ,  Ss»  •••'  Sn  haben;  da  die  Ausdrücke 
(1)  und  (2)  zugleich  verscb¥rinden  müssen. 

§  78. 
Mehrfache  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung. 

Kommen  in  dem  Producte  (2)  des  vorigen  §  gleiche  Factoren 
vor,  so  ist  die  Function 

(l)/-(z)  =  z"+a„_,z"-'  +  a„_^z»-*  +  ---  +  a,z»-faz'  +  a 
identisch  mit 


*, 


*w,    ^  .    ,10,    ,  .    ,  in_  ^  ^  m. 


(2)/'(z)  =  (z-g  '.(z-g^)  *.(z-53)  ^•••(z-Q  \ 

K  +  ™2  +  °^s  ") h  mk  =  n} . 

Mithin  kann  man,  wenn  irgend  eines  dieser  £^  durch  C  be- 
zeichnet wird, 

(3)  ^(z)  =  (z-g)"'-9'(z) 

schreiben,   wo   ^(z)   eine   algebraische   Function   (n  —  m)**'* 

Grades  bedeutet,  welche  für  z  =  g  nicht  verschwindet. 

Differentiirt  man  nun  die  Gleichung  (3)  nach  z,   so  erhält 
man  nach  und  nach: 

m  —1  m 

/■'(z)  =  m •  (z  —  Q      •9'(z)  +  (z— S)  -gp'Cz). 
/•"(z)  =  m(m  - 1) .  (z  -  g)""'.  9,(z)  +  2m  (z  -  q""'.  9)'(z) 

u.  s.  w.  +  (^  -  «"•  «'"(='> 
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/'"(z)=:r!{(-)(z_ö-'.^(z)  +  (,!^l)(z-Sr-'-^'.^J 


^^ 


.  /m\,       .-m  9)<"(z)l 


Daher  verschwinden  auch  f\z\  f'X^),  •••,  /^"~*^(z)  für  z  =  C, 
während  f^^\z)  den  nicht  verschwindenden  Werth  m !  g)  (g)  an- 
nimmt 

Entwickelt  man  aber  nach  dem  Taylorschen  Satze 

so  erkennt  man,  dass  umgekehrt 

/•(z)  =  (z-£).-—    -  +  (z-S)       •(^-  +  i)j+-- 

=  (z— g)"  9)(z) 

hervorgeht,  wenn  die  Grössen  /"(£)>  /^"(S)>  •  •  • »  /^        (S)  sämmtlich 
verschwinden,  f    (Q  aber  nicht  verschwindet 
Dies  giebt  den 

Lehrsatz  I. 

Ist  z  =  g  eine  m-fache  Wurzel  der  algebraischen  Glei- 
chung /*(z)  =  0,  so  ist  sie  auch  eine  Wurzel  der  Gleichungen 

r(z)=o,  r(z)=o.  r'(z)=o, ...,  /''-"(z)=o, 

jedoch  nicht  der  Gleichung  f    (z)  =  0.     Und  umgekehrt 
ist  jede  gemeinsame  Wurzel  der  Gleichungen 

/•(z)=o.  /'(2)=o,  r(z)=o,  r'(z)=o,  •••,  /•^■""%)=o 

eine  m-fache  Wurzel  der  ersten  unter  ihnen. 

Aus  diesem  Satze  folgt  u.  A.,  dass  jede  m-fache  Wurzel  der 
Gleichung  /'(z)  =  0  eine  (m — 1)- fache  Wurzel  der  Gleichung 
r(z)  =  0  ist,  und  dass  deshalb  /"(z)  die  Form 

(4).  f\7:)=^\i,z  -  s,)"'"'-(z-s,r*"'-.-  (z-  ?/""'!  •v'(''0 

Worpitzky,  Differontial-  ii.  Integralrechnunff.  23 
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hat,  iu  welcher  tp(z)  eine  ganze  rationale  algebraische  Function 
bedeutet,  welche  für  keine  Wurzel  der  Gleichung  f(z)^0  ver- 
schwindet. 

Mithin  ist  das  Product 

(5)  (z  -  g^ )"  - '.  (2  -  Q"*-  '•  •  •  (z  -  q"^-  =  G  (z) 

der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  der  Functionen  f{z)  und 
/"(z).  Man  kann  ihn  nach  der  bekannten  Methode  ermitteln, 
dass  man  mit  f\z)  in  f(z)  dividirt,  bis  eine  ganze  Function 
möglichst  niedrigen  Grades  von  z  als  Rest  übrig  bleibt,  dann  mit 
dem  Reste  die  Division  in  den  vorigen  Divisor  ausführt  und  in 
analoger  Weise  fortfährt,  bis  einmal  die  Division  aufgeht  Der- 
jenige Divisor,  bei  welchem  die  Division  aufgeht,  ist  G(z). 
Beachtet  man  schliesslich,  dass  nach  (2)  und  (5) 

^  =  (z-£^).(z-S^)...(z-y 

ist,  so  gelangt  man  zu  dem 

Lehrsatz  IL 

Dividirt  man  die  Function 


/•(z)=z"+a„_^  z-'+a^_,z-''+ •  ••  +  a,z*+a^z'+a 


0 


durch  diejenige  ganze  rationale  algebraische  Function 
G(z),  welche  ihr  grösster  gemeinschaftlicher  Divisor  mit 

/'(z)  =  nz»-'+(ii-l).a„_,z»-''+(n-2).a„_3Z»-'+... 

...  _^  2-a^z*-|- 1  •*! 

ist,  so  erhält  man  als  Quotienten  eine  ganze  rationale 
algebraischeFunction  von  derBeschaffenheit,dass  sämmt- 
liche  Wurzeln  der  Gleichung 

/(z)  =  0 
einfache  Wurzeln  von 

f'^-'\  =  0 

G(z) 
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sind.  —  Man  kann  daher  jede  Gleichung  mit  mehrfachen 
Wurzeln  auf  eine  solche  mit  denselben,  aber  einfachen 
Wurzeln  zurückführen. 

Als  Beispiel  mag  die  Function 

f(z)  =  z"—  7z*+  19z*— 25z'+  16z  —  4 
dienen.     Sie  giebt 

/•'(z)  =  5z*  — 28z*  +  57z'  — 50Z  +  16. 


Dividirt  man  hiermit  in  25 -/"(z),  so  erhält  man  den  Quotienten 
(5z — 7)  mit  dem  Reste  — 6-(z*— 4z*+5z  —  2);  und  der  ein- 
geklammerte Factor  des  letzteren  geht  in  f\z)  genau  (5  z  —  8) 
mal.  Mithin  ist,  da  es  hierbei  auf  constante  Factoren  nicht  an- 
kommt, 

G(z)  =  z*— 4z*+5z  — 2 

der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  von  f{z)  und  f\z)\  und  die 
Gleichung 

ist  diejenige,  welche  jede  Wurzel  der  Gleichung  f{z)  =  0  als  ein- 
fache Wurzel  hat.     Sie  ergiebt  gi=r-j-l,  gj^  =  -|-2,  und  daher 


m  m. 


f{z)  =  (z-\)  ^(z_2)' 


m  — 1  m.— 1 


G(z)  =  (z  — 1)  '    -(z  — 2)  ' 

Um  die  Exponenten  zu  finden,  kann  man  —  abgesehn  von 
andern  Methoden,  welche  in  unserm  besondern  Falle  sogar  be- 
quemer sein  mögen  —  unter  allen  Umständen  so  verfahren,  dass 
man  G(z)  vermittelst  des  Taylorschen  Satzes  nach  steigenden 
Potenzen  von  (z  —  g)  entwickelt.  Denkt  man  dabei  zuerst  an  die 
Wurzel  g^  =  +l  und  entwickelt 

G(z)  =  G(l)  +  (z-l)--^/U(z-l)'-^'^^^^^ 

so  hat  man: 

23* 


also: 
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G(z)  =  z'  — 4z*  +  5z— 2,        G(1)  =  0; 

G"(?)_3,_4  G"a)__i. 

G"'(z)_,,  «'"(')_,,. 

3!"  ~  +  ^'  3!     ~^   ' 

G(z)  =  -(z-l)*+(z-l/=(z-l)*(z-2)'; 

iDj  —  1  =  2 ,    m^  -  1  =  1 , 
mj=3,  Dij=2, 

/•(z)  =  (z-l)'.(z-2)*. 


§  79. 

Allgemeines  über  die  Auflösung  der  Gleichungen 

von  beliebig  hohem  Grade. 

« 

Wie  man  bei  den  Gleichungen  bis  zum  vierten  Grade  ein- 
schliesslich zu  verfahi'en  hat,  um  die  Wurzeln  als  Functionen  der 
Coefficienten  durch  geschlossene  Ausdrücke  darzustellen,  setzen 
wir  als  bekannt  voraus;  und  ebenso,  dass  die  Gleichungen  höherer 
Grade  eine  ähnliche  Lösung  mittelst  der  in  der  Analysis  gebräuch- 
lichen Functionen  im  Allgemeinen  nicht  zulassen. 

Eine  Ausnahme,  bei  welcher  es  auf  den  Grad  der  Gleichung 
nicht  ankommt,  sondern  nur  auf  deren  Form,  haben  wir  schon  in 
§  62  behandelt,  da  dort  in  der  Gleichung  (10)  festgestellt  wurde, 
dass  die  Wurzeln  der  „ binomischen '^  Gleichung 

z"  — A  =  0, 
wenn  man 

=  ae 
setzt,  sämmtlich  durch  die  Formel 

a,-        (a    .  ,    2jr\   ,   .    «/-    ./'«,,    2.T'', 
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dargestellt  werden,   sobald  man  für  k  eine  Reihe  von  n 
auf  einander  folgenden  ganzen  Zahlen  substituirt 

Auf  ähnliche  Auflösungen  in  besondern  Fällen  kommt  es 
uus  hier  nicht  an,  sondern  es  ist  unser  Zweck,  in  aller  Kürze 
anzuzeigen,  wie  sich  aus  den  vorangegangenen  Sätzen  auf  mannich- 
tache  Weise  sichere  Methoden  gewinnen  lassen,  um  die  Wurzeln 
jeder  algebraischen  Gleichung  einerseits  durch  analytisch  ge- 
schlossene Ausdrücke,  andrerseits  als  Grenzwerthe  darzustellen. 

Diese  Methoden  setzen  theil weise  voraus,  dass  man  die 
Wurzeln  vorher  „von  einander  getrennt",  sie  einzeln  „ein- 
gehegt'%  d.  i.  dass  man  sich  ein  ungefähres  Bild  von  der  Lage 
der  Wurzeln  in  der  z- Fläche  erworben  habe;  und  es  ist  ein- 
leuchtend, dass  hierin  schon  an  und  für  sich  ein  Gewinn  liegt  — 
auch  abgesehn  von  der  etwaigen  Verwendung  bei  der  Auflösung 
der  Gleichungen. 

Wir  wollen  deshalb  einige  Sätze  über  diesen  Gegenstand 
vorausschicken. 

Es  sei  T  ein  beliebig  gewählter  Theil  der  z-Fläche,  in  welchem 
die  gegebene  Function  F(z)  überall  endlich  bestimmt,  eindeutig 
und  monogen  ist:  mit  Ausnahme  einzelner  Punkte  S,,  £^,  S  ,  .  .  ., 
in  denen  die  Function  F(z)  hiervon  abweicht 

Dann  wird  der  Werth  des  längs  der  Begrenzung  von  T  ge- 
nommenen Randintegrals  nach  §  71  nicht  geändert,  wenn  man  die 
Gestalt   des  von 

A  bis  A  herum  ^ 

führenden  Inte- 
grationsweges in 
der  Weise  ändert, 
dass  er  die  ein- 
zelnen Punkte  — 
etwainKreisform 
—  imischliesst 
und  nach  jedem 
dieser  Kreise  von 
A  aus  hin  und  auf  demselben  Wege  wieder  bis  A  zurückgeht. 

Nun  ist  aber  wegen  der  Eindeutigkeit  der  Function  F  (z)  der 
Werth  von/F(z)dz  längs  des  von  A  bis  zum  Kreise  hinführen- 
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den  Weges  demjenigen  längs  des  Rückweges  mit  entgegengesetztem 
Vorzeichen  gleich;  denn  die  zu  demselben  z  gehörenden  Elemente 
der  beiden  Theilintegrale  unterscheiden  sidi  bloss  durch  das  Vor- 
zeichen von  dz. 

Mithin  heben  sich  diese  beiden  Theilintegrale  auf,  und  es 
bleiben  nur  die  Integrale  längs  der  einzelnen  Kreise  übrig. 

Es  gilt  demnach  der 


Lehrsatz  L 

Das  Randintegral  ^^(z) dz  um  einen  solchen  Theil 
T  der  z-Fläche,  in  welchem  die  Function  F(z)  generell 
endlich  bestimmt,  eindeutig  und  monogen  ist,  ist  gleich 
der  Summe  der  Randintegrale  um  beliebig  kleine  Theile 
von  T,  in  denen  die  singulären^)  Punkte  von  F(z)  ein- 
zeln liegen. 

Nun  sei  f{z)  eine  ganze  rationale  algebraische  Function, 
welche  in  dem  Theile  T  der  z-Fläche  die  m  einfachen  Wurzeln 
^1'  ^2'  ^3'  •••'  ^m  ^ßsitzt,  und  es  werde 

angenommen.  Dann  ist  F(z)  eine  innerhalb  T  generell  endlich 
bestimmte,  eindeutige  und  monogene  Function  mit  alleiniger  Aus- 
nahme der  Nullpunkte  C,  £.,  g  ,  ...,  g    von  /'(z),  in  welchen  F(z) 

^^  1  3f  o  "^ 

in  der  Weise  unendlich  wird,  dass  die  Grenzwerthe 
lim.  (z-S^)F(z),    lim.  (z-g,)F(z),  ...,   lim.  (z-^)¥{%) 

^=k  ^=Sj  2=5„ 

sämmtlicli  ^  -|-  ^  ^io^-     Entwickelt  man  nämlich  nach  Taylor: 

so  folgt)  weil  f(^)=.0  sein  und  f\Q  nicht  verschwinden  soll: 

^)  d.  i.  die  von  der  generell  bestehenden  Eigenschaft  abweichenden 
Punkte, 
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(z-Ö.F(z) 

=r(z):{r(e)+(z-o-J-+(2-s/-Q'^ +•••}' 

womit  unsere  Behauptung  erwiesen  ist. 

Setzt  man  aber  z — C  =  ve**^  und  nimmt  v  zum  Radius  eines 
beliebig  kleinen  Kreises  an,  so  ist  auf  diesem  wegen  des  con- 
stanten  Werthes  von  v: 

dz  =  i(z—QAg>, 

z  2ft 


FM^'='ß^-^^^^'^'^ 


m 

oder,  wenn  man  den  Radius  y  sich  der  Grenze  0  nähern  lässt^ 
nach  dem  Obigen: 

z  In 


fm ''='■/'•'''=''''■ 


Da  dasselbe  Resultat  bei  jedem  der  m  Punkte  g  ,  C  ,  C,  ...,  S 
gilt,  so  ergiebt  sich  der 


Lehrsatz  II. 

Besitzt  die  algebraische  Gleichung  f(z)  =  0  in  dem 
Gebiete  T  der  z-Fläche  nur  einfache  Wurzeln,  so  ist 
deren  Anzahl 

m  =  i5-  T-l    -77  >:  dz, 

das  Raudintegral  längs  der  Begrenzung  von  T  in  der 
Richtung  der  wachsenden  Winkel  genommen. 

—  Man  kann  daher  stets  bestimmen,  wie  viele  Wur- 
zeln einer  algebraischen  Gleichung  in  einem  beliebig 
ausgewählten  Theil  der  z-Fläche  liegen. 

Über  die  Hülfsmittel,  welche  man  bis  jetzt  besitzt,  um  dieses 
Kriterium  bei  analytischen  oder  numerischen  Rechnungen  mit 
einiger  Bequemlichkeit  zur  Einhegung  der  einzelnen  Wurzeln  zu 
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verwenden,  wollen  wir  uns  hier  nicht  verbreiten.    Es  genügt,  einen  * 
Weg  angedeutet   zu   haben,   auf  welchem  man  mittelst  Differen- 
tiation und  Integration  zum  Ziele  gelangen  kann. 

Dass  es  aber  auch  ganz  elementare  Anhaltepunkte  giebt,  um 
die  Wurzeln  in  begrenzte  Theile  der  z- Fläche  einzuschliessen, 
dafür  mag  noch  die  folgende  Betrachtung  als  Beleg  dienen. 

Bezeichnet  man  in  der  Gleichung 

z"+a^_,z'^-^  +  a^_3z"-'  +  ...  +  a^z^  +  a^=0 
oder 

n  18  n— 1 

z  =  —  a  —  a  z  —  a  z  —  •  •  •  —  a     ,  z 

0  1  i  n— 1 

die  Moduln  der  Coefficienten  a  ,  a  .  a.,  . . .   durch  A  .  A,,  A  ,  ... 
und  denjenigen  der  Wurzel  z  durch  v,  so  ergiebt  sich,  dass 

ist,   weil  der  Modul  einer  Summe  nicht  grösser  als  die  Summe 
der  Moduln  der  einzelnen  Summanden  sein  kann.  ^) 

Versteht  man  nun  unter  A  die  grösste  von  den  Zahlen  A^ 
A^,  ...,  A^_^,  so  ist  jedenfalls 

v"5A.(l  +  v  +  v'-h-- •  +  ▼""'). 
Sobald  also  v  >>  1  isf ,  muss  um  so  mehr 

v"<A.nv'*-\    v<nA 
sein. 

Substituirt  man  endlich  in  der  vorgelegten  Gleichung  —  für  z, 
so  folgt: 


z 

1 


n  1  n  — 1      „  n  — 2       2  i   „n -1 

z   = -z — 'Z, z, 

*  a  a        1        a        ^  a     ^ 

0  0  0  0 


und  dem  Obigen  analog: 


')  Aus  der  Gleichung 

fogt  nämlich: 

a'=-  b*+  c'+  2bc  cos  (ß—y)  =  (b  +  c)"—  4  bc  sin' ^^  . 
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—  A    /,   ,    1    ,    1    ,         ,      1    \ 


also  wenn  v  <;  1  ist: 

1        nA  A 

v^  A    '        ^nA 

0 

Dies  giebt  den 

Lehrsatz  IIL 

bezeichnet  man  in  der  Gleichung 

z+a     ,z       +a     „z       H ^-az+a^^=0 

den  Modul  von  a    durch  A    und  den  crössten  Modul  aller 

0  0*^ 

Cocffieienten  durch  A,  so  liegen  die  Moduln  sämmtlicher 
Wurzeln  zwischen  ^ 

nA  und  -v  • 

nA 

Hierdurch  ist  eine  ringförmige,  von  zwei  concentrischen  Krei- 
sen um  dajs  Centrum  z  =  0  herum  begrenzte  Fläche  bestimmt,  in 
der  alle  Wurzeln  der  Gleichung  liegen  müssen. 

Dass  eine  viel  engere  Begrenzung  des  Wurzelgebiets  vermit- 
telst subtilerer  Kriterien  möglich  ist,  versteht  sich  von  selbst;  und 
dies  wird  namentlich  dann  der  Fall  sein,  wenn  über  die  Coeffi- 
cienten  einschränkende  Voraussetzungen  gemacht  sind. 

Z.  B.  bedarf  keines  weitläufigen  Beweises  der 

Lehrsatz  IT. 

Sind  die  Coefficienten  der  Gleichung 

z"-j-a     ,z°""*H-a     «z'*~*H |-az*+a=0 

I        n— 1  '       u— 2  '  '       1  '       0 

sämmtlich  reell,  so  sind  sämmtliche  complexe  Wurzeln 
derselben  paarweise  in  der  Art  „conjugirt",  dass  gleich- 
zeitig mit  der  Wurzel 

z  =  x4-iy 
auch  die  Wurzel 

z  =  x  — iy 
existirt. 

Denn  jede  Gleichung,  in  welcher  i  vorkommt,  besteht  auch 

nach  d^r  Veränderung  des  Vorzeichens  von  i  zu  Recht  (§  60). 
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§  80. 

Darstellung  der  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen 

durch  Integrale. 

Ist  f(z)  =  0  eine  algebraische  Gleichung  n*«^  Grades,  welche 
nur  einfache  Wurzeln  besitzt  —  und  auf  eine  solche  lässt  sich 
nach  §  78  jede  algebraische  Gleichung  zurückführen  —  so  kann 
man,  wie  im  vorigen  §  angezeigt  ist,  jede  einzelne  dieser  Wurzehi 
in  ein  Gebiet  der  z-Fläche  einhegen,  ohne  dass  man  die  Wurzel 
selbst  kennt. 

Es  sei  T  ein  Gebiet  der  z-Fläche,  in  welchem  nur  die  Wurzel 
z  =  ^  liegt.     Bildet  man  nun  das  Randintegral 


•'>  j 


^  dz        2jci 


um  T  herum  in  der  Richtung  der  wachsenden  Winkel  —  was  eine 
zur  Bestimmung  von  G  völlig  definirte  Operation  ist  und  C  als 
alleinige  Function  der  Coefficienten  von 

ergiebt  —  so  lässt  sich  über  C  zweierlei  aussagen: 
Erstens  ist 

wenn  man  aus  der  Function  f(z)  den  Factor  (z  —  g)  aussondert  und 

/  (z)  =  (z  -  0  9»  (z) 

setzt.  Denn  zieht  man  in  dem  Integral  (1)  den  Integrationsweg 
in  einen  Kreis  mit  beliebig  kleinem  Radius  v  zusammen  —  wiu^ 
nach  §  71  geschehn  darf  —  setzt  also  bei  constautem  v 

z  —  g^^rve**^,     dz^(z  —  Q-idg?, 
so  hat  man 

C      ./   nz)-  J      f{z)      -    1  <p{z)       ^^qJ  <p{z)     y.Q 

0  =  9»  (5). 
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Zweitens  folgt  aus 

/•(z)  =  (z  -  g)  g^  (z) 
durch  Differentiation: 

mithin  wegen  der  Endlichkeit  von  ^'{z)  an  der  Stelle  z  =  g: 

f\0  =  «P  (S)  -  c. 

Daher  ist  z  =  g  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung 

f\z)  -  C  =  0; 

oder  m.  a.  W.:   es  ist  (z  —  g)  auch  ein  Theiler  von  [/'(z)  —  C]. 
Dies  giebt  den 

Lehrsatz. 

Ist  eine  einfache  Wurzel  z  =  g  der  Gleichung 

/•(z)  =  z»+a„_,z-'  +  a„_,z"-^+.-.  +  a^z*+a,  =  0 

in  einem  Theil  T  der  z-PMäche   eingehegt,   so   bestimme 

man  um  T  herum  in  der  Richtung  der  wachsenden  Winkel 

das  Integral 

dz   2jci 


j 


und  endlich  den  gemeinsamen  Theiler  G(z)  der  Functionen 
/*(z)  und  [f'(z)  —  C].  Dieser  ist  =(z  —  g)  oder  wenigstens 
gleich  dem  Product  aus  (z  —  Q  und  ähnlich  gebildeten 
Factoren,  welche  nur  für  Wurzeln  der  Gleichung  f(z)  =  0 
verschwinden. 

Damit  ist  die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichung 

/•(z)  =  0 

—  d.  i.  die  Darstellung  ihrer  Wurzeln  g  als  Functionen  der  Coeffi- 

cienten  a^^^,  \_2^  ...,  a  ,  a    —  entweder  zu  Stande  gebracht 

oder  wenigstens  auf  die  Auflösung  von  Gleichungen   niedrigeren 

Grades 

G(z)  =  0  oder  /"(z)  — C  =  0 

zurückgeführt,  welche  dieselbe  Behandlungsweise  zulassen,  so  dass 
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man  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Operationen  zum  Ziele  ge- 
langen muss.  ^) 

Diese  Auflösungsmethode  verlangt  die  Auswerthuug  eines 
Integrals,  welches  sich  im  Allgemeinen  nicht  durch  hekanute  Func- 
tionen oder  bei  numerischer  Rechnung  nur  approximativ  durch 
bestimmte  Zahlen  darstellen  lässt.  Indessen  gereicht  dies  der 
Methode  nicht  zum  Vorwurf,  da  es  sich  schon  mit  den  Wm-zeln 
der  Gleichungen  niedrigster  Grade  nicht  anders  verhält  Denn 
wenn  man  beispielsweise  sagt,  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  z* — 4z  +  2  =  0  seien  z  =  2  +  y2,  so  ist  y^2  ebenfalls 
nichts  als  ein  Zeichen  für  eine  Operation,  welche  numerisch  nur 
approximativ  ausgeführt  werden  kann. 

Jedoch  sind  die  Methoden  der  approximativen  Integration 
nicht  so  ausgebildet,  wie  diejenigen  der  gemeinen  Rechnungsarten; 
und  deshalb  gelangt  man  vermittelst  mancher  Näberungsmethoden, 
welche  sich  nur  auf  die  letzteren  stützen,  schneller  bis  zu  einem 
vorherbestimmten  Grade  der  Genauigkeit. 


§  81. 
Die  Wurzel  als  Grenzwerth  bei  recurrirender  Substitution. 

Wir  beschränken  uns  hier  nicht  auf  algebraische  Gleichmigeii, 
weil  die  Methode  keine  Eigenschaft  anspricht,  welche  bloss  diesen 
zukäme,  und  verzichten  der  Kürze  wegen  auf  die  anderwärts  dtir- 
gestellte  allgemeinere  Fassung. 

Eine  aufzulösende  Gleichung  sei  irgendwie  auf  die  Form 

(1)  z=m 

gebracht;  z  sei  eine  Wurzel  der  Gleichung,  z    ein  Näherungswcrtb 
und 

ein  zweiter. 

.  Aus  (2)  folgt: 


*)  Cauchy    giebt    die    für    die    Rechnung    weniger    bequeme    Formel 
2  7ri.?=  /"-/\-^  dz  an. 
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n 

z 


n 


(3)  z„^,-z=//"'(u).du  =  (z„-z).8„, 

wo  Modul  und  Argument  von  s^  Mittelwerthe  zwischen  den  Moduln 
mid  den  Argumenten  sind,  welche  f\\x)  auf  dem  Integrationswege 
von  z  bis  z    annimmt. 

n 

Ist  /"(u)  auf  dem  graden  Wege  von  u  =  z  bis  u  =  z^  überall 
mit  einem  die  Eins  nicht  erreichenden  Modul  behaftet,  so  ist 
daher  auch  mod-Sj^<<l,  und  es  liegt  z^  nach  (3)  näher  an  z, 
als  z^.  Dagegen  findet  das  Umgekehrte  statt,  falls  auf  jenem 
Wege  mod  •  /*'(u)  >  1  ist. 

Multiplicirt  man  alle  Gleichungen  mit  einander,  welche  aus 
(3),  d.  i.  aus 

-"-tl ^  8 

z  — z  ^ 

n 

durch  die  Substitution  von  1,  2,  3,  ...,  n  für  n  hervorgehn,  so 
ergiebt  sich: 

m  — n 


ra  =  l 


Hieraus  folgt  der 


Lehrsatz  L 


Hat  man  eine  aufzulösende  Gleichung  auf  solche  Art 
in  die  Form 

(1)  z  =  /-(z) 

gebracht,  dass  der  Modul  der  Function  /"(u)  im  Felde 
eines  Kreises  vom  Radius  mod-(z  — z)  um  z  herum  überall 
<1  ist,  so  giebt  die  recurrirende  Substitution 

stets  die  Wurzel  z  als 

(5)  z  =  lim  •  z   .  , . 

n=oo 
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Zusatz  L 

Ist  die  Wurzel  z  reell,  so  braucht  man  das  Verhalten 
von  f\\i)  für  complexe  Werthe  des  u  nicht  zu  berücksich- 
tigen, falls  man  für  z  eine  reelle  Zahl  setzt,  und  ist 
/"(u)  ausserdem  von  u  =  z  bis  u  +  z  positiv,  so  kommt  es 
nur  darauf  an,  dass  /*'(u)  auf  diesem  reellen  Wege  <C1  ist 

Zusatz  IL 

Nimmt  man  anstatt  der  Recursionsformel  (2)  die  fol- 
gende: 

f(z)  —  z  'f'(z  ) 

SO  kommt  es  nur  darauf  an,  dass  der  Ausdruck 

den  oben  für  /"(u)  aufgestellten  Bedingungen  genügt 
—  Denn  setzt  man 

/•(u)  — uHz) 

SO  gilt  die  Gleichung 

z  =  F(z) 

gleichzeitig  mit  der  aufzulösenden  Gleichung 

z  =  /-(z). 

Beispiele. 

I.    In  der  Astronomie  spielt  die  Gleichung 

z  =  fi~\-ssinz^    (e<C\) 

zwischen  der  wahren  und   der   excentrischen  Anomalie    und  der 

Excentricität  eine  Rolle.     Gauss  beweist  in  seiner  „Theoria  motus" 

auf  anderm  Wege,   dass  man  die  Unbekannte  z  stets  durch  die 

Recursionsformel 

z   .,==//  4-  e  sin  z 

n+l         ~     •  n 

als  Grenzwerth  finden  kann. 
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Bedeutend  schneller  wirkt  nach  dem  Obigen  die  Recursions- 
formel  (6),  welche  in  diesem  Falle  lautet: 

u-\-  s  (sin  z  —  z  cos  z  ) 

"+*  1  —  f  COSZ 

n 

denn  der  Ausdruck  (7)  geht  üb^r  in: 

z  — u       z  4"^ 
€(co8u-oo8z)        2e8in-iL__  sin^-- 


1  —  t  cos  z  l  —  s  cos  z 

n  n 


—  9 


welcher  bei  dem  geringen  Werthe  von  e  schnell  sehr  klein  wird. 
IL    Soll  die  zwischen  1  und  2  liegende  Wurzel  der  Gleichung 

z'+28z*=480 

numerisch  berechnet  werden  (das  Gausssche  Beispiel  in  der  Ab- 
handlung über  die  trinomischen  Gleichungen  vom  Jahre  1849), 
so  schreibe  man  dieselbe  in  der  Form 

4 


480 

-3  =  /-(z) 


28  +  z" 

und  rechne  mit  dem  Ausgangswerthe  z  =  2  nach  der  Formel  (6), 
welche  hier  die  Form 

anninmit.     Es  ergiebt  sich: 

z^  =  1,9231 ;     z^  =  1,9228841 . 

Der    letzte  Werth  z     ist  bereits   in  allen  8  Ziffern  richtig,   wie 
man   aus  dem  Vergleich  mit  dem  Gaussschen  Resultat  ersehn  kann. 
Um  aber  selbständig  über  den  Fehler  des  Näherungswerthes 
zu   urtheilen,  wenden  wir  uns  an  die  Gleichung  (3): 


s 
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Aus  ihr  folgt: 

(9)  z„^,  — z  =  — (z  ^,— z  )-T-^' 

^    '  n+l  >•  n  +  1  n'     \ g 

n 

Kommt  es  nur  auf  die  Beurtheilung  des  Mascimalwerthes  an, 
welchen  der  Fehler  (z^.j  —  z)  annehmen  kann,  so  ergiebt  sich 
aus  (9)  sofort: 

Lehrsatz  IL 

Der  Modul  des  Fehlers  (z^.i  —  z)  ist  kleiner  als 

mod  •  (z   . ,  —  z  ) 


n+1  n'     \ p 

falls  man  unter  p  den  grössten  Modul  versteht,  welchen 
bei   der  Recursionsformel  (2)   der  Werth   von   /*'(u),  bei 

/•'(u)  _  /"(z  J 

der  Recursionsformel  (6)  aber  der  Werth  von  —:, -^r, — r^ 

^  1  — /^(zj 

auf  dem   gradlinigen    Werthe   zwischen   n  =  z^  und  u=z 

annehmen  kann. 

In  Bezug   auf  unser   numerisches  Beispiel  II   bedeutet  dies, 

dass  der  Fehler  von  z  <;  0, 000  000  005  ausgefallen  sein  würde, 

wenn  man  bei  ihm  z    auf  9  Decimalstellen  berechnet  hätte;  denn 

s 

es  ergiebt  die  numerische  Substitution,  dass  zwischen  z    und  z^ 

p<abs.-,^^,V-\^  =  0, 000  0206..- 
ist,  während  z   —  z  =  0, 000  24  •  •  •  hervorgeht. 


§  82. 

Bestimmung  der  Wurzeln  durch  den  Convergenzkreis 

der  Taylorschen  Reihe. 

Die  Function 
(1)      /*(z)  =  z"  +  a„-i  z"" '  +  a^_2  z"~^  -\ ^-  a^  z*  +  a^  , 

bei  welcher  a    als  von  Null  vorschieden  vorausgesetzt  wird,  ge- 
stattet die  Entwickelung  ihres  reciprokea  Werthes  nach  steigenden 
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ganzen   Potenzen   von   z   im  Felde   eines  um  z  herum  liegenden 
Ivreises  (§  72),  so  lange  mod-z  den  Modul  der  kleinsten  Wurzel 
der  Gleichung  f(z)  =  0  nicht  erreicht. 
Es  ist: 


(2) 


h\=\  +  \''  +  \^'-^\''+-' 


m 


wo  die  Coefßcieuten  b  successive  aus  der  Relation 

bestimmt  werden  können.     Dies  giebt,  weil  die  Coefficienten  von 
z  für  sich  verschwinden  müssen: 

1  =  a^  •  b  , 

0  0  ' 

0  =  a  -b   +a  -b  5 

1  0     '       0        1  ' 

/tt\  0  =  a^'b  -f-a  «b   +a  «b  , 

0  =  a.  -b   +a-b   +a-b   +a'b   , 

3        0'2l'l         2'0        8' 
U.   S.  Vf. 

0  =  a-b+a      -b+a    ., -b^H 4-a-b- 

r       0     '       «"—1        1     '       r— 2        2     '  •       0        ' 

Die  letzte  Gleichung  in  (3)  gilt  für  jedes  r  >  0 ,  falls  a^  =  1  und 
a^    ^  =  0  genommen  wird. 

Eliminirt  man  aus  den  für  die  b  aufgestellten  Gleichungen 
alle  b  bis  auf  b^,  so  erhält  man  nach  den  Elementen  der  Deter- 
minantentheorie:  ^) 


*)  Für  ansem  Zweck  genügt  das  Folgende  aus  dieser  Theorie. 
Man  bezeichnet  die  Differenz  zweier  Producte: 


^l,r'i2,2-"l,2-«2.1  = 


»^1,1'    "2,1 
*H,2»    **2,2 


oder  unter  Weglassung  der  Kommata: 


(«). 


"ll  •   "22  —  ^^12   •    "21  = 


°11        "21 
"l2        "22 


Ferner  wird  die  Bezei<ihnung  nach  Massgabe  der  Recursionsformel 

VVorpitzky,   Differontial-  u.  Integralrechnung.  24 
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(4) 


(-l)'<+'.b,= 


a. 


a. 


a. 


a. 


a      a 


a 


a      a    ,  a    » 

r  r— 1     r— 2 


a 


Daher  lassen  sich  die  Coefficieiiten  b^  der  Entwickelung  (2)  von 
t;-^  ohne  sonderliche  Schwierigkeit  aus  den  C!oefficienten  der 
Gleichung  f(z)  =  0  berechnen. 


W- 


«11  "21  "31- ••"rl 
"l2  "22  "32  *  •  •  "r2 
"l3    "23    "33  •  •  *  "r3 


"ir   "2r   "3r 


U 


rr 


=  U 


11 


«22 

«32  •  •  •  "r2 

• 

"23 

• 

«88  •  •  •  "r3 

•                 ■        •       •                 • 

—  »12  • 

"2r 

«3r    ■  •  "rr 

"21   "31-  •  •  "rl 
"23  "32  ■  •  •  "r2 


"2r  "3r 


U 


rr 


+ 


+  (-1)'      '•« 


ir 


n 


21 


u 


82 


U 


31 


U 


U 


32 


rl 


*r2 


"2(r-l)  "3(r-l)  ■••"r(r-li 


verallgemeinert.  Sie  giebt  als  das  Bildungsgesetz  der  Determinanten 
höherer  Ordnung  an,  dass  man  die  „Elemente**  Ujj,  Ujgt  11^3,  ..-iQir 
der  ersten  Columne  der  Reihe  nach  je  mit  derjenigen  Determi- 
nante multiplicirt,  welche  nach  Wegstreichung  der  Zeile  des 
Elements  und  der  ersten  Columne  übrig  bleibt,  und  schliesslich 
die  Producte  mit  abwechselnden  Vorzeichen  summirt 

Da  mithin  jede  Determinante  durch  die  Relation  (ß)  auf  Determinanteo 
der  zunächst  niedrigeren  Ordnung  zurückgeführt  ist,  so  liegt  es  nahe,  di^ 
jenigen  Eigenschaften  der  Determinanten,  welche  von  den  Analysten  &1I* 
mählich  aufgefunden  sind,  durch  den  Schluss  von  r  auf  (r  +  1)  zu  prüfen. 

Die  folgenden  Sätze  sind  nach  (a)  richtig  für  die  Determinanten 
zweiter  Ordnung.  Die  Relation  (ß)  zeigt,  dass  sie  Gültigkeit  behalten, 
wenn  man  diejenige  Ordnung,  für  welche  sie  gelten,  um  1  erhöht.  Hitbio 
gelten  sie  allgemein. 


—     371     — 


Ist  die  letztere  von  Hause  aus  so  beschaffen,  oder  hat  man 
sie  aus   einer  Gleichung  F  (z  )  =  0   vermittelst   einer   geeigneten 

I.  Man  darf  in  jeder  Determinante  die  Zeilen  ihrer  Nummer 
nach  mit  den  Golumnen  vertausclien.  —  Dabei  bleibt  die  von  links 
oben  nach  rechts  unten  herabgehende  Diagonale  angeändert.  Man  nennt 
sie  die  „Hauptdiagonalc'*. 

IL  Vertauscht  man  eine  Columne  oder  Zeile  mit  einer  be- 
nachbarten, so  ändert  die  Determinante  ihr  Vorzeichen. 

III.  Sind  zwei  Golumnen  oder  zwei  Zeilen  gleich,  so  ist  die 
Determinante  =0. 

IV.  Soll  eine  Determinante  mit  einer  Zahl  multiplicirt  oder 
dividirt  werden,  so  darf  man  anstatt  dessen  eine  beliebige  Co- 
Inmne  oder  Zeile  mit  der  Zahl  multipliciren,  beziehungsweise 
dividiren. 

V.  Jede  Determinante  behält  ihren  Werth,  wenn  man  eine 
mit  irgend  welcher  Zahl  multiplicirte  Zeile  oder  Columne  zu 
einer  andern  addirt. 

Femer  ergiebt  sich  aus  der  Formel  (ß)  und  den  letzten  Sätzen  sofort: 

VI.  Jede  Determinante,  in  welcher  eine  Columne  oder  Zeile 
ans  Nullen  besteht,  ist  =0. 

VII.  Jede  Determinante,  in  welcher  auf  einer  Seite  der 
Hanptdiagonale  lauter  Nullen  stehn,  ist  gleich  dem  Product 
der  Elemente  dieser  Diagonale. 

Die  Determinanten  sind  u.  A.  sehr  wichtig  für  die  Auflösung  der  Glei- 
chungen ersten  Grades.    Sollen  beispielsweise  die  simultanen  Gleichungen 

ax  +  by  +  cz  =^  d, 
(/).  .  I      ax  +  /?y  +  yz  =  (y, 

ax  +  ^y  +  cz  =  b 

aufgelöst  werden,  so  ergiebt  sich: 

ax  +  by  +  cz,  b,  c 

ax  +  ßy+yz,  ß,  y 
ax  +  by  +  cz,  b,  c 

a,  ax  +  by  +  cz,  c 
a,  ax  +  /9y  +  yz,  y 
a,  ax  +  by  +  cz,   c 

a,  b,  ax  +  by  +  cz 
a,  ß,  ax-\-ßy-\-yz 
a,  b,  ax  +  by  H-  cz 

Diese  drei  Gleichungen  ergeben  die  unbekannten  x,  y,  z  als  Brüche, 

welche  denselben  Nenner 

a,   b,  c 

«»  /^»  y, 
a,   b,  c  i 

24* 


1  a,  b,  c 

a»  ßfY 

•  X  — 

a,   b,  c 

a,  b,  c 

a»  ßf  7 

.y« 

a,  b,   c 

a,  b,  c 

«.  ß^  y 

•  z  = 

a,  b,  c 

ax,  b,  c 
ax,  ß,  y 

ax,  b,  c 

a,  by,  c 

a»  ßj^  Y 
a,  by,  c 

a,  b,  cz 
a,  ß,  yz 
a,  b,  cz 


d, 

b, 

c 

rf, 

ß^ 

y 

t). 

b. 

c 

a, 

d, 

c 

a» 

^y 

y 

a, 

t), 

c 

a. 

b. 

d 

a» 

ß. 

6 

a, 

b. 

b 
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Substitution  z  =(z  +  «)  —  welche  immer  möglich  ist  —  sich  so 
hergerichtet,  dass  derjenige  Kreis,  welcher  um  z  =  0  herum  durch 
den  nächsten  Nullpunkt  z  =  g  von  /  (z)  gezogen  ist,  keinen  zweiten 
Nullpunkt  trifft  öder  in  seinem  Felde  besitzt,  so  kann  man  nach  §  77 

(5)  /•(z)  =  (z-£)"'.9,(z) 

setzen,  wo  ^(z)  eine  ganze  rationale  Function  von  z  bedeutet, 
welche  in  diesem  Kreise  und  Bireisfelde  endlich  bestimmt,  ein- 
deutig, inonogen  und  von  Null  verschieden  ist. 


haben,  während  die  Zähler  Determinanten  sind,  welche  aus  der  letzteren 
hervorgehn,  wenn  man  in  ihr  aus  den  aufzulösenden  Gleichungen  (y)  die 
rechten  Seiten  für  die  Coefficienten  der  gesuchten  Unbekannten  x  oder  y 
oder  z  substituirt. 

Die  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  {y)  hängt  daher  davon  ab,  ob  die 
zuletzt  geschriebene  Determinante  von  Null  verschieden  ist,  oder  nicht. 

In  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie  sind  die  Gleichungen  [y)  die 
Gleichungen  dreier  Ebenen,  die  gemeinsamen  Wurzeln  die  Coordinaten  des 
Schnittpunktes  ihrer  Kanten.  Ist  unsere  letzte  Determinante  =0,  so  smd 
die  drei  Kanten  parallel  oder  identisch. 

In  der  obigen  Gleichung  (4),  welche  die  Unbekannte  b^.  durch  die  Co- 
efficienten a  der  Gleichung  (1)  ausdrückt,  reducirte  sich  die  Determinante, 
mit  welcher  b^  zu  multipliciron  ist,  auf  die  aus  blossen  a^j  bestehende  Haupt- 
diagonale nach  Satz  VII.  Wo  in  (4)  auf  der  rechten  Seite  Elemente  fehlen. 
sind  die  Lücken  durch  Nullen  auszufüllen. 

—  Zum  näheren  Studium  der  Theorie  der  Determinanten  sind  die 
Lehrbücher  über  diesen  Gegenstand  von  Brioschi,  von  Baltzer  und  von 
Mansion  zu  empfehlen.  Wir  können  hier  auf  die  ausserordentlich  frucht- 
baren Eigenschaften  der  Determinanten  nicht  näher  eingehn.  Wegen  der 
späteren  Verwendung  notiren  wir  aber  noch  die  Gleichung: 


((J). 


a,    b,    c 

*i»  bj,  Cj 

• 

*2»    "2'    ^2 

^2 '    y2  >    ^2 


ax  +  by  +  cz,  a  x^-f  b  yj  + c  Zj,  axg  +  byg-fczg 
»iX  +  b^y  +  c^z ,  a^Xj  +  b^yj -f  c^z^ ,  a^Xg  +^^2+  ^iH 
»2*  +  ^27  +  «2^ »    ^2X1  +  bgy^  +  CgZj ,    agXg  +  \y^  +  C2Z2 

Sie  ist  bloss  ein  besonderer  Fall  eines  viel  allgemeineren  Satzes.  Um  sich 
von  ihrer  Geltung  zu  überzeugen,  kann  man  entweder  den  Weg  einschlagen, 
dass  man  beide  Seiten  nach  ihrer  Auflösung  in  eine  Summe  von  Producten 
mit  einander  vergleicht  —  was  hier  am  meisten  auf  der  Hand  liegt  —  oder 
die  rechte  Seite  in  mehrere  Determinanten  so  zerfällt,  dass  die  eine  von 
den  Determinanten  der  linken  Seite  als  gemeinschaftlicher  Factor  verbleibt. 
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Folglich  lässt  sich  die  reciproke  Function 

(jP  (z)        ^  '  ^ 

noch  über  dieses  Kreisfeld  hinaus  nach  aufsteigenden  Potenzen 
von  z  entwickeln  und  ist  im  Felde  ihrer  Entwickelbarkeit  nebst 
ihren  sämmtlichen  Deriyirten  endlich  und  bestimmt. 

Dififerentürt  man  aber  die  aus  (5)  folgende  Gleichung 

unter  Anwendung  des  Leibnitzschen  Satzes  (§  31)  r  mal  nach  z, 

setzt  hinterher  z  =  0  und  berücksichtigt,  dass  nach  (2)  | 

ist,  so  folgt: 

b,=(-")(-a— '•»(0)+(rL"5)(-s)-"-*'-'';'"'+- 

(6)  ir:^L_ .  b 

"f'W-1-m_|_j._j    fe     ij    -t-^+r— 1  m  +  r— 2  ^      2!    ^ 

r  r-1  1    ,,tp^'\0) 

m  +  r — 1  m+r  — 2      m  r! 

Wächst  r  unendlich,  so  nähert  sich  die  rechte  Seite  der 
letzten  Gleichung  dem  Grenzwerthe  tp(S).  Denn  nach  den  obigen 
Ermittelungen  über  tp(z)  ist  die  Entwickelung 


/r.^  ,      »pTO)  ,     «V^  (0)    ,     3  V^  (0)  . 
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für  z  =  g  noch  unbedingt  convergent,  und  die  Glieder  dieser 
Reihe  sind  die  Grenzwerthe  der  Glieder  in  (6),  denen  jene  sich 
mit  wachsendem  Modul  nähern. 

Folglich  kann  man  die  Gleichung  (6)  auch  so  schreiben: 


(7) 


(-£) 


m  +  r 


( 


—  m 
r 


•b,  =  Tp(£)  — £,, 


wo  e^  eine  Grösse  bedeutet,  welche  bei  unendlich  wachsendem  r 
dem  Grenzwerthe  Null  zustrebt,  und  durch  die  convergente  Reibe 


r+m— 1   ^      1!    "•" 


1  — 


r— 1 


r-}-m — 1  r+m — 2. 


.8 


2! 


+ 


1 : 


r— 1 


r-2    1    .str_(0) 


r-j-m — 1  r+m — 2  r+m — 3. 

dargestellt  ist. 

Erhöht  man  in  (7)  den  Index  r  um  1,  so  ergiebt  sich  durch 
Division  in  (7): 


( 


— m 
r  +  l. 


— m\    b 


c-ö(T) 


r+l 


y  (5)  -  ^ 

^  (S)  -  e. 


+1 


(8) 


s- 


r+m 
r+l  'b 


r+l 


1+-^ —    i 


Daher  gilt,  weil  tf?{Q  von  Null  verschieden  ist,  der 


Lehrsatz. 

Die    dem    absoluten    Betrage    nach    kleinste   Wurzel 
z=:g  der  algebraischen  Gleichung 

fi^)  =  %  +  »1  z'  +  aj,  z^  H h  a^^j  z"~'  +  z"" 


lässt  sich  aus  der  Formel 
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(9) 


S=lim 


T^oo     r+l 


—  a^  •  lim-  -.  — 

r  =  cx>     r+l 


berechnen,  wo  b^  durch  die  Formel  (4)  bestimmt  ist,  und 


(10) 


r 


a 


a^ 


2 


a. 


a. 


a 


a. 


a 


a 


a      a    ,  a    a 

r  r— 1     r— 2 


a. 


bedeutet.  —  Besitzt  die  Gleichung  f(z)  =  0  mehr  als  eine 
Wurzel  mit  demselben  kleinsten  Modul,  so  ist  die  Re- 
lation (9)  nicht  erwiesen. 

Die  genauere  Untersuchung  zeigt  in  der  That,  dass  die 
Gleichung  (9)  nur  dann  gilt,  wenn  die  übrigen  Wurzeln,  welche 
etwa  denselben  kleinsten  Modul  wie  g  haben,  mit  geringerer  Ord- 
nung, d.  i.  in  geringerem  Grade  der  Vielfachheit  auftreten. 

Sind  zwei  kleinste  Wurzeln  g  von  höchster  Ordnung,  z.  B. 
zwei  conjugirte  Wurzeln  einer  reellen  Gleichung,  vorhanden,  so 
ergeben  sich  diese  aus  den  b^  vermittelst  einer  quadratischen 
Gleichung 

(b;^- -  Va  Vi)  •  £'  -  { V2  Vi-  b.-f3  b, )  •  5  +  (b^^  ~  b,^,  \)=0 

desto  genauer,  je  grösser  r  wird. 

Sind  m  kleinste  Wurzeln  von  gleicher  und  höchster  Ordnung 
vorhanden,  so  existirt  für  sie  eine  Gleichung  m*®*^  Grades  zwischen 
den  b^.  (VergL  zur  Feststellung  der  Einzelheiten  die  Abhandlung 
vom  Jahre  1870.) 

Man  kann  aber,  wie  schon  weiter  oben  ausgeführt  ist,  es 
stets  durch  eine  lineare  Substitution  für  die  Unbekannte  z  dahin 
bringen,  dass  die  aufzulösende  Gleichung  f(z)  =  0  nur  eine 
Wurzel  mit  kleinstem  Modul  besitzt,  und  jede  beliebige  Wurzel 
zur  kleinsten  machen. 

Auch  ist  diese  Methode  nicht  auf  algebraische  Gleichungen 
bescliränkt. 
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Als  Beispiel  mag  die  Gleichung 

/•(z)  =  l— z  — z^=0 

dienen,  welche  augenscheinlich  eine  reelle  positive  Wurzel  zwischen 
0  und  1   besitzt,   während   die  beiden  andern  complex  conjugirt 
sind  und  —  weil  das  Product  der  drei  Wurzeln  =  +  1   ist   — 
einen  die  1  überschreitenden  Modul  haben. 
Bei  ihr  ist: 

a=+l,  a=  —  1,  a^=0,  a„= — 1,  a,=a^=a^=a„=---  =  0. 

0''l  '»  's  '4567 

Die  Recursionsformel  (3)  gestaltet  sich  daher  so: 

b  =b     ,  +  b     „; 

r  r  —  1    '        r  — 3' 

und  es  ergiebt  sich  nach  dieser: 

b^  =  l,  b^=l,  b^=l,  \  =  2,  b^  =  3,  b^  =  4,  b^  =  6,  b^  =  9, 
b3  =  13,  b^  =  19,  b^,  =  28,  b^,  =  41,  b^,  =  60,  b^3  =  88, 
b^^=129,  b^,=:189,  b^,=277,  b^^=406,  b^3=595,  b^,=  872, 

b^^=1278,    b^^  =  1873,  ... 

Näherungswerthe 

r 

der  kleinsten  Wurzel  unserer  Gleichung  sind  daher: 

_  28  _  41  _  15  _   88  _  43 

''u— 4r'    ■^""60"'    *i8~22'    ^*— 129"'    ^6~  63  ' 

_  189^  _  277  _^8  _59^  _436 

*^i8— 277  '  ^17—  406"'  "^18— "85"'    ^id"  ^72  '    *»o~  639  ' 

1278 

w     —  —  - —  »  •  •  • 

21       1873 

Die  Annäherung  an  die  gesuchte  Wurzel  geht  hier  —  abge- 
sehn  von  der  mühelosen  Berechnung  der  b  —  nicht  besonders 
schnell  von  statten,  weil  die  beiden  andern  Wurzeln  für  diesen 
Zweck  ungünstig  liegen.  Man  kann  sich  die  Rechnung  aber  noch 
bedeutend  erleichtern  auf  dem  Wege  der  näheren  Untersuchung 
der  Ausdrücke  (3)  oder  (10).  Das  würde  hier  jedoch  zu  weit 
führen.     Es  mögen  daher  nur  ein  paar  Formeln 
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b^,=3b+b    .,  b^,=  9b+6b     ,+  b     ,„,  b^,=2b+b    , 

r+S  r    '       r  — 6'      r4-6  r    '  r— 5    '       r  — 10'       r+8  r    •       r—l 

Platz  finden,  welche  sich  leicht  aus  b  =  b     ,  +  b     _  ableiten  und 

'  r  r  — 1    '        r— 3 

för  die  allgemeine  Gleichung  dritten  Grades  erweitern  lassen.  Aus 
der  letzten  von  ihnen  folgt  u.  A.,  ohne  dass  ein  b  berechnet  zu 
sein  braucht: 

1  1^    ,  11/- 
=2-w      -I — ^'-— '>2w      ,w      -w      <r    >C<:'-V2=0,707•.. 
r+2                                     r+l 


Wir  schliessen  hiermit  unsere  Betrachtungen  über  die  Glei- 
chungen. Es  kam  uns  weniger  darauf  an,  mit  Auflösungsmethoden 
bekannt  zu  macheu,  welche  bei  der  numerischen  Rechnung  eine 
möglichst  schnelle  Annäherung  geben  —  denn  das  würde  in  den 
Rahmen  dieses  Buches  weder  dem  Zwecke  noch  dem  Räume  nach 
hineinpassen  —  sondern  diejenigen  wichtigsten  Eigenschaften  der 
Gleichungen  zu  lehren,  welche  man  zu  Zwecken  der  DiflFerential- 
uiid  Integralrechnung  kennen  muss,  und  dabei  diejenigen  allge- 
meinen Auflösungsmethoden  anzuzeigen,  welche  die  Wurzeln  ver- 
mittelst bestimmter  Formeln  ergeben,  also  Proben-  und 
Zwischenerwägungen  während  der  Rechnung  unnöthig  machen. 

In  letztgedachter  Hinsicht  dürfte  das  Obige  mit  ziemlicher 
Vollständigkeit  den  Umfang  der  bisher  auf  diesem  Gebiet  gewon- 
nenen allgemeinen  Resultate  übersehn  lassen.  Andere  Näherungs- 
methoden, welche  mehr  oder  weniger  häufig  wiederholte 
Zwischenproben  erheischen,  sind  in  ausserordentlich  grosser 
Anzahl  bekannt  und  durch  die  besten  Namen  vertreten:  Newton, 
Fourier,  Sturm,  Gauss  u.  s.  w.;  sie  befriedigen  zum  Theil  über 
Erwarten  die  zu  stellenden  Ansprüche  und  gehören  zu  den  glän- 
zendsten Bethätigungen  des  Scharfsinnes  auf  mathematischem  Ge- 
biet, weshalb  ihr  Studium  wohl  zu  empfehlen  ist. 
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Capitel  XIIL 

Grenzwerthe  der  Functionen  an  den  Stellen  willkür- 
licher und  sinnloser  Substitutionswerthe.  ZerfäUung 
in    Partialbrüche    und    Integration    der    rationalen 

Functionen. 

§  83. 

Grenzwerthe  der  Functionen  an  den  Stellen  willkürlicher 
und  unbestimmter  Substitutionswerthe. 

Von  denjenigen  Zeichen,  iwelche  unter  die  Kategorie  der 
Zahlen  aufgenommen  sind,  fügt  sich  einzig  und  allein  die  Null 
nicht  allen  formalen  Rechengesetzen,  sondern  sie  erfordert  in 
manchen  Fällen  eine  gesonderte  Betrachtung.     (Vgl.  §  60.) 

Daher  kommt  es  vor,  dass  bei  der  Substitution  irgend  eines 
bestimmten  Werthes  z  =  £  Bestandtheile  der  Function  f{z)  ver- 
schwinden, welche  nach  der  Natur  der  mit  ihnen  vorzunehmenden 
Rechenoperation  nicht  =0  sein  dürfen,  wenn  das  Ergebniss  von 
jeder  Willkür  frei  sein  oder  andernfalls  auch  nur  einen  angebbaren 
Sinn  haben  soll. 

Man  kann  die  Frage  aufwerfen,  ob  die  Function  /(z)  sich  bei 
der  Annäherung  von  z  an  S  überhaupt  einem  Grenzwerthe  nähert, 
und  welcher  dies  sei,  d.  h.  die  Frage  nach  der  Existenz  und  dem 
Werthe  von  lim  •  f(z).  —  Wir  haben  schon  in  §  1  einige  Beispiele 

hierfür  beigebracht,  nämlich 

m=^^  und  y(^)-      ^     .  ■ 

a  +  b 

Von  denen  macht  das  erste  f(z)  für  z  =  g  zu  einer  völlig  will- 
kürlichen Zahl,  während  f(z)  jür  jedes  von  g  verschiedene  z  den 
Werth  + 1  besitzt  und  auch  lim  •  f(z)  =  + 1  ergiebt    Im  zweiten 

hat  q)(z)  für  z  =  g  überhaupt  keinen  Sinn  und  bei  der  Annähe- 
rung von  z  an  ^  je  nach  der  Art  der  Annäherung  verschiedene 
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Grenz werthe  oder  auch  keinen  Grenzwerth;  denn  bezeichnet  man 

z  — 5=ve*^,  80  folgt  schon  bei  einem  positiven  b  und  verschie- 
denen constaiftten  Werthen  von  <p  aus 

-1 


9,(S+ye"")  =  . 


a4-  e 


tb  .  cos  9} 

V 


(cos 


2b -sin 9)       .     .    Zb-singp 


i'Sin 


die  ganze  Fülle  der  angedeuteten  Mannichfaltigkeiten. 

Die   Hauptformen,    welche    wir    zu   betrachten   haben,    sind 
folgende: 


L 

Verschwinden  Zähler  und  Nenner  des  Quotienten 


für  denselben  Werth  z  =^  g,  so  ist: 


m= 


<p{z)  —  <p{C)      9)(z)-9)(£)   rp(z)  — v>(?) 


VCz)— VCS) 


z-S 


z-S 


Dies  giebt  nacb  dem  Begriff  der  Derivirten: 

lim./-(z)  =  liin/^('>  =  ?'/^^, 

falls  der  Quotient  der  Derivirten  einen  völlig  bestimmten  Werth  hat. 

Ist  das  Letztere  nicht  der  Fall,  lassen  sich  die  Functionen 

^(z)    und    ^(z)    aber    vermittelst    des   Taylorschen   Satzes   nach 

ganzen  Potenzen  von  (z  —  g)  entwickeln,  so  mögen  9?^"\£)  und 
^^{^  diejenigen  Derivirten  von  niedrigster  Ordnung  sein,  welche 
nicht  verschwinden.     Dann  ist  nach  §  36,  (1)  und  §  38,  (5): 


y(z)  =  -:r7--9'^"\z-Ö(2-C))> 


mi 


mithin; 


tp(z)  =  ^ -  ?)- . ^''■"(z -\{,z- $)) ; 
n  • 
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Die  Argumente  der  Functionen  im  letzten  Ausdruck  nähern  sich 
zugleich  mit  z  dem  Grenzwerthe  £,  weshalb 

lim./-(z)  =  — .--^.lim.(z-£) 
z=0  "^-    ^    (S)    z^g 

hervorgeht,  was  für  m  =  n  von  Null  verschieden,  für  m  ^  n  aber 
=  0  oder  =cx)  ist 

Hieraus  ergiebt  sich  der 


Lehrsatz  I. 

Giebt  es  in  der  Reihe  der  Functionen 

9?(z),  q!(7),  <p\^),  9>'"(z)>  ••• 
und  auch  in  der  Reihe  der  Functionen 

tp(z),  rp\z),  y)'Xz),  tp"'(z),  ... 
je  eine  erste,  welche  für  z  =  g  nicht  verschwindet,  so  ist 

lim.-?^=lim.^''^,   ^ 

so  lange  ^^'''\Q  =  0  und  auch  tp^'-'\Q  =  0  ist. 
Z.  B.  ergiebt  sich: 

,.       1  —  cosz       ,.  +sinz  ,.  cosz  1 

lim  • : =  lim  •  — —  ' =  lim  •  -^ ; —  = ;;  • 

Q    zsmz  Qsmz  +  zcosz        q  z-cosz — zsmz       ^ 


Wachsen  Zähler  und  Nenner  des  Quotienten 

bei  der  Annäherung  von  z  an  g  unendlich,  so  kann  man  ii^^ 
dadurch  auf  den  Fall  I  zurückführen,  dass  man 
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Bclireibt.     Dann  muss,  indem  man  hier  Zähler  und  Nenner  diffe- 
rentiirt, 

sein;  woraus 

lim  .  f(z)  =  lim  .  ^l-\ 

folgt. 

Gegen  diese  Deduction   lässt  sich  u.  a.  einwenden,   dass  sie 

nur  berechtigt  sei,  wenn  die  Functionen  —/  -   und  — ,  .-  den  Sub- 

(p{z)  ip  (z) 

stitutionswerth  0  für  z=5  haben,  und  wenn  die  Existenz  eines 
endHchen   von  Null   verschiedenen   Grenzwerthes   lim-     — /  -    von 

vorne  herein  bekannt  ist,  während   doch  umgekehrt  hierauf  erst 
aus  dem  Werthe  lim-  -,-  -:   geschlossen  und  auch  weder  0  noch 

-»  als  Grenzwerth  ausgeschlossen  werden  soll. 

Um  diese  Bedenken  auf  ihr  richtiges  Maass  zurückzuführen, 
geben  wir  die  folgende  einfachere  Ableitung: 

Der  Quotient 

z 

/9)'(z)dz 

^  (z)     i! 


j  %p'  (z)  d  z 

a 

erlangt  für  lim-z=^,  mag  g  endlich  oder  unendlich  sein,  nach 
§  50  oder  §  49  denselben  Grenzwerth,  wie 

wenn  ip'(z)  bei  der  Annäherung  von  z  an  5  nicht  unzählbar  oft 
im  Wachsen  und  Abnehmen  wechselt  und 
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lim.  ?;^ 

tp  (z) 


einen  bestimmten  Werth  besitzt. 
Dies  giebt  den 


Lehrsatz  ü. 

Der  Grenzwerth  eines  Quotienten,  dessen  Zähler  und 
Nenner  bei  der  Annäherung  von  z  an  g  unendlich  wachsen, 
ist  gleich  dem  Grenzwerth  des  Quotienten  der  Derivirten 
von  Zähler  und  Nenner,  falls  diese  Derivirten  hierbei 
nicht  unzählbar  oft  im  Wachsen  und  Abnehmen  wechseln. 
—  Er  lässt  sich  also  formal  nach  derselben  Methode 
finden,  als  wenn  Zähler  und  Nenner  sich  der  Null  nähern. 

Z.  B.  erhält  man: 

Zz  z~^ 

lim  '  ztz=  lim  •  —^  =  lim  •  — r-^^  =  lim  •  ( —  z)  =  0. 

z=0  z=Oz         z=0  — z  z=0 


III. 

Da  aus  der  Gleichung 

f(z)  =  q)(z) 

durch  Logarithmirung  die  Gleichung 

t<p(z) 


lf{z)=^{z)^lq>{z)  = 


.— 1 


Cv(z)] 

entsteht,  und  im  letzten  Ausdruck  die  Derivirte  des  Zählers,  durch 
die  Derivirte  des  Nenners  dividirt,  den  Ausdruck 


-1  .,  .    _     ,   _« 


(p{z) '  [g>  (z)]      ^  __  ^'(z) .  [f  (z)] 

ergiebt,  welcher  sich  nach  I  und  II  auf  seinen  Grenzwerth  prüfen 
lässt,  so  folgt: 
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Sind  Grundfactor  und  Exponent  einer  Potenz 

bei  der  Annäherung  an  z  =  g  gleichzeitig  unendlich  klein, 
oder  die  eine  von  diesen  Zahlen  unendlich  gross  und 
die  andere  unendlich  klein,  oder  ^(z)  unendlich  gross 
bei  lim-9D(z)  =  l,  so  suche  man  den  Grenzwerth  des  Ex- 
ponenten von  e  in 

/•(z)=re'^^'^-'^^'\ 

welcher  nach  II  mit  dem  Grenzwerthe  von 

jp' (z) '  (p  {z) 
identisch  ist. 

Ist  beispielsweise 

/•(z)  =  z^*"=e""'*', 

so  folgt  für  lim-z  =  0: 

V  .  n  T  2z  ,.  tT  ^  ,.  sin  z* 
lim  ■  sm  z  Zz  =  hm  • —^=  hm  •  ^^^ — =  —  hm  • 

z— 0  z=üsinz         z=0  — sinz     cosz  z=0^^®^ 

,.        sinz             -.       2sinzcosz      ^ 
=  —  hm  • =  —  Imi  • =  0 , 

z=0     ^  z=0         ^    . 

Km./-(z)  =  e^=l. 
z=0 


IV. 

Wachsen  in  einer  Differenz  der  Minuend  und  der 
Subtrahend  gleichzeitig  lünendlich,  so  bringe  man  die 
Differenz  in  die  Form  eines  Bruches  und  verfahre  nach 
I  oder  IL 

Ist  beispielsweise 

/'(z)  =  -^  — cotz*, 
z 


80  kann  man  f(z)  iu  die  Form 
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t  i  i 

.,  .       Sin  z  —  z  cosz 

fv^  = i-. — » — 

z  sin  z 

bringen  und  diesen  Bruch  nach  1  behandehi. 
Thut  man  dies,  so  ergiebt  sich: 

lim-  f{z)  =  ^- 
z=0  ^ 


§  84. 

Zerlegung  der  gebrochenen  rationalen  Functionen  in  eine 
ganze  und  eine  echt  gebrochene  Function. 

Sind  9)(z)  und  tp(z)  ganze  rationale  algebraische  Functionen 
gleich  hohen  oder  verschieden  hohen  Grades  von  z,  so  heisst  der 

Bruch 

9)(z) 


(1)  /^(z)  = 


tp(z) 


eine  gebrochene  rationale  Function  von  z,  und  zwar  echt 
gebrochen,  falls  der  Grad  des  Zählers  denjenigen  des  Nenners 
nicht  erreicht,  unecht  im  entgegengesetzten  Fall. 

Jede  unecht  gebrochene  Function  lässt  sich  als 
Summe  einer  ganzen  Function  und  einer  echt  ge- 
brochenen Function  mit  gleichlautendem  Nenner 
darstellen. 

Denn  man  braucht  nur  mit  tp(z)  in  9)(z)  so  weit  auszudivi- 
diren,  als  zum  Quotienten  noch  Glieder  mit  positiven  Potenzen 
von  z  (inclusive  z^)  hinzukommen  —  wodurch  die  ganze  Function 
gewonnen  ist  ' —  und  dann  den  Bruch  aus  dem  letzten  Rest  und 
dem  Divisor  hinzuzufügen  —  was  die  echt  gebrochene  Function 
giebt. 

Um  sich  die  unbequemen  Operationen  der  Division  zu  ersparen, 
kann  man  das  folgende  Verfahren  einschlagen: 
Soll  der  gegebene  Bruch 

z°  +  a     ,z"~'H ha  z'  +  a 

I        n— 1  '  '        1  '       0 

in  die  Form 


—    385    — 


(2)  /•(Z)=:c/-f  C,_^Z'-'  +  ...-+  C^Z*+  C^ 

z-+a,_^z— +  a,_,z-'-f..-  +  a^z*  +  ao 


+  -n 


gebracht  werden,  so  müssen  die  Constanten  c  und  b  so  bestimmt 
werden,  dass  fiir  jedes  z  die  Relation  gilt: 

A^^X+'+A  ^     ,z"+'-'+ hA  z'+A 

+  b._y-'  +  b._,z"-''+...+b„. 

Multiplicirt  man  aus  mid  setzt  die  Coefficienten  gleich  hoher 
Potenzen  vmi  z  auf  beiden  Seiten  gleich,  so  ergeben  sich  die 
Unbekannten  c  und  b  successive  aus  den  Gleichungen: 

(^^     =c, 

A„^.,^2=  a^_,.  c^+  a„_j .  c^_.^  +  c,__,, 

u.  s.  w. 
A„.,    =a  c +a^c    ,  +  a.c    x-\ l-c  , 

(3){  A         =ac+ac    ,+a  c    «-| —  l-a    ,c +c  , 

V   /  I         n  0   »   '       1    n— 1    '      2    n— 2    '  '       n— 1   i    '      o 

A     ,    =       •      ac     .  +  a  c    „H \-sl    „c,+a     ,c +b     ,, 

n  — 1  0    n — A    '      1    n— 2    '  '      n— 2  i    '       n— 1  o    '       n— 1' 

A     o    =  a^c    „H \-SL    ,c  +a    „c       +b    « 

n  — 2  0    n— 2    "  '       n— 3  i    '       n— 2   o  '        n— 2> 

u.  s.  w. 

Und  es  zeigt  die  Form  dieser  Gleichungen,  dass  die  Coefficionten 
c ,  c    ,,...,  c  ,  c  ;  b     ,,  b     ^,  ...,  b  ,  b    in  der  hier  angeführ- 

r      r— 1'  '      l'      0  n  — 1'       n  —  2'  10  ° 

ten  Folge  unzweideutig  bestimmt  werden.  —  Dabei  ist  es  selbst- 
verständlich, dass  c    für  n>r  den  Werth  Null  erfordert. 

Wurpitsky,   Differential-  u.  latogralroeknuDg.  25 
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Ist  beispielsweise 

/•(z)  = 


z»_6z*+llz  — 6 


80  lauten  unsere  Gleichungen  (3): 

1=  V 

0  =  -    6c^+      c,. 

0=-     6c^+ UCg—    6Cj+      c^, 
0=  -    6c,+  llc,-    6c^+      c^; 

0=  -    6c,+  llc^-   6c,+  b,, 

0=  -    6c^+llc^         +b^, 

0=  —    Üc  4-b. 

Daher  ist: 

\=+^'    %  =  +  ^'    Cj^+25,    Cj  =  +  90,    c,=  +  301; 
b=  +  966,    b=  — 2771,    b  =  +  1806. 

2  '  1  0  ' 

Man  hat  also: 

z' 


z'  —  6z  -j-  11z  —  6 

*  .  r  3  ,   or;  2  ,  Q^     .   QA1    1  966z«- 2771z +1806 

=  z  +6z  4-25z  +  90z +  301  +  — ^ ^ 

z'^—ez^+Uz  — 6 

Das8  in  diesen  Entwickelungen  dem  Coefficienten  der  höch- 
sten Potenz  des  Nenners  y)(z)  der  Werth  1  gegeben  ist,  thut  der 
Allgemeinheit  der  Entwickelung  offenbar  keinen  Abbruch,  da  man 

den  Brach     Vv-  vorher  durch  ihn  heben  kann. 
tp(z) 

Wir  brauchen  uns  daher  im  Folgenden  nur  mit  echt  ge- 
brochenen Functionen  zu  befassen  —  wie  es  geschehn  wird. 
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§  85. 

Zerlegung  der  echt  gebrochenen  Functionen 

in  Partialbrüche. 

Es  sei  wieder,  wie  im  vorigen  §, 

« 
wo  9)(z)  uud  tp{z)   ganze  rationale  Functionen  von  z  bedeuten. 

Wir  setzen  aber  jetzt  für  g)(z)  einen  niedrigeren  Grad  voraus  als 

für  tp(z)  und  nehmen  an,   dass  z  =  g  eine  m- fache  Wurzel  der 

Gleichung  ^(z)  =  0  sei,  dass  sich  also 

(^)  v>  (z) = (z  ~  S)™-  e  (z) 

darstellen  lasse,  indem  m  eine  ganze  positive,  6(g)  eine  von  Null 
verschiedene  Zahl  bedeutet.  Und  zwar  ist  6  (z)  eine  ganze  Func- 
tion (n  —  m)*®"  Grades,  wenn  tp(z)  den  Grad  n  hat. 

Substituirt    man   aus   (2)   in   (1)   und   erweitert   den   Bruch 
rechter  Hand  mit  6(g),  so  ergiebt  sich  als  identisch: 

f  (,)  _      e  (g)  y  (z)      _  y(g)0(z)  +  [9  (g)  y  (z)  ~  y  (g)  e  (z)] 

(z-g)"6(g)0(z)  (z  -  gfe  (g)  6  (z) 


_  gD(g):e(g)__^  [e (g) gp (z) - 9) (g) e (z)] : e (g) 


na  '  .  .  m. 


(z-g)     .  (z-s)  e(z) 

Der  Zähler  des  zweiten  Bruchs  in  dieser  Gleichung  ist  seiner 
Bildungsweise  nach  eine  ganze  Function  von  höchstens  (n  —  l)*®" 
Grade,  weil  er  keine  höhere  Potenz  von  z  enthalten  kann  als  q)  (z) 
und  0(z).     Ausserdem  verschwindet  die  Function 

e  (g)  •  ?P  (z)  -  ?p  (S)  •  6  (z) 

für  z=:g  und  ist  daher  durch  (z  —  g)  ohne  Rest  theilbar. 
Bezeichnen  wir 

y(g)  _  ^(m) 

'o(g)-'   ' 

[6(g).y(z)^y(g).e(g)]:6(g)_y(z)-c^">.e(z)^^ 

z-g  z-g         ^1^  ^; 

so  ist  also  9  (z)  eine  ganze  Function  von  höchstens  (m — 2)*®"  Grade. 

25* 


(3)  J 
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Durch  Substitution  in  den  letzten  Ausdruck  von  f{z)  ergiebt 
sich  daher: 


c 


(m) 


(4)  m=-'^+ 


»»Jz) 


m     '      ,  .  ^m  — 1 


(z-g)         (z-0       .6(z) 

Nun  kann  man  die  echt  gebrochene  Function,  welche  hier  zuletzt 
geschrieben  ist,  in  ganz  analoger  Weise  behandeln,  wie  diejenige, 
aus  welcher  sie  hervorgegangen  ist,  und  desgleichen  jede  neue 
Function  derselben  Art,  auf  welche  man  dabei  stösst 

Mithin  muss  sich 

darstellen  lassen,  wo  der  letzte  Bruch  eine  echt  ge- 
brochene Function  von  z  ist,  und  die  Function  (n. —  m)*^" 
Grades  6(z)  für  z  =  $  nicht  verschwindet. 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  c  kann  man  den  in  (3) 
angegebenen  Weg  gehn. 

Man  gelangt  aber  leichter  zu  entwickelten  Formeln,  weim 
man  in  (5)  zunächst 

f(y\^^^^ ?(^)_ 

VMz)       (z_£f.e(z) 

einsetzt,  dann  mit  (z  —  £)  multiplicirt  und  die  so  erhaltene 
Gleichung 

f/)(z)  tm)  (m-l)  ui-2  2 

^~J)=^     +^         -(z  — S)  +  c       -(z  — £)+••• 

...  +  c  (z  — g)       +r_^.(z  — g) 

mit  der  Taylorschen  Entwickelung  der  linken  Seite  nach  steigen- 
den Potenzen  von  (z  —  g)  vergleicht. 

Dies  ergiebt,  weil  die  Taylorsche  Entwickelung  wegen  des  von 
Null  verschiedenen  Werthes  der  Grösse  0(g)  convergirt,  und  die 
CJoefficienten  der  gleich  hohen  Potenzen  links  und  rechts  überein- 
stimmen  müssen: 


(ö) 


(m  — r) 


o 
O 

1 

89 

" ,'  y (z)" 

'^  ■  "e  (z) 

r! 

dz' 

-iZ=(, 


und  es  ist  —  da  die  Functionen  <p(z)  und  6(z)  als  gegeben  ge- 
dacht werden  —  nur  noch  zu  fragen,  ob  sich  zur  Vereinfachung 
der  durch  (6)  angedeuteten  Rechniug  Hülfsmittei  darbieten. 

Dies  ist  aber  der  Fall. 

Denn  bezeichnet  man 

|-||  =  2(z),     <p(z)  =  Hiz).X(zy, 

so  erhält  man  durch  Differentiation  nach  dem  Leibnitzschen  Satz 
(§  31)  unter  Weglassung  des  Argumentes  z  nach  und  nach: 


62, 


ff 


21 


6" 


e'  X' 


\tf 


2!     ''^1!    1!^ 


21 


U.  8.  W. 


(r) 


9 

r! 


e 


(0 


i(r-l) 


X 


e 


(r-2) 


i" 


|(r) 


!        ^(r— D!    l!^(r  — 2)!    2!^       ^       r! 


(r-2) 


Für  z  =  £  geht  nach  (6)  -—in  c^°~'^ 


über,  — r-  aber,   wie 


r: 


man  sofort  durch  Differentiation  der  Gleichung  (2)  vermittelst  des 
Leibnitzschen  Satzes  erkennt,  in  ^ 


(m  +  r)! 


Mithin  kann  man,  indem 

9'\Q  _ 


(7) 


ri 

k(r) 


y       =%y      <P{i)  =  <P^y 


.(m  +  r) 


r!  (m  +  r)!       ^'»+ 


bezeichnet   wird,   die  Zähler  c'"    ^^  der   Partialbrüche  in 
(5)  successive  aus  den  Formeln 
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(8) 


^0  ^ 


(m) 


m 


.(m) 


fm-1) 


+  Vm 


Jm-2) 


9-;  -='p»+.-«^""+'p„ 

u.  s.  w. 

(m)   I      .  (m— 1)   I      .  (m— 2) 


-\ hV„-p' 


(11 


berechnen. 
Dies  giebt: 


(9) 


in 


9>o'P„ 


^1  ^ra-f-l   '^m 


V 


m 


»',V'„+,V'„+,_r-'P„+, 


—  j 


Behandelt  man  ferner  die  echt  gebrochene  Function  ~-V 

welche  in  (5)  noch  unzerlegt  übrig  blieb,  nach  derselben  Methode 
für  eine  andere  Wurzel  der  Gleichung  tp  (z)  =  0,  so  tritt,  weil  sie 
eine  gleich  hohe  Wurzel  der  Gleichung  0  (z)  =  0  ist,  einfach  6  (z) 
in  die  Rolle  von  tp  (z),  fi  (z)  in  diejenige  von  q)  (z).  Und  da  der 
Vorgang  sich  wiederholen  lässt,  so  lange  noch  echt  gebrochene 
Functionen  übrig  bleiben,  so  sieht  man  unmittelbar,  dass  das 
schliessliche  Zerlegungsresultat  das  folgende  ist: 


(10) 


„  (mi)  „  (mi— 0 


(1) 


/■(^)  =--—«..  + 7— -.-T^i^ +  ••• -^  z^rc 


(.-g-      (z-^) 


(1) 


c  ^""'^  c  ^'^'-'^ 

_1 ? [_  _     J. I L_« 


(z  -  £.)  (z  -  g,) 


+ 


'2 


k  ' 


Die  Zähler  der  Partialbrüche  in  dieser  Formel  wer- 
den sämmtlich  durch  die  Ausdrücke  (6)  bis  (9)  bestimmt, 
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wenn  man  iu  ihnen  das  g  der  Reihe  nach  durch  die  Zahlen 
Zj  C,  ...,  g^  ersetzt,  welche  in  der  Function 

vorkommen. 

Die  von  (6)  bis  (10)  dargestellten  Formeln  bieten  eine  sichere 
Methode  zur  Bestimmung  der  Coefficientcn  c^^'  dar  und  beweisen 
die  Zerlegungsfähigkeit  einer  jeden  echt  gebrochenen  Function  in 
lauter  Partialbrüche. 

Für  die  praktische  Rechnung  ist  es,  nachdem  durch  diese 
Formeln  die  Entwicklungsform  ausser  Frage  gestellt  ist,  häufig 
bequemer,  im  Sinne  der  Methode  der  unbestimmten  Coeffi- 
cienten  zu  verfahren,  A  i.:  die  Werthe  der  Coefficientcn  aus  der 
bekannten  Entwickelungsform  nachträglich  zu  bestimmen.  Und 
diese  Methode  bewährt  sich  namentlich  dann,  wenn  der  Nenner 
tp  (z)  jeden  Factor  (z  —  g)  nur  in  der  ersten  Potenz  enthält. 

Die  Gleichung  (10)  zeigt  nämlich  u.  A.,  dass 


gesetzt  werden  kann,  wenu  die  Factoruu  dos  Productes 

sämmtlich   unter   sich   verschieden    sind,   und   die   ganze 
Function  g>(z)  den  n^'^  Grad  nicht  erreicht. 

Will  man  nun  einen  Coefficientcn  c^  bestimmen  —  wir  neh- 
men ihn  als  Repräsentanten  der  übrigen  —  so  ist  nach  (11): 


(z-S^)9)(z) 


'^=—1^ ^'-^^^' 


C  C  c 


1  -  ip  (z) 


woraus 

,.         (z-S^)(p(z) 
c  =  lim  •  — 

z=£, 

d.  i.  nach  §  83,  I: 

folgt. 
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In  ähnlicher  Weise  kann  man  §  83,  I.  verwenden,  wenn  höhere 
Potenzen  von  (z — £)  in  ^(z)  vorkommen,  und  geniesst  dabei  den 
Vortheil,  sein  Gedächtniss  nicht  mit  Formeln  zu  beschweren. 

Als  erstes  Beispiel  diene  der  Ausdruck 

966z^— 2771z  4- 1806 
z  —  6z  +  11z  —  6 

welcher   in   §  84   als   echt  gebrochener  Bestandtheil   des   unecht 
gebrochenen  Ausdrucks  übrig  blieb. 
Da 

^(z)  =  z»_6z''+llz  — 6  =  (z— l).(z  — 2)r(z— 3) 

ist,  so  lässt  sich  entwickeln: 

966z^  — 2771z +1806  _    S      ■     S      ,      % 
z*__6z'+llz  — 6     ~z— l"^z— 2"'"z— 3' 

Nun  ist: 

tp'(z)  =  3z*  —  12z  +  11  =  (z— 2)  (z— 3)  +  (z— 1)  (z-3) 

+  (z— l)(z-2), 

^'(l)  =  +  2,    tp'(2)--l,       tp'(3)  =  +  2; 

9)(1)  =  +1,     9^(2)  =  + 128,  g) (3)  =  +  2187; 
mithin: 

966z'— 2771z +1806_  0,5        128        1093,5 


z» 


6z*  +  llz  — 6         z— 1       z— 2         z~3 


Um  auch  ein  Beispiel  zu  besprechen,  bei  welchem  tp  (z)  nicht 
nur  aus  verschiedenen  Factoren  besteht,  bestimmen  wir  die  Con- 
stanten der  Transformation 


4z*  +  4z  +  4      •      c^        ,     c^ 


c. 


+  :r^  +  -f 


z'— z'— z  +  1       (z— 1)'      z— 1      z+1 
deren  Möglichkeit  sich  nach  (10)  darauf  gründet,  dass 

^(z)  =  z*  — z*  — z  +  l  =  (z— l)*(z+l) 


ist. 


Multiplicirt  man  mit  (z — 1)    und  wendet  dann  die  Methode 


§  83,  I.  an,  so  erhält  man  ofiFenbar: 
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_,:^    (z-l)*(4z+4z+4) 


c  =  lim  • 


1  ^  3  2  II 

Z=rl  Z    —  Z     —  Z+1 


8  S 


=  lim.  ^(z-l)(4z  H-4z  +  4)  +  (z-l)  -(82  +  4) 
z — 1  3z   — 2z  —  1 

=  lim .  ?.(ll_+ 4^ +A+  4  (^ - 1^ (8H- 4)  +  (z- 1)!-_8  _  ß 
z=l  .  6^-2 

Dann  folgt  ferner: 
Cj  Cj,  4z*  +  4z  +  4  6  4z*- 2z  — 2 


2—1      z+1      z*  — z*  — z  +  1       (z— 1)*      z'  — z*  — z  +  1 

,.      (z— l)(4z*— 2z— 2) 
z=l      z  — z  — z  +  1 

=lim .  (4z'-2z-2)  +  (z-l)(8z-2) 
z_l  3z*  — 2z  — 1 

=  lün.-2-i«-^--?±-(^-lI-l=3.  ' 

z=l  62-2 


Endlich  ergiebt  sich: 


2 


c=iim.    (^±iH4^- +  ii_+J) 

»z=-l        z^'-z'-z  +  l 


=  lim.     (4z''  +  4z  +  4)  +  (z  +  l)(8z  +  4)_^ 

g — 1  3z^ — 2z  —  1 

Daher  ist: 

4z*  4- 4z  4- 4  6        ,3,1 


z  —  z  — 


+  --r  + 


+  1       (z_l)*      z-1      z  +  1 

Es  ist  hierbei  zu  bemerken,  dass  die  Rechnung  sich  bedeu- 
tend küiTser  gestaltet,  wenn  man  darauf  Acht  hat,  denjenigen 
Factor  im  Zähler,  welcher  nicht  verschwindet,  mit  seinem  Grenz- 
werthe  von  vorne  herein  auszusondern,  und  solche  Summanden 
wegzulassen,  welche  sich  schneller  der  Null  nähern  als  ein  anderer. 
In  dieser  ^eise  erhält  man  z.  B.: 
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i  ..     2  « 


..       (z-1)  (4z'+4z  +  4)       ^^  ,.      _(z-l) 

c  =  lim  •  ^ ^~^~Y      ~'~      — ^  =  12  •  lim  •    ^        ^ — - 

2=1        ^   — z   — z+1  z=12  — z — z-f-1 

=  12. lim.  -4^^  =  12. lim.  --^  =  124  =  6. 
z=l3z'— 2z--l  z^i6z— 2  2 

Noch  kürzer  freilich  wäre  das  Resultat  erworben,  wenn  man 

vor  der  Substitution  von  z  =  l  das  (z — 1)     im  Zähler,  gegen  den 

gleichnamigen  Factor  im  Nenner  z  — z  — z+l  =  (z — 1)  (z  +  l) 
gehoben  hätte.  Durch  dieses  Verfahren  wird  aber  die  Anwen- 
dung von  §  83,  I.  nicht  immer  überflüssig.  Denn  bei  c  würde 
aus  dem  ersten  Ausdruck  für  diese  Zahl  nui*  folgen: 

,.       4z*  — 2z  — 2 

Z=rl  Z     —1 

und  es  ist  nun  bequemer,  Zähler  und  Nenner  zu  difl'erentiireu,  als 
den  geraeinsamen  Factor  aufzusuchen  und  dann  mit  ihm  zu  heben. 

Schliesslich  soll  auch  die  folgende  Berechnungsmothode  nicht 
unerwäKnt  bleiben. 

Multiplicirt  man  nach  der  Feststellung  der  möglichen  5fer- 
legungsform 

4z'+4z  +  4^      c^  c^  c^ 

z=*->z*_z+l         (^_l)^'^Z^l'^Z  +  l 

mit  dem  Nenner 

z*  — z*  — z  +  l=(z  — l)\z  +  l), 
so  erhält  man: 

4z*+4.z  +  4  =  c^(z  +  l)  +  c/z'-l)  +  C3(z*-2z  +  l) 

=  (Cg+  c^)  z*  +  (Ci~  2  Cj)  z  +  (Ci—  c,  -f  &,). 

Da  nun  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  z  rechts 
und  links  gleich  gross  sein  müssen,  so  sind  c  ,  c  ,  c^  so  zu  be- 
stimmen, dass  sie  den  Gleichungen 

c   4-c„=4 
genügen.     Dies  giebt  wieder:  c  =6,  c  =3,  c  =  1. 


—    395     ^ 

§  86. 
Complex  conjugirte  PartialbrUche. 

Sind  die  Coefficienteu  des  Zählers  und  des  Nenners 
der  echt  gebrochenen  Function 

m  -  ^'^- 

sämmtlich  reell  —  und   solche  Fälle  kommen  häufig  zur  Be- 
handlung —  so  sind  erstens  die  Wurzeln  g  ,  ?  ,  . . . ,  C.  von 

,p(z)=:(z-?J°''.(z-g/'...(z-g/''  =  0 

nach  §  79,  IV.  entweder  sämmtlich  reell  oder  paarweise  complex 
conjugirt. 

Betrachtet  man  nun  den  Ausdruck  (9)  des  vorigen  §,  welcher 
die  Zähler  der  Partialbrüche  in  (10)  bestimmt,  d.  i.  den  Ausdruck 

80   ist  es  —  weil   ausser    den   Coefficienteu  von   ^(z)    auch  die- 
jenigen  von   9>(z)  reell  sind   —   ferner  klar,   dass    die  Zähler 

(m^  — r) 

c^  der  Partialbrüche  bei  jedem  reellen  Werthe  von 

5^  reell,  bei  je  zwei  conjugirt  complexen  Wurzeln  von 
ip(z)  =  0  aber  entweder  reell  und  gleich  oder  complex 
conjugirt  sind. 

—  Denn  die  rechte  Seite  von  (1)  setzt  sich,  wenn  g^  reell 
ist,  aus  lauter  reellen  Zahlen  zusammen  und  verwandelt  sich,  so- 
bald gj^=|-|-i?y  mit  dem  conjugirt  complexen  Werthe  g — ii] 
vertauscht  wird,  in  den  conjugirt  complexen  Ausdruck,  weil  das  i 
nur  in  ^  —  und  nicht  in  den  Coefficienteu  der  Functionen  9)^(z) 
und  ipy(z)  —  vorkommt.^) 

*)  Sind  die  Exponenten  nij^  =  1,  so  lautet  die  Formel  für  den  Partial- 
bnichzähler  nach  dem  vorigen  §  einfacher: 

Der  Schluss  aus  dieser  speciellen  einfacheren  Form  ist  nicht  einfacher  als 
deijeuige  aus  der  obigen  allgemeinen. 
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Dabei  bedarf  es  keiner  weiteren  Erörterung,  dass  die  beiden 
Exponenten  m^,  welche  zu  conjugirt  complexen  Wurzeln  gehören, 
nothwendig  gleich  sind. 

Nehmen  wir  nun  in  der  Entwickelung  (10)  des  vorigen  § 
zwei  Partialbrüche  zusammen,  welche  sich  nur  durch  das  Vor- 
zeichen von  i  unterscheiden,  so  ergeben  sie  sich  in  der  Form: 

p  +  iq      ,      p  — iq 


(z  — g  — i^)        (z  — g+i^) 
2p.{(z-g)'-(Q,^(z-grV--} 

_-2q.{(;)^(z-gr^-(y,^z-grV-j_ 

Diese  Summe  ist  durchaus  reell,  so  lange  z  reell  ist 

Man   kann   daher  jede   echt  gebrochene  Function, 
deren  Coefficienten  reell  sind,  so  in  eine  Summe  von 
Partialbrüchen    zerlegen,    dass   die-  Nenner   Potenzen 
von  Fu*nctionen  ersten  und  zweiten  Grades,  die  Zähler 
höchstens  von  halb  so  hohem  Grade,  sämmtliche  Con- 
stanten der  Entwickelung  aber  wieder  reell  sind. 
Wir   wollen   den   Gegenstand   in   dieser   Allgemeinheit  nicht 
weiter   verfolgen,    den   Fall    aber   an   zwei   besondem  Beispielen 
erläutern,  dass  alle  mj^=  1  sind. 

Dann  haben  die  einzelnen  reellen  Brüche  Nenner  vom  ersten 
oder  zweiten  Grade;  und  zwar  ergiebt  sich  für  die  letzteren: 

P+iq        I       P  —  iq      ^2p(z  — g)  — 2q^ 
z-g-i^        z-g-i^  (z-g/+iy* 

Beispiel  I. 

Um  die  echt  gebrochene  Function 

Z  — 1 

in  Partialbrüche  zu  zerlegen,  ist  zunächst  daran  zu  erinnern,  diiss 
z''— 1=0  ^^-ird  für 
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jede  von  diesen  Wurzeln  aber  nur  einmal  besitzt. 

Das   zugehörige   c^   in   der  Zerlegnngsformel  §  85,  (11)   ist, 
weil  wir  hier 

9,(z)=:z"~S    v^(z)  =  z°— 1,    ip'(z)  =  nz'^"' 
haben,  nach  §  85,  (12): 

(m— n)27r 

9>(Q     1  ^-.    1    ''•—»— 

*      ip'(£^)       n    \  n 

Mithin  ergiebt  sich: 


z— ' 


ik. 

e 

(m— n)2  7r 

z 

ik*"" 
e      » 

z- 

ik"" 

-e     " 

ik*" 
e     ' 

n  •  /*(z)  =  n =  ^ 


wo  für  k  irgend  welche  n  auf  einander  folgende  ganze  Zahlen  zu 
setzen  sind. 

Wir  dürfen  demnach  die  Werthe  von  k  so  wählen:  0;  +1,  — 1; 
+  2,  —2;  +3,  —3;  u.  s.  w.        ' 

Sondern  wir  zunächst  den  für  k=0  entstehenden  Summanden 

Y  ab,  und  nehmen  je  zwei  Summanden  zusammen,  bei  welchen 

k  denselben  absoluten  Werth  hat,  so  finden  wir  für  deren  Summe: 

.  .,  27rin                    2nm                  (     2jrm\      ^       /,    2^(m — IV 
+  ik.  -^—  -'^'-ir        2zcos(k )  — 2cos(k ^^ ^ 


+ 


z-e        ""        z-e        ^  z  -2zcos(^k.— j+1 

—  man  braucht  dazu  nur  die  identische  Gleichung 

e-^*^+e""=2cosx 

in  Erinnerung  zu  haben. 

Ist  n  eüie  grade  Zahl,  so  bleibt  hierbei  schliesslich  noch  ein 

einzelner  Summand  übrig,  dessen  k  =  ^  ist,  weshalb  er  den  Werth 

e^_(-l)" 


z  —  e 

annimmt. 


*''        z  +  1 
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Mithin  kann  man,  wenn  die  erste  von  den  beiden  gan- 
zen positiven  Zahlen  m  und  n  die  zweite  nicht  über- 
steigt, jederzeit 

m-i  1  2z -cos  k — 2cos  k ^^ 

z         1  '^  \        n    /  \  n        / 

z  — 2z-cos(k )~\~^ 

darstellen:  mit  der  Bedingung,  dass  bei  einem  graden  n 
auf  der  rechten  Seite  noch  der  Summand 


m 


(-1) 
Z+  l 

hinzugefügt  werde. 
Im  Besondem  ist  daher: 

^      ,^    ^    l         2zco8(2^)-2co8(^3^)^     1  2z+l 

2  2zcos-^ 2cosjr 


7—1         ^ 1  2        .^  ^     .      i  Z  +  1         Z 1         7*4-1        Z  +  1 

^       ^  z— 2zcos-+l  ^  z-t-^        ' 


Beispiel  II. . 

Soll  „    , 

m-1 

m==^—-'     (0<m<n) 

auf  ähnliche   Weise  zerlegt   werden,    so    sind    die   Wurzeln  der 
Gleichung  z'^+l  =  0  von  der  Form: 

.(2k  +  l)/r 

und  man  erhält  nach  §  85,  (12): 
"      V'(bk)       n    *^  n  n 
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wo  man  bei  dem  doppelten  Vorzeichen  +  freie  Wahl  hat. 

mithin: 


Es  ist 


n  ■  f{z)  =  n 


,in~l 

— ==>; 


ir(2k+i)?-+»i 


z'  + 


z  —  e 


i(2t  +  l)- 


die  Summation  über  n  auf  einander  folgende  Werthe  von  k  aus- 
gedehnt. Gonjugirte  Werthe  der  Summanden  entstehn  für  folgende 
Werthepaare  von  k:  0,  — 1;  +1,  —  2;  +2,  — 3;  ...  .  Zieht 
man  dieselben  zusammen,  so  geben  sie  eine  Summe  von  der  Form: 

;l-^+-]      ^-'['"rH      2zco3(r.?^+^)-2oo8(r.(^>^+^) 


+ 


ir 


Z-— e 


z —  e 


—  ir  — 
n 


Z   2z  COS  { r  • 


:h 


1 


in  welcher  r  alle  ungraden  Zahlen  bedeutet,  welche  <<n  sind. 
Ist  n  selbst  ungrade,  so  bleibt  noch  ein  einzelner  Summand  übrig, 
in  welchem  2k+l=n  ist,  also  der  Sununand: 


i  .  [mÄ+  fi] 


(-1) 


m  — 1 


e 


ift 


z+l 


Mithin  kann  man,  wenn  die  erste  der  beiden  positiven 
ganzexi  Zahlen  m  und  n  die  zweite  nicht  übersteigt, 
jederzeit 

(m — l)jr 


n 


z 


m  — 1 


2ZC08 


»■+ 


r^ 


(2k-fl) 


m^ 


n  J 


+  2  cos 


(2k +1) 


n 


z 


2z  cos 


(2k +  1) 


Jt 

n  J 


+  1 


(0<2k+l<n) 


darstellen:    mit   der   Bedingung,    dass    man   bei   einem 
ungraden  n  auf  der  rechten  Seite  noch  den  Summanden 


hinzufüge. 


z+l 


m  — 1 
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Im  Besondern  ist  daher: 

z»  -2zoo8*  +  2co8^         j  _j^2^_j         ^ 


^■^'+1  z»-2zco8f+l       "^^  +  1      z«-z  +  l+z+l 

8  — 2z  cos —i — h^cosT^        — 2z  cos -1 — \-2cos-7r- 

z  4  2,  ^  ^ 

^•-T-— = h 


■^  z  — 2z  cos  ^+1  z  — 2zco8-j-+l 

+  zV2  zV2 


z*_zV2  +  l      z*+zy2  +  l 


§  87. 
Integration  der  gebrochenen  rationalen  Functionen. 

Die  Zerfallung  der  gebrochenen  Functionen  in  Partialbrüche 
ist  besonders  wichtig  für  die  Integration  solcher  Functionen,  da 
die  letztere  sich  nur  auf  diesem  Wege  bewerkstelligen  lässt 

Ist  die  Zerfällung  ausgeführt,  so  bietet  die  Integration  selbst 
keine  weitere  Schwierigkeit.  Sie  ergiebt,  wie  schon  eine  ober- 
flächliche Betrachtung  der  Gleichung  (10)  des  §  85  lehrt,  eine 
Summe  von  Potenzen  und  Logarithmen.  Und  es  würde 
dieser  Bemerkung  in  Absicht  auf  die  praktische  Verwendung  nichts 
weiter  hinzuzufügen  sein,  wenn  es  nicht  nützlich  wäre,  sich  für 
die  am  häufigsten  vorkommenden  Formen  Schemata  zu  schaffen. 
zumal  in  denjenigen  Fällen,  in  welchen  die  Zerfällung  complcie 
Constanten  ergiebt,  ohne  dass  die  zerfallte  Function  solche  bat 

Dann  kommen  —  wie  wir  gesehn  haben  —  dio'  complexen 
Ausdrücke  immer  in  der  conjugirten  Verbindung 

(z— g-  lyy)         (z  — g  +  i^) 
vor. 

Hat  r  einen  von  1  verschiedenen  Werth,  so  folgt: 
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(2) 


/F(z)di 


l(z 


^ 1, 


p  +  iq 


TTl  +  T 


p  — iq 


" 


(r_l).{(z_g)*+,»} 


r  — 1 


SO  dass  das  Integral  eine  echt  gebrochene  algebraische 
Function  ist,  welche  in  der  letzten  Form  nur  reelle  Con- 
stanten besitzt. 

Für  r=l  aber  triiBft  die  Formel  (2)  nicht  mehr  zu,  wie 
man  schon  daraus  sehen  kann,  dass  sie  den  Factor  (r  —  1)  im 
Nenner  hat. 

Man  erhält: 


/w.'-/i7^,-+ 


iq 


§+i»? 


dz 


=  (p  +  iq)-Z(z-g-ijj)  +  (p-iq).2(z-g+i^) 

Zieht  man  noch  F  (z)  in  einen  Bruch  zusammen  und  substituirt 
aus  der  identischen  Gleichung  (6)  des  §  64  den  Ausdruck 


l 


80  folgt: 


z  — g— ii?_ 


1  — i 


=  1 


2-g 


V 


1  +  i— ^ 


—  i2arctng--   ---» 
°  z  — £ 


z-§ 


(3)rp(z:zi)-_qjdz=lp.Z[(z-§)*-f,*]  +  q.urctng-X.. 
(z  — §)+>?  ^ 
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In  der  Regel  ist  aber  die  zu  integrirende  Function  nicht 
direct  in  der  Form  (3)  gegeben,  sondern,  in  der  leicht  auf  sie 
zurückfuhrbaren  Form 

az  —  ß 


z  —  2az  +  b. 


bei  welcher  es  indessen,  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  die  Wurzeln 
des  Nenners  reell  sind.  —  Wir  wollen  diesem  Integral  seiner 
Wichtigkeit  wegen  einen  besondern  §  widmen. 


§  88. 


♦  aZ  —  ß 


z       u  az  "j  ü 

Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

z*--2az  +  b  =  0 
haben  die  Werthe 

C  =  a  +  ya^— T, 

8ind  also  gleich,  wenn  a  —  b  ::=  0  ist. 
In  diesem  Falle  ergiebt  sich: 

az  —  (i       «(z  —  a)-f-aa  —  ß a  aa  —  ß 

z*-2lz  +  b"~  (z-a)*  ~ir-^      (z-a)*' 

mithin: 

(1)    f-,-^^1 — az=«.«(z-a)-*'^::^,  (a'-b=o.. 

J  z*— 2az  +  b  z— a 

Ist  aber  a  — b  von  Null  verschieden,  so  kann  man 

az  —  ß  \        ,       c^ 

=  T T^"T- 


z*— 2az  +  b       z  — Si       z  — £j 
setzen,  wo 

C=a  +  VäT— b,     r  =a  — Va*-~b 
und 
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1       ,     aa— /?  1            a«  —  ß 

c  =  .V  «H ,-  — --  -  j  c^  =  -»  « —       ,       - 

'       2    ^2Va^-b  *       ^         aVa^-b 
ist.i) 

Integrirt  man,  so  ergiebt  sich: 


'^>  ■  hr^. 


—dz 


z'— 2az  +  b 

=  c^.?(z-C^)  +  c,.Z(z-g 

=  Aa4[(z-C^)(z-<g]  +  -"J=j:^..2'r|; 
^  2ya'-b     ^-^« 

1       «/  2      o        I  UN   I     ^cL  —  ß     -,z  — a — Va*— b 
^  2Va'— b     z-a  +  Va'— b 

Substituirt  man  in  dem  letzten  Ausdruck  aus  §  64,  (6),  wie 
es  auch  am  Ende  des  vorigen  §  geschehn  ist, 


z 


-a-Va'-b         ._a-iVb-a*  .  „       .      Vb-a* 


a 


l ^  :=Z  ' T -  =  —  i-2arctng  — 

z-a  +  Va'-b         z-a+iVb~a*  ^-^ 

so  geht  die  Relation  (2)  in  die  Form 

az  — i9 

—  -dz 


J   z  —  2a2 


az  +  b 


1  .,2      ,^        ,   , .        Via  —  ß                 Vb  — a* 
=  ^-a-Z(z  — 2az  +  b) --r-    r  -arctnff —    

2  ^  ^    ^       Vb_a« 

Über,  wo  es  —  wie  auch  in  (2)  —  durchaus  freisteht,  den- 
jenigen Werth  von  Vb  —  a*  zu  nehmen,  welchen  man  will. 

')   Am   einfachsten   findet   man  diese  Werthe  von  q  und  c,  daraus, 
dass 

c,  =  lim' =  lim  • '- = — =  ^-\     ' — ^- 

sein,  und  c,  aus  c,  durch  ümkehrung  des  Vorzeichens  von  Va* —  b  hervor- 
gebn  muBS. 

26* 
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Bedenkt  man,  dass 

arc  tnff  u  =  t^  —  arc  cot  u  =  ^r  —  arc  tng  — 
2  2  u 

ist,  und  dass  in  den  unbestimmten  Integralen  die  constanten  Sum- 
manden  weggelassen  zu  werden  pflegen  —  hier:  -^,  so  erhellt 
auch  die  Identität  von  (3)  mit: 

°^-^— dz 


J  z  — 2as 


az  4-  b 

=  ^a-2(z  — 2az  +  b)  +  -— =:-.arctng-=-- 
^  Vb  — a'  Vb-a* 

Die  Form  unseres  Integrals  ist  noch  einer  grossen  Reihe  von 
Wandlungen  fähig,  welche  sämmtlich  auf  Transformationen  des 
Ausdrucks  (2)  —  zum  Theil  mit  Anwendung  der  Identitäten  des 
§64  —  hinauskommen,  z.  B.: 

az  —  ß        . 
dz 


<''         f^. 


az  4"  b 


=  «4(z-a-Ku  -b)+   -   «_— — ^  »^-  4 V,    ," 

Man  wird  natürlich  stets  diejenige  Form  wählen,  welche  dem 
jedesmal  vorliegenden  Zweck  der  Integration  am  meisten  entspricht 
namentlich  also  die  Form  (2),  wenn  a  — b>0,  die  Form 
(3)  oder  (4),  wenn  a* — b<CO  ist  —  vorausgesetzt,  dass 
man  reelle  Constanten  zu  erhalten  wünscht. 

Von  den  besondern  Fällen,  welche  in  unserm  Integral  ent- 
halten sind,  verdient  noch  derjenige  herausgehoben  zu  werden,  in 
welchem  «  =  0,  ß  =  — 1  ist.  Man  erhält  durch  Substitution 
dieser  Werthe  in  die  allgemeinen  Ausdrücke: 
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dz 


(6)  f-,-^ 

J  z  —  2a 


z  +  b 


1           ^z  —  a — ra* — b  1  ^        z  — a 

-=_        __.j ^    ^  =  _  — .arctng— ^_ — • 

2ya»-b       z-a+Va*-b       Vb-a'  Vb  ~  a* 

U.  A.   folgt   aus  (6),   wenn   man  (— acos«)   für  a   und  a 
für  b  setzt: 

(7)        f-^   — — ^^ ^  =  _-^.__,     (^^jt<a<  +  :jt), 

J  z*+2azcosa  +  a*        «'S»"« 

0 

und  vermittelst  einer  andern  Substitution: 

asina 

dz  a 


2 


<•*>  /7=i 


8 


2azsina  +  a'       acos« 

0 


Anmerkang. 


Man  kann,  um  das  Integral  auszuwertben,  aucb  in  der  folgen- 
den Weise  verfahren. 
Es  ist: 

az  —  ß       «z — ß  «(z  —  a)  +  (a«  —  ß) 


Setzt  man  also 

z —  a  =  u  'Vh  —  a*,    dz  =  du-yb —  a*, 
so  folgt: 

f       az- 


~'^--dz 


z  —  2az  +  b 


_  r    _«u1^^?  +  (a« -^)    ,<iu-Vir3a-« 

u».(Vb-a*)  +(Vb-a*) 
r  udu  a«  —  ß     r    du 

~ "  j  u* +1     vrrr*  J  i+u* 
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rra-Z(u*  +  l)         4- -=.^_i=  arc  tng  u 

1      ^z* — 2az4-b   ,     a«  —  /?  ^        z  —  a 

« .  Z —  +  — .Tz_  -  •  arc  tng 


^         (V^ZV)'       "^b-a*  Vb-a 


2 


=  J«.i(z*--2az+b)+ ;^'L_J-.arctng-^^ 
^  Vb  — a*  Vb-a'      ^ 

wo  man  den  letzten  constanten  Summanden  weglassen  darf. 

Schliesslich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  der  in  (1)  er- 
haltene Ausdruck  der  Grenzwerth  des  in  (2)  dargestellten 
ist,  wenn  b  sich  dem  Grenzwerthe  a    nähert 

Denn  dann  ist: 

lim.  4«Kz*— 2az  +  b) 


b=a 


22 


^c*  .^.'— 2az  +  a*)=2 


=  ^a.2(z'— 2az  +  a*)  =  :5-«4(z  — a)  =a4(z  — a) 


und,  indem  wir   ra*  —  b  =  w  setzen  und  nach  §  83  I  verfahren; 

,.          Sia—B     ^z  —  a— Va* — b 
lim- — zl -—=-^-=r- 

b=a'2Va'— b     z  — a  +  Va*— b 

a«  —  ß   ,.       Z(z — a  —  w)  — Z(z  —  a+w) 
=  — --— ^-um'  -^^ ^^ —- 

1  1 


a«  —  ß   ,.  z  —  a — w      z  —  a+w 

aa  —  ßf         2    \  aa  —  ß 


2       \     z  —  a/  z  —  a 


—  -  f 
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§  89. 
Auswerthung 

*       in— 1  ■      m-l 

der  Integrale    /-^ dx,    / dx  für  0<m<n. 

o''  X  -1         5'  x"+l 

I. 

In  dem  Beispiel  I  dos  §  86   ist  zunächst  gefunden   worden 

2/riii 
ik-    - 
m  — 1  n  / 

X  ^^7    e  /      »   ^1  —  I    " 


X   — 

x-c     " 


Die  Integration  nach  x  zwischen  den  Grenzen  0  und  z  er- 
giebt  sofort: 


-m-l  ik'Üln.  _.^2ji 


^^^'"f-^Y^''=2^'   '  4(l-ze   ^''^)(_^<k<  +  |); 
0 

wobei   aber   in   dem   Integrationsinteryall    (0,  z)  nicht   x°=4-l 
werden  darf. 

Fasst  man  andrerseits  auf  der  rechten  Seite  je  zwei  Sum- 
manden zusammen,  deren  k  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  unter- 
scheiden, so  fallen,  wie  schon  dort  gezeigt  ist,  die  i  heraus,  und 
es  kommt  wesentlich  auf  die  Integration  Ton  Brüchen  an,  welche 
die  Form 

2xcos(k^)-2cos(k2^-rl); 

x'~2x.cos(k^)  +  l 

haben. 

Nach  §  88,  (4)  ist  aber,  wenn  man  dort 

a  =  2co8(k 1,  ß  =  2cos(k ^^ -j,  a=cos(k — 1,  b=l 

setzt  und 


a«-^  =  2 
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2jt\       (,  2jtm\  A  2:7r(m— 1)\ 


cos  ( k^^^  1  cos  ( k^^ j  —  cos (  k 


m  — a;  j 

11        /. 


=  —  2siuf  k — j  sinfk j, 


)/bT7=|/i_„„.(k^)'=,„(4') 


berechnet: 


/ 


2jrin^ 
11 


2xcos(k"*^'^-")  —  2  cos 


-j^2^(m-l)\ 


x'-2x.co8(k— 1  +  1 


dx 


n 


cos  \  k )  •  l 


n    / 


z  —  2z  cos 


('¥)+■] 


2sin  k 


2jrin' 


Z  SID 


II 


arc  tng 


K'?) 


') 


1 


—  zcosik — 1 


Ausserdem  ist: 


0  0  ' 

Daher  ist  das  nur  mit  reellen  Constanten  versehene  Resultat 
der  Integration  folgendes: 


')  Anstatt  dieses  Arcus  ergiebt  die  angezogene  Formel  zunächst: 


z — cos  Ik  —  I 

arc  tng ^^    °     +  arc  tng 

sin(k^) 

Daraus  folgt  das  Obige  nach  der  Formel 

arc  tng  a  +  arc  tng  ß  -^  arc  tng 


cot 


('-;)]• 


1  — o./? 
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'     m-l 


(2)  "7^ 

V     X  — 1 


dx 

0 


=  Z(l_z)+2cos(k?^).?[z*-2zco8(k^^'^)  +  l] 


2;7rm^ 


—  2  ^^  sin  f  k j  •  arc  tiig 


zsini 

(' 

2%\ 
n  / 

1 

—  ZCOSl 

v^-) 

11 


wo  für  k  alle  zwischen  0  und  ^  liegenden  ganzen  Zahlen 

zu   setzen   sind,   und   im  Falle  eines   graden  n  noch  der 

Summand  .     \^  n f\  \    \ 

(—1)  -2(1+2) 

hinzuzufügen  ist. 

IL 
In  dem  Beispiel  II  des  §  86  sind  zwei  Entwickelungsformen  von 


Z-+1 

gegeben.    Integrirt  man  die  erste  zwischen  0  und  einem  beliebigen 
positiven  z,  so  folgt: 


'       m-l 


(3)  n/    ^    -    dx 

^  ^  I    x"+l 


i(2k  +  l)°'—  — i(2k  +  l)" 


-^o  .Z(l-zc  ),(^_.:T_<k<^ 

Die  Integration  der  zweiten  ergiebt: 


^       m-l 


C  x"~ 
(4)  n./ dx 


.^       (2k+l)^m,,8     o         (2k  +  l)jr   ,   ^^ 

>  cos  ^^ ' — ~ Z  (z  —  2z  cos -  +  1) 

^^  n  ^  n  '     ^ 


=  —    >  cos 


.    (2k+l)jr 
.    (2k+l)jrm  n 


+  2  •  ^  sm  ^^ ■ — arc  tng 


(2k  +  l)^ 

1 — zcos^^ ' — ~ 

n 
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wo  für  (2k  +  l)  alle  zwischen  0  und  n  liegenden  ungraden 
Zahlen  zu  setzen  sind,  und,  'falls  n  selbst  ungrade  ist, 
auf  der  rechten  Seite  noch  der  Summand 

(_l)"-\?(z+l) 

hinzugefügt  werden  muss. 

Unser  Integral  nähert  sich  bei  unendlich  wachsendem  z  einem 
endlichen  Grenzwerth,  wie  man  vermittelst  des  Kriteriums  §  49,  (6) 
sofort  erkennt;  denn  man  kann  positive  p  bestimmen,  bei  welchen 

ro — 1  p+m— n 

lim  • .  x^  "^  ^  =  lim  • — 

n    I     -1                                                          1 
X  =  oo  X   -f- i  x  =  oo     11 

■^      n 
X 

einen  endlichen  Werth  hat.  —  Z.B.  ist  dieser  =1  für  p=(ii — m). 

Wir  wollen  noch  den  fraglichen  Grenzwerth  des  Integrals 
ableiten.  Zu  dem  Zwecke  constatiren  wir  zunächst,  dass  die 
linken  Seiten  von  (3)  und  (4)  auch  in  der  Form 


z 

/ 


i"      ——1 

dx 


x+l 


0 

geschrieben  werden  können.    Denn  führt  man  dort  ein: 


1  i-, 

x*^=u,     x  =  u'^,    dx=--u"     du, 

n 


so  folgt: 


m— 1  m 

n-l dx  =  n-/    — -^--u"      du:=/  —  — r-du.^) 

J  x"  +  l  /    u  +  1   n  J    u+1  ^ 


0  '  0  0 


Mithin  darf  man  bei  der  Ermittelung  des  Grenzwerthes  des 
Integrals   für   ein  unendlich  wachsendes  z  die  Zahl  n  als    ein 


^)  Desgl.  können  die  linken  Seiten  von  (1)  und  (2)  auch  in  der  Form 


/ 


z^    ^-1 


dx 


X  — 1 

0 

geschrieben  werden. 
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Vielfaches  von  4  aimohmen;  denn  es  hängt,  weil  z^  zugleich 
mit  z  unendlich  wächst,  der  Grenzwerth  der  linken  Seite  von  (3) 
und   (4),  d.  i. 


x  +  1 


nur   von  dem  Quotienten  ~  ab. 

n 

[Nehmen  wir  also  n  als  ein  Vielfaches  von  4,  dagegen  m 
vorläufig  als  ungrade  Zahl  au  und  fassen  in  der  ersten  Summe 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (4)  je  zwei  Summanden  zu- 
sa.iunien,  welche  gleich  weit  von  den  Enden  abstehn,  so  erhalten 
wir  —  indem  jetzt  r  irgend  eine  ungrade  Zahl  bedeutet  —  lauter 
Paare  von  der  Form 


rjrm 
cos 


Trm      /  j  Yjt        \ 

Z  z  — 2z*cos        4-1) 

n         \  n  / 


(n  — r)jrm    ^(  %      ^         (n  — r)jr    ,    A 

—  cos  -^^ Z  z  —  2  z  cos  ^^ ^ h  1 1 

n  \  n  / 


cos l[z  —  2z  •  cos f-1 1 


n 


—  cosfmjT )'H^*  —  2zco8(jr )  +  0 

z   +2zcos hl 

TJtm   .       '  n 

= -1- cos l — 

z  —  2zcös hl 

n 

1.2       r^   ,    1 

1  +  -  cos h  -^ 

Tjgm   -         z         n        2 

=  -4-  cos l 5 T-  ' 

'  n         .       2        rjr   ,    1 

1 cos h  — • 

z         n     '  z« 

Der  Grenzwerth  bei  unendlich  wachsendem  z  ist  =  0,  weil 
1 1  =  0  ist  Mithin  hat  die  ganze  erate  Summe  den  Grenz- 
werth 0, 
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Was  die  zweite  Summe  betrifft,  so  ist 

.    (2k  +  l)jr 
z  sin  ^^ — — 

lim  •  arctng    


, ,  ,  (2k  +  l):)t 

z = oo  1— z  cos  ^^ ■ — '— 


u 


.    (2k  +  l)jr 


=  hm^axctng^ ^^^-^^^  =  arc tog (^- tog 

z=cx)  cQgV X_Z_ 

z  n 

(2k  +  l)jr 

=  jr . 

n 
Durch  die  Substitution  ergiebt  sich: 

^-1 


00  OD  ™ 


dx:=/    — .-vdx 


0  0 

=2- 


Jt Isin ^  ( jr 1  sin 

^         n/        n         \  D  /  n 


,   /         (n  —  l)jr\  .    (n  —  l)jrm 

U   jr  —  -^^ —  sm }  • 

\  n       /  1^  ) 

Die  hier  erhaltene  Reihe  lässt  sich  aber  u.  A.  auf  folgende 
Weise  summiren: 

Als  geometrische  Reihe  ist: 

inx  '^        '2*  ~*^ 


e     — 1  e    — e 

.    n 

.  n      sin  TT-X 

»2-^         2 

=  e ; ' 

smx 

mithin,  wenn  man  noch  beiderseits  mit  e  "^  dividirt: 

.    n 

^— i(ii— l)x    ,     ^— i(n-3)x    ,  ,     ^— ilx         ^     *2*  ^ 

e  +e  H hG        =e        — ; > 

•  smx 

n      .    n 

cos^xsm7:,x 

cosfn — l)x  +  cos(n  —  o)x4 hcoslx  = -. =  - -7- 

^         '^      '         ^  '^      '        '  smx  2sinx 
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Differentiirt  man  die  letzte  Gleichimg  nach  x,  so  folgt  nach  Um- 
kohrung  der  Vorzeichen: 

(n  —  l)8ln(n  —  l)x-f"  0^  —  3)sin(n  —  3)x  -\ [-Isinx 

sin  nx  cos  x  —  n  cos  iix  sin  x 

2  8inx 

also  für  x  =  —     unter  Berücksichtigung  der  Relation  sin(mjr  —  «) 

m 

=  —  ( — 1)   sin«: 

^       i\"   1/         i\   •    ^^  I   /        Q\  •    3jrm 
—  (  —  1)   •  <  (n  —  1)  sin \-  (n  —  3)  sm 1 


-f-(n  — (n — l))sm^^        ^ 


n 


=-(-1)"-— 


/  jt\  .    jrm   .   /         3jr\  .    3^in   , 

n  /         n     '    \  n  /  n 


2  sin 

n 


...+(,_(i-_i>') 


(n  —  l)jr\  .    (n — l);;rra  J€ 

*sm^^—  — 


n  ^  .    jrm 

2  sin 

n 


Durch  Substitution  dieses  Werthes  in  den  oben  für  die  Inte- 
grale  gefundenen  Ausdruck  erhält  man: 


CD  <X  —      1 

f^  111  — 1 


(Ö) 


/■»        m  —  1                        /"*       n 
dx  =  /    — 7    -dx=       ,     (0<;m<n); 


Ü  0  11 


und   wenn  man    -  =u  schreibt: 

n 


0 

Dies  ist  freilich  bis  jetzt  nur  für  den  Fall  bewiesen,  dass  der 
Zähler  von  fi  ungrade  und  der  Nenner  von  (i  ein  Vielfaches  von  4 
ist.  Um  das  Resultat  von  dieser  Beschränkung  frei  zu  machen, 
kann    man    entweder   in   analoger  Weise,  wie  oben,   die  übrigen 
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Fälle  durchgehii  oder  sich  der  folgenden  kürzeren  Schlussweise 
bedienen,  welche  auch  den  Vorzug  hat,  gleichzeitig  die  Gültigkeit 
der  Gleichung  (6)  für  irrationale  fi  festzustellen. 

Es  ist  bereits  oben  bewiesen  worden,  dass  die  Function 


QC 


OD  . 

dx 


0     -  +  1 


für  0<CjM<l  einen  bestimmten  endlichen  Werth  hal 

Dififerentiirt   man   unter  Anwendung   von   §  33   nach  ,i/,  so 
erhält  man  ausserdem  eine  völlig  bestimmte  Derivirte 


m  =f 


x  +  l 


wie   die   in   §  49   und   in  §  50   aufgestellten  Kriterien   auf  der 
Stelle  erkennen  lassen;  denn  es  ist 

liia.^_^.x^+P=lim.^^- T^=0  für  0<p<l-/< 


1  + 

X 


und 


lim  • — r    •  X*    ^  =  lim  •  — — — j —     =0  für  0<<p<C//. 

x  =  0   ^  +  ^  x  =  0    ^  +  ^ 

Daher  ist  f(ji)  eine  stetige  Function  von  fi,    und  weil  -: 

sm  ^u 

ebenfalls  stetig  ist,  so  gilt  dies  auch  von  der  Differenz 


sm  JT^ 

Dieselbe   ist,   wie   oben   bewiesen   worden,   =0  fiir  alle  Werthe 
von  (ly  welche  die  Form 

2k +  1 


4k 
1 


haben.  Und  da  man  jedes  (i  beliebig  genau  durch  Brüche  von 
dieser  Form  ausdrücken  kann,  so  würde  die  Differenz  s  unstetig 
sein,  wenn  sie  nicht  für  jedes  fi  den  Werth  0  hätte. 
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Mithin  gilt  die  Gleichung  (6)  für  jedes  rationale  oder 
irrationale  //  zwischen  0  und  1,  die  Gleichung  (5)  aher 
für   alle  0<Cna<Cn;  wie  es  behauptet  wurde. 

Aus  (6)  lässt  sich  durch  Differentiation  und  Integration  nach 
(£  eine  grosse  Reihe  anderer  Integralwerthe  ableiten;  z.  B.  durch 
Differentiation : 


(7) 


/ 


OD 


(8) 


x"-'Zx 

"  X  -1    1 

8     cosjri/ 
sin  jt(i 

"-'(Zx)* 

8                           8 

X+1 

Bin'jTM        imxn 

=  2- 


1 


_,3 


./   x+1 

0 


dx 


—  Jt*'  I  — -  ^   dx; 

•/    X  4-  1 


0 


durch  Integration  zwischen  —  und  fi: 


OD 


(ö) 


/fi  —  l 2 

- — Pr^r-  dx  =  Ung 
(x+l)Zx 


^^,    (0</^<l). 


0 


—   Mau  wird  (9)  leicht  durch  Differentiation  verificiren. 

Es  sei  noch  erwähnt,  dass  die  Gleichung  (6)  durch  die  Sub- 
stitution von  x  =  tnga)  in  die  folgende  übergeht: 


T 


(10) 


0 


ftugc.^"-da,  =  ^^,     (0<,<1). 


§  90. 

Reductionsformeln 
für  die  Integrale  von  der  Form  /x°'(x  —  a)  dx. 

Alle  Formeln,  welche  complicirtere  Integrale  auf  einfacher 
auszuwerthende  oder  bereits  bekannte  Integrale  zurückfuhren, 
heissen  Reductionsformeln.  Sie  sind  meistens  Anwendungen 
der  aus  §  28  bekannten  allgemeinen  Reductionsformel 
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fu\dx=  mCyAk —  /    -= — [yAxI  dx 

auf  besondere  Functionen. 

Diejenigen,  welche  wir  hier  entwickeln  wollen,  können  n  a. 
dazu  benutzt  werden,  um  die  Zerlegung  gebrochener  Functionen 
in  Partialbrüche  zu  umgehn,  wie  unten  an  einigen  Beispielen  ge- 
zeigt werden  soU. 

Nach  der  oben  citirten  Formel  ist,  wenn  wir  u  =  (x — a), 
V  =  x"  setzen  oder  dem  u  und  dem  v  die  umgekehrte  Bedeutung 
geben: 

(1)    /x"(,-.)"d.=^>.-(.-.)"    -     °     ./;"'(._a)-d 


(2)    /»-(.-a/dx^^x-    (x-ar'-jif./k-'(r-«)-' 

Durch  diese  beiden  Formeln  (1)  und  (2)  wird  der  eine 
Exponent  um  1  erhöht,  der  andere  erniedrigt. 
Substituirt  man  auf  der  rechten  Seite  von  (1): 

l'x^+^x  — a)''~*dx=y'x"*[(x-a)  +  a](x  — a)"^'dx 

=  |*x"(x~a)"dx  +  a/'x"(x  — a)""'d 


(Ix. 


X 


und  fasst  die  gleichen  Integi'ale  zusammen,  so  erhält  man  die 
nächstfolgende  Relation.  Die  zweitfolgende  entsteht,  wenn  man 
in  (2) 

/'x'-^Cx— a)"^'dx  =  |'x"'(x-a)"dx  — a^x'"-'(x-a)°dx 

einsetzt     Sie  lauten: 

(3)  A^Cx  — a)°dx 

= i i-r-3f        (^  — a) i — r--/x"(x-a)      dx, 

(4)  /'x™(x-a)"dx 

1  m,  n+1 


x-Cx-a/^'+^-^-Yx—Cx-a/dx. 

m  +  n  4-  1  .' 


m  +  n+1         ^  ^    ■     'm  +  n-f 
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Durch  (3)  und  (4)  wird  der  eine  Exponent  um  1  er- 
niedrigt9  während  der  andere  ungeändert  bleibt. 

Bestimmt  man  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  die  rechts 
stehenden  Integrale  und  schreibt  (n  +  1)  ßir  n,  beziehungsweise 
(m-f- 1)  fiir  m,  so  folgt:  . 

(5)  /'x"(x-a)"dx 

1  m+w  ^n+i       m  +  n  +  2     r„  n+l, 

(n  -|- 1)  a  ^  ^  (n  + 1)  a    ./       ^  ^ 

(6)  fx'^ix^üfdx 

(in  +  l)a  (m+l)a    ./  ^         ^ 


Durch  (5)  und  (6)  wird  der  eine  Exponent  um  1  erhSht, 
während  der  andere  ungeändert  bleibt. 


Beispiel  L 

Um  das  Integral 


/ 


-•  3 

X 


^dx=/x(x — 1)     dx, 


(x-l) 

in  welchem  m=3,  n= — 2  ist,  auszuwerthen,  kann  man  zunächst 
die  Formel  (2)  anwenden.     Das  ergiebt: 

/'x^x— l)"'dx  =  — x^(x— 1)"'+3.  Tx^Cx— l)~'dx. 

Dieselbe  Formel  auf  das  rechts  erhaltene  Integral  von  neuem  an- 
zuwenden, ist  nicht  möglich,  weil  in  ihm  n  =  —  1  ist,  und  in  (2) 
nicht  (n+l)  =  0  sein  darf.  Man  kann  aber  jetzt  die  Formel  (4) 
benutzen,  mn  m  zu  erniedrigen.     Das  giebt: 

/x*(x — 1)      dx  =  aX^4-/.x^(x — 1)      dx, 

^x^(x— l)"'dx=    X    +|'x^(x  — l)"'dx  =  x  +  «(x— 1). 
Durch  die  Substitution  folgt  sofort: 

Worpitzky,  Differential-  n.  Integralrechnung.  27 
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J  (x-1)    .  x-1       2 

Will  man  das  Integral  ohne  Benutzung  unserer  Reductions- 
formeln  auswerthen,  so  muss  man  zunächst  die  Zerlegung 


Cx— 1)*  (x— 1)*      ^~^ 

bewerkstelligen  und  dann  gliedweise  iniegriren.     Dadurch  erhält 
man: 

/*— ^<ix  =  ix«  +  2x--l^  +  3.2(x-l); 
J  (x_l)  ^  X— 1 

was  mit  dorn  obigen  Resultat  bis  auf  eine  Constante  übereinstimmt. 


Beispiel  n. 

Das  Integral 

./  x    -fl 
kann  man  reducircn,  indem  man  zunächst 

X  =u,     x  =  u   ,     dx  =  — u      du 
setzt  und  dann  die  Formel  (4)  anwendet.     Es  ergiebt  sich 

3 


A4,'"'=i/"'"'+""'^" 


+ 

3 


|u^-i/u*(u  +  l)-du 


1  f  1 

3"  -2 


'    -     r  -- 

2u'  — /u    *(u+l)     du 


1       3 

3 


o  ,     /*    dx 

•^    X    -|-1 
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Daher: 


/ 


x*dx         1    8  ,  . 

— 5 =öX  — x  +  arctngx. 

X   +1       ^ 


Beispiel  IIL 


Für  das  Integral 


/: 


dx 


«/_« 


x'(x'+l) 


erhält  man  durch  die  Substitution 

X  =u,     x  =  u  ,     dx 

vermittelst  der  Formel  (6): 

dx 


in    'du 


f 

3 

=  l/n-^u  +  l)-'du  =  l 

~  X        ./  X*  +  1  "         X 


x'(x'+l) 


—  2u 


-/ 


u    "(u  +  l)    *du 


arctngx. 


§  91. 
Redactionsformeln  für  die  Integrale  von  der  Form 

/ x"  (x*  —  2  ax  +  b)° d X. 

Die  partielle  Integration  orgiebt  u.  a.: 

/'x"(x»_2ax  +  b)"dx 


d.(x''— 2ax  +  b) 


/■ 


= (x* — 2ax + b)" yx"  dx — y 


27' 
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/x°'(x*— 2ax  +  b)''dx 
l-j.x"'+V-2ax+b)''+^/x'"+'(x«_2ax  +  br*dx 


rv/x        (X  — 2ax  +  b)       dx, 

m-fl  J  ^ 


oder  wenn  man 

(1) 

X*      2ax  +  b  — X 

setzt: 

(2) 

■ 

fx"  X°  dx 

1 

-x-^+^x'-u 

2na    ^  /; n.  +  l.,n-, 

2n 

m  +  1  ra  +  i  •'  m+1  J 

Durch  diese  Formel  wird  m  erhöht,   n    um  1   erniedrigt. 
Substituirt  man  auf  der  linken  Seite 

X"=xV'"-2a.xX''~'  +  bX""' 

und  schreibt  dann  (n'+l)  für  n,  so  ergiebt  sich  durch  das  Zu- 
sammenziehn  derjenigen  Glieder,  welche  gleiche  Integrale  enthalten: 


Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  das  letzte  Integnü  der 
rechten  Seite  und  schreibt  (m  —  2)  für  m,  so  folgt: 


(4)  rx°'X°dx=       ,1     ,  ,x°-'X 

^  ^  J  m+2n4-l 


,     2(m+n)a     fm-lYn.^  (m— l)b       f^m^^^n. 

H r"5 — rr'l^       A  dx ^— ö — rr'l^       X  dx. 

m  +  2n+l  •/  m+2n+l  J 

In    den   Formeln   (3)    und    (4)    bleibt    n    ungeändert, 
während  m  erhöht,  beziehungsweise  erniedrigt  wird. 
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Durch  die  Anwendung  der  Formel  (4)  auf  das  letzte  Integral 
in  (2)  ergiebt  sich  für  dasselbe: 

A-'+^X"-'  dx  =  ~-^l-  — r  x-'+^X" 
J  m  -f-  2  n  + 1 

4.^o^-y)^./;»+'x"--'dx-J^)j^-/;-x"-'dx; 

m  +  2n  +  l     J  m  +  2n  +  K/ 

mithin  aus  (2)  durch  die  Substitution  dieses  Werthes: 

(5)  /'x'"X"dx=       ,1     ,  ,  x-'+'X" 

*/  m  +  2n+l 

-\ r^     ,  1  •  /  X    X       dx — - -- .  1 X  ^  X       dx , 

m  +  2n+l  J  m  +  2n  +  l  J 

m 

was  eine  zweite  Formel  ist  —  ausser  (2)  —  um  n  zu  er- 
niedrigen, nur  dass  hier  die  Exponenten  von  x  weniger 
differiren,  als  in  (2). 

Um  zu  Formeln  zu  gelangen,  in  denen  sich  n  erhöht,  gehen 
wir  von  der  Transformation 

fx'^-^'X''dx=fx'^  [(x-  a)  +  a]  X"dx 

=  ^  AL^X'^dx+a^x'^X^dx 

aus,  welche  durch  die  Anwendung  der  partiellen  Integration  auf 
das  erste  Integral  der  rechten  Seite  und  die  Versetzung  des 
zweiten  auf  die  linke  Seite  ergiebt: 

/x»-X-dx-a./x»X»dx=^_p-x»X--^^_p^/x'»-rH-Mx. 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung 


aYx'^+'XMx  — b/x'^XM 


X 


1         ^in+ijrn+i_  ni  +  2n  +  3 


.y'x^^x^+Mx, 


2(n  +  l)  2(n  +  l) 

welche  ersichtlich  aus  (5)  durch  die  Substitution  von  (n+1)  für  n 
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folgt,  eliminiren  wir  zunächst  das  Integral  Jx^'^^X^dxy  dann  das 
Integral  /"x^^X^dx.     Die  erste  Operation  ergiebt: 

(6)  A°X°dx=  C^-^)^°'f ' °^  +  ^"+-J— /x-X'-^'dx 

V  2(n+l)(a*— b)      2(n+l)(a*— b)  J 


die  zweite: 

m  Vtt  +  l 


+ "^ A— 'r+'dx, 

2(n  +  l)(a*— b)  ^ 


rm+i^nj^^(ax  — b)x  X  "^    _  (m  +  2n  +  3)a  Xmj^n+ijj 
^  '    2(u+l)(a*-b)       2(n  +  l)(a*— b)i/ 

+ E^___./'x-— r+'di 

2(n+l)(a*-b).'    ' 


oder,  wenn  mau  noch  m  durch  (m  —  1)  ersetzt: 

m — lyo  +  l 

(n+l)(a*^b)     2(n+l)(a'— b) 

(m  — l)b 


(7)  A"XMx=(^-^)^^  _- (^-la+^^/x»-X»-M. 
J  2(n-l-l)ra*-b')     2('n+lUa*— bV 


2(n+l)(a*— b)  J 


Durch  die  Formeln  (6)  und  (7)  wird  n  erhöht,  m  er- 
niedrigt. 

Aus  (6)  folgt  für  m  =  0  die  ziemlich  einfache  Relation: 

(8)      rX-dx^      (x-a)X-^- 2n  +  3 r^,,i,^^ 

J  2(n+l)(a*— b)       2(n  +  l)(a*— b)  ^ 

in  welcher  sich  n  um  1  erhöht. 

Löst  man  diese  Gleichung  für  das  rechts  stehende  Integi^ 
auf  und  schreibt  (n —  1)  für  n,  so  ergiebt  sich: 

(9)        yxdx--^^^-p-3^ ___.yx     dx. 

Diese  Relation  erniedrigt  u  um  1. 


—     423     — 

Beispiel  I. 

Wendet  man,  um  das  Integral 

dx 


/ 


(x*— 2ax  +  b)'* 

auszuwerthen,  dio  Formel  (6)  an,   so   ist   in  =  0   und  n=:  —  3, 

mithin: 

/dx X  —  a  3  rdx  ^ 

X^  ~ ""  4 (a'^byTx^ ~ "4(?^ by  \l  X" ' 

und  nach  derselben  Formel  für  n=~2: 

/dx X  —  a  1  rdx 

X^~^   2(a'— b).X  ~"27a'^r./   X* 

Daher  ist: 

dx 


/ 


(x*— 2ax  +  b)' 


X  —  a  3  (x  —  a) 


4(a*— b)(x*-2ax  +  b)*  8(a  —  b)*(x*— 2ax  + b) 

3  /•         dx 


+ 


'_b^'./x*-2a 


8(a*— b)    ./  X  -2ax  +  b 


wo  mau  nur  noch  den  Werth  des  letzten  Integrals  aus  §  88  ein- 
zusetzen hat. 


Beispiel  II. 

Zur  Reductiou  des  Integrals 

f  dx 


-  J 


x^(x'— 2ax  +  b) 

in  welchem  m  =  —  2  und  n:^ — 2  ist,   benutzen   wir  zunächst 
die  Formel  (6).    Sie  ergiebt: 

/dx    .  X  —  a  3  rdx  a        rdx 

^X"  ""  ~27a*— b)x'X  ^  2  (a*—  b)  7  i*X      a*—  b  J  ?X " 
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Auf  die  beiden  Litegrale  der  rechteo  Seite  wenden  wir  die  Formel 
(3)  an  und  erhalten: 

r  ix   1       ,    2a    rdx        1    rdx 

Jx^~~  "b^  +~b    ;/  ^~hj  IT" 

Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  ergiebt  sich  zunächst: 
r  dx  _       (4a*— 3b)x'-(8a^— 7b)ax  +  2b(a''— b) 


2/     2 


2b'(a"_b)xX 


4a 


Und  hieraus  folgt,  weil 


_^   rdx  4a'— 3b      rdx 


rdx       1    rdx       1    Tx  — 2a^         U         ITx  — 2a, 

ist: 

dx  (4a*—  3b)  x'  —  (8a*—  7b)  ax  +  2b  (a*—  b) 


2/.  2 


2b>'— b)x.X 


f  ^^   — __ 

/  ^2-172 

•'   X  X 

4a  .  1  r8a(a*— b)x-(16a*— 20a*b  +  3b*)  , 

b^  2b'(a'— b)./  X 

wo  man  für  das  letzte  Integral  nur  noch  den  aus  §  88  bekannten 
Werth  zu  setzen  hat. 

Anmerkang. 

In  manchen  Fällen  ist  es  nützlich,  TOr  der  Anwen- 
dung der  Reductionsformeln  (2)  bis  (7)  auf  das  Integral 

fx'^(x^—2fix-\^hfdx 
eine  andere  Integrationsvariable 


einzuführen. 


z  =  x-' 
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Man  erhält  nämlich 

(10)  /x"(x*— 2ax  +  b)°dx 

WO  der  Exponent  von  z  einen  positiven  Werth  hat,  wenn 
m  und  n  negativ  sind. 

Li  unserm  Beispiel  II  entsteht  hierdurch: 

Nun  kann  mau  nach  (7)  reduciren: 

r^-  dz  =  --^''-~^^-- +  ---/''- d -^-~-S-dz 

und  hierauf  nach  (4): 

Tz*  r^  rdz 

so  dass  jetzt  der  ganze  Ausdruck  auf  die  in  §  88  bestimmten 
Integrale  zurückgeführt  ist,  und  es  nur  noch  der  Substitution 
bedarf. 
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Capitel  XIV. 

Integration  der  irrationalen  algebraischen 

Functionen. 

§  92. 
Binomische  Radicanden. 

Enthält  eine  zu  integrirende  algebraische  Function  Wurzeln 
der  Variabein  x,  aber  nicht  Wurzeln  aus  Summen,  deren  Sum- 
manden von  X  abhängen,  so  lässt  sich  die  Integration  entweder 
ohne  Weiteres  nach  bekannten  Formeln  ausfuhren,  oder  man 
kommt  auf  die  im  vorigen  Capitel  dargestellten,  sicher  wirkenden 
Methoden  zurück,  wenn  man  x  =  y^  substituirt  und  unter  n  einen 
gemeinsamen  Dividuus  der  yorkommenden  Wurzelexponenten  ver- 
steht Denn  dann  wird  die  zu  integrirende  Function  eine 
rationale  Function  von  y. 

Die  Begründung  dieser  Behauptung  ist  so  einfach,  dass  es 
einer  generellen  Erörterung  nicht  bedarf. 

Wäre  beispielsweise  das  Integral 


/ 


dx 


X  (Vx  +  1) 


auszuwerthen,  so  würde  man  nur  x  =  y^  dx  =  6y  dy  einzuführeu 
brauchen,  um 

f       ^        dx  =  6.r^y-dy 
J    x(yx  +  l)  J    y»+l 

als  rationale  Function  von  y  auszudrücken.     Dies  giebt  nach  deu 
Lehren  des  vorigen  Capitels: 
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j    x(Vl  +  l)  U    y*_y  +  l  ^y  +  lj 

=2.jl2(y«-y+l)+V3.ai-ctng?^"I— Z(y+1)[ 

,  -px  —  fx + 1           ,-            2  •■y'x — 1 
=  *  — « r-  +  2  yS .  arc  tng  — -^ 

(Vx+1)  y^ 

Ganz  anders  verhält  sich  die  Sache,  wenn  die  Radicanden 
Summen  sind,  deren  Summanden  theilweise  von  x  abhängen. 
Dann  lässt  sich  das  Integral  in  vielen  Fällen  bei  sonst 
ganz  einfacher  Gestalt  des  Integranden  nicht  mehr  in 
geschlossener  Form  durch  diejenigen  Functionen  aus- 
drücken, welche  den  7  Rechnungsarten  ihre  Entstehung 
verdanken.  —  Beispielsweise  ist 


/ 


dx 

yx.Vi+i.Vx+2 


ein  solches  Integral.*) 

Jedoch  kann  man  aus  den  irrationalen  algebraischen  lute- 
gi-anden  einige  Classen  ausscheiden,  welche  sich  durch  eine  ge- 
eignete Substitution  auf  rationale  Integranden  zurückfuhren  und 
daher  nach  den  Anweisungen  des  vorigen  Capitels  integriren 
lassen.  Anderen  Falls  bleibt  immer  noch  die  Auswerthung  des 
Integrals  vermittelst  unendlicher  Reihen  übrig. 

Lehrsatz. 

Bedeutet  y  entweder  einen  Ausdruck  von  der  Form 


y=yäx-|-b 
oder  einen  Ausdruck  von  der  Form 


')  Es  gehört  zu  den  sogenannten  ^, elliptischen". 
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endlich  /(x,y)  irgend  eine  rationale  algebraische  Function 
der  beiden  Variabein  x  und  y,  so  verwandelt  sich  das 
Integral 

bei  einem  ganzen  n  in  das  Integral  eines  rationalen 
Differentials 

./9>(y)dy, 

sobald  man  y  als  Integrationsvariable  einführt,  und  lässt 
sich  ^-  auch  wenn  n  eine  gebrochene  Zahl  ist  —  in 
geschlossener  Form  durch  die  Elementarfunctionen ')  aus- 
werthen. 

Um  dies  für  den  Fall  zu  beweisen,  dass 

y  =  yax  +  b 

ist,  braucht  man  nur  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  bei 
dieser  Voraussetzung 

ax  +  b  =  y^    x  =  ^'^,    dx  =  -f-'dy; 

•  a  a 


fn^.7)^^=Wf-'f[^^.y 


dy 


hervorgeht,  was  bei  einem  ganzen  n  das  Integral  eines  rationalen 
Differentials  nach  y  ist. 
Hat  mau  ferner 

ax  +  b 


"    a  X- 


-.— : —  y 


,x  +  b^ 


^)  d.  i.  durch  solche  Functionen,  in  welchen  Summen,  Producto, 
Quotienten,  Potenzen,  Wurzeln  und  Logarithmen  (incl.  Arcus)  der  Variabeln 
durch  die  7  Rechnungsarten  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Combi nationen 
verbunden  sind. 
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so  ist: 

1      '      1 


=  j\    x  =  -^ ^,  dx=n(ab^-a^b)       ^ 


n— 1 


a  — a^y 


ff(x,  y)  dl  =  n(ab^ -  a, b)  ff-',  f 


\y'-b 

r — »'^ 


(a— a^y") 

dy 

•      ^^— — ■ 

(a  — a^y"^) 


dy; 


was    bei    einem  ganzen   n   wieder   das   Integral   eines   rationalen 
DijGferentials  nach  y  ist. 

In  beiden  Fällen  geht  daher 


in  die  Form 


//•(x,y)dx 

/9>(y%y)dy 


über,  wo  g>(y^9  y)  eine  rationale  Function  von  y"  und  y  bedeutet 
Ist  endlich  noch  n  keine  ganze  Zahl,  sondern  eine  gebrochene: 


n 


m 


so  kann  man 


j  =  n\     dy  =  ru^-Mu,    y'*=u^'^=u" 


setzen  und  erhält: 


f  f(x,j)dx=f^(y'',y)dy=rju    V(u"  u') du  =  Tjy>(u)ävLy 

wo  1/7  (u)    eine   rationale   Function   von   u   ist   und   sich   deshalb 
nach    den    Anweisungen    des    vorigen   Capitels    bloss    durch    die 
Elementarfunctionen  in  endlicher  Form  integriren  lässt. 
Hiermit  ist  unser  Lehrsatz  in  allen  Theilen  bewiesen. 
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AnmerkaDg. 

Im  Grunde  sind  die  Differentiale  von  der  Form 


nicht   von   denjenigen   wesentlich   verschieden,   welche  die  Form 
/*fx,yax  + h)dx  haben.     Denn  setzt  man 

ax  +  b 
a^x  +  b^ 

wo  A  und  B  zwei  willkürliche  Constanten  —  ausgenommen  A=0 
—  bedeuten,  so  wird 

b^Au  +  b^B  — b 

a^Au+a^B  —  a 

weshalb  das  vorgelegte  Differential  in  die  Form 
übergeführt  werden  kann. 


§93. 
Besondere  Fälle  bei  binomischen  Radicanden. 

Anstatt  von  vorne  herein  das  Differential  des  Integrak 
Jf(Xyj)dx  durch  die  Einführung  von  y  als  Integrationsvariable 
rational  zu  machen,  empfiehlt  es  sich  unter  Umständen,  zuvor  die 
Reductionsformeln  des  §  90  anzuwenden,  falls  es  sich  in  der  dort 

betrachteten  Form  /'x"*(x  —  a)  dx  darstellt  oder  durch  die  Sub- 
stitution einer  neuen  Variabein  auf  diese  Form  gebracht  werden 
kann. 

Hierher  gehören  namentlich  alle  Integrale  von  der  Form 


fu'^avi' —  ß)\\n . 
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Substituirt  man-  in  ihnen 

u  =x,    u  =  x,    au  =  vrX        dx, 
80  folgt: 


X 


indem 


in  =  ^— -^-^i — ■ 9    n  =  Vj     a=- 

k  a 


genommen  wird. 


Beispiel  I. 

Aus  §  90,  (4)  folgt: 

(2)  f~^—  dx  =y*x"(x-a)"  ^'  dx 


Vx  —  a 


P  x°(x— a)  nma  r   x"    ^ 

n(m+l)-l    J>— —   "^n(m  +  l)-f ;/»/--—  ^^- 


Daher  lässt  sich  das  Integral,  wenn  m  eine  ganze  positive 
Zahl  ist,  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel  auf  das 
Integral 

./   ^-—       J'  n-1^  ^ 

zurückführen,  welchen  Werth  der  Wurzelexponent  n  ausser 

,11  11 

1»  ^'  ä-' 


2      3  m      m  +  1 

auch  haben  mag. 
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Z.  B.  ergiebt  sich: 


(3) 


/ 


2 


dx 


n         x*(x  —  a) 

~"3n  — l'~;^ 


Vx— a 


2na 


yx  — a 


dx 


yx  —  a 


9 


n       X  (x — a)      *2na 


3n  — 1 


+  7 


yx  — a 


3n— 1 


n      x(x — a) 
2n— 1*7 


yx 


— a)        na      r   dx      \ 
—  a  ^  Vx  —  a  . 


n         x*(x  —  a) 


+  71 


2n  a 


X  (x  —  a) 


S^^-l      V'xir^         (3n-l)(2u-l)     ^-  — 


8_2 


+  -7Ü-- 


2n"a 


a 


(3n-l)(2u-l)(n-l)     ^^^^-- 


nx 


+ 


2n'ax 


+  7^ 


2nV 


3n— 1  '  (3ii— l)(2n  — 1)  '  (3n— l)(2n— l)(ii  — 1) 


X  —  a 
yx  —  a 


1     1  1 

Der  Ausnahmefall,  dass  n  unter  den  Zahlen  1,  -r>  ^9  •••>  — -- 

/    0  m  -|- 1 

enthalten  sei,  gehört  übrigens  nicht  hierher,  weil  dann  das  Differen- 
tial nicht  irrational  ist. 


Beispiel  IL 

Aus  §  90,  (6)  folgt: 

•/       Y     V  TT  51.  •/ 


1_ 

n 


dx 


X  —  a 


+ 


n  (m  —  2)  +  1 


(m  — l)a   x"-^v^x"^^  n(m  — l)a 


f ^^^ 

J  X— «vx 


X  —  a 


Durch   diese  Formel   wird    das  Integral,   wenn   m   eine    ganze 
positive  Zahl  ist,  allmählich  auf  das  Integral 


/- 
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_dx 

xyx  —  a 

zurückgeführt,  welches  man  vermittelst  der  Substitution 

Vx  — a  =  y,     x  =  y°  +  a,     dx  =  ny"~My 
auf  die  Form 

n  — 2 


J   x-y^x  — a         J   y°+a 


bringen  und  alsdann  nach  den  Formeln  des  §  89  integriren  kann. 
Z.  B.  ergiebt  sich: 

dx  ^  r    dy 


./    xVx  —  a  J 


;Vx  —  a  J  y*+a 

und  hieraus,  wenn  man  noch 

y  =  uVä,     dy  =  du-Va 
substituirt: 

/'     dx  2     r  du  2  ,  1  1— u'  ') 

/  — 7=---  =  -,-.- '  I  - « =  -  ,-  •  arc  tug  u  =r     - .  arc  cos -9 

J  K^/x  —  Si      Va./u*+l      Va  Va  1  +  u* 

r     dx  2  ^     l/x— a  ,  ^        1  2a— x  ,  ^ 

(5)/--7— =  r7--arctngl/'    -  -- +  C  =  -— .arccos-— \-C 

^   J  xyx  —  a      ya  r        a  ya  x 


V—  a       V— a  +  Vx  —  a 

1 

V— a      Vx  — a  +  V— a 

^Y^    [ Vx '+^- 


>)  Es  ist 


^  1  —  tng  tp* 

cos  2  ^  =  — 


1  +  tng  ip'^ 

Worpitskj,  DifferentiftI-  n.  Inte^alrecbnnng.  28 
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Beispiel  m. 

Auf  das  zuletzt  ausgewerthete  Integral 

dx 


/ 


:Vx  —  a 


lassen  sich  vermittelst  der  Formeln  des  §-90  alle  Integrale  von 
der  Form 

J  x"y(x-«)    J 

reduciren,  sobald  m  eine  ganze  positive  und  n  eine  ungrade  positive 
oder  negative  Zahl  ist,  da  man  m  und  -j-  beliebig  oft  um  1  vor- 
kleinem  und  vergrössern  kann. 

Z.  B.  ergiebt  sich  durch  §  90,  (5): 

,^^        r         dx  2  1  l/'dx 

(6) 


r--j^v_=-2._i_— 1../: 

J    x^^{x-ar  ""    Vx-a       a  J 


(X  — a) 
und  vermittelst  §  90,  (3): 

(7)  /  -  —       dx  =  2-Vx— a  — a-l — t^= 

J       ^  J  xyx — a 


xVx  —  a 


§  94. 
Trinomische  Radicanden. 

Verstehn  wir  jetzt  unter 

f{xyax'+2ßx  +  r) 

eine  algebraische,  rational  aus  x  und  V ax*4-2^x  +  /  zusamiDen- 
gesetzte  Function,  so  lässt  sich  dieselbe,  weil 
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Vax*+2iJx  +  y 


=  l/.L  +  ?,_]^-«r)(,+^.  +  l5'-'.r 


a'  u        i   \  a  a 


(1)  ^/c^lL^~-\-2ßx  +  y 


ist,  auch  rational  aus 


zusammeiisetzeD.  Sie  ist  daher  nach  dem  Lehrsatz  des  §  92  ver- 
mittelst der  Elementarfunctiouen  in  endlicher  Form  integrirbar, 
da  mau  nur  y  zur  Integrationsvariabein  zu  machen  braucht,  um 
ein  rationales  Differential  zu  erhalten. 

Es  folgt: 


1   ^      V/T«   "■        2Vß^-ay 
ax-[-ß — K/J  — «7=  — 


(2)  „..__„, 

y  —1 

mithin  durch  Substitution  in  (1): 

y«       y  — 1  «        y  — 1 

eine  Relation,  welche  zugleich  über  den  Sinn  der  (mehrdeutigen) 
Wurzeln  entscheidet.  Ferner  ergiebt  sich  aus  (2)  durch  Differen- 
tiation: 


a .  dx  =  —  ^y  ß^ — «7  • 


ydy 


2         ^     » 


Es  gilt  mithin  der 


28* 
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Lehrsatz  L 

Ist    f  [x,yax^-\'2ßx-\-y)   eine  algebraische,   rational 

aus  X  und  Vax*+ 2|9x-|-7  zusammengesetzte  Function,  so| 
lässt  sich  dieselbe  stets  in  geschlossener  Form  vermit- 
telst der  Elementarfunctionen  integriren.  Man  gelangt 
zum  Zweck,  wenn  man  die  Quadratwurzel  aus  dem  Quo- 
tienten der  linearen  Factoren  des  Radicanden  zur  In- 
tegrationsvariabeln  macht, ^)  also  etwa 


(3)  y= 


=K: 


x  +  ß-Vß^ 


ay 


2V/3^— «y         _yg(«x^+2ffx  +  y) 
«x  +  ^  —  ^/f—ay      «x  +  iS  —  Mf—  «7 

als  Mittelfunction  einführt     Dadurch  wird: 


«(y-i) 


(fi) 


y«      y  — 1 


welche   Relation    zugleich    über    den    Sinn    der   Wurzeln 
V/?^ — ay  und  V«  entscheidet,  und: 

^6)  dx=-^-v^*'-r7j;.  y^y 


«        '  •      /^2  -^ 


(y-1) 

endlich: 


*)  Die  beiden  linearen  Factoren  werden  hierbei  selbstverständlich  als 

von  einander,  d.  i.:    Vfi^—ay  als  von  Null  verschieden   vorausgesetzt,    da 
das  Differential  sonst  nicht  irrational  wäre. 
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:7) 


ff  (x,  Vax*  +  2^x  +  7)  fix  ^ •  V^*  —  «: 


Dieses  Integral  lässt  sich  nach  den  Anweisungen  über 
die  Behandlung  der  rationalen  Differentiale  auswerthen. 
(Vergl.  das  vor.  Cap.) 

Man   kann    übrigens   auch   andere  Substitutionen   für   x  an- 
wenden,   um    das   Differential    in   (7)    rational   zu   machen.     Es 

genügt  dazu,  dass  x  und  yax*  +  2j9x  +  7  gleichzeitig  rationale 
Functionen  der  neuen  Variabein  werden.  Wir  wollen  noch  einige 
von  den  am  häufigsten  citirten  Substitutionsfqjrmen  durchgehn 
und  die  verschiedenen  Formen  der  leichteren  Uebersicht  wegen 
äusserlich  dadurch  unterscheiden,  dass  wir  die  neuen  Integrations- 
variabein bei  den  verschiedenen  Substitutionsformen  durch  ver- 
schiedene Buchstaben  bezeichnen. 


Setzt  man 


(^) 


Eine  zweite  Substitutionsform. 


V«x^  +  2ßx  +  7  =  (z  —  x)  "V^, 


wo   wir    die  Wahl   zwischen    den  beiden  Werthen  von  V«  offen 
litösen,  so  ergiebt  sich  durch  die  Quadrirung  von  (8): 


2 


2  ßx-\-y  =  az  — 2azx, 


mithin: 


(9) 


s 


az   — 7 

2  (^z  +  ß) 


■i/~~~*T^~>ä — 1 —      «2*  +  2^z  +  r  -,/  - 

Vax  -\-2ßx-j-Y=        .       .-^^v"       r«> 


2(az  +  ß) 

.         az*  +  2i9z  +  7      , 
dx  = — - — -  —  •adz. 

2-(az  +  ß) 
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Eine  dritte  Substitutionsform. 


SubBtituirt  mau 


(10) 


Vax*  +  2/9x -f  /  =  ux  —  V7, 


so  folgt,  wenn  man  quadrirt  und  dann  durch  x  dividirt: 

ax  +  2^  =  u*x— 2uV/~, 


mitbin : 


(11)  J 


2u.V7_+_2i9 

X  - 

u  —  « 


Vax   +  2ßx  +7=  —  -   --   - -^^ — -- 


w — a 


dx  = 


Die  allgemeine  Form  der  neuen  Integrationsvariablen 
lässt  sich  in  folgender  Weise  charakterisiren: 


Lehrsatz  IL 

Soll  das  Differential  /•(x,yax*+ 2i!?x  + /)dx  durch 
die  Substitution  einer  neuen  Variabein  rational  werden, 
so  muss  irgend  eine  Potenz  v  der  letzteren  die  Form 


(12) 


v  = 


ax  +  b  +  (/(ax  +  b)'+(a^x  +  b^)(a,x  +  b^) 


a^x+b^ 

haben,  indem  die  Constanten  der  Substitution  den  Glei- 
chungen 

(13)  ,  2ab  +  a^b^  +  a^b^  =  2^, 

b*  +  bb  =y 

'12      ' 

genügen.  Dies  ist,  falls  unter  den  drei  willkürlichen 
Constanten  nur  nicht  a  =  b  =^  0  angenommen  wird,  noth- 
wendig  und  ausreichend. 
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Beweis.     Qaadrirt  man  die  mit  (12)  äquivalente  Gleichung 


r-KC; 


ax  +  b        '\/f&x  +  h\*^%^-\-\ 


^ —  > 


»jX  +  b^        y     Va^x+b^/       a^x  +  b^ 


so  folgt: 


a  X  +  b        ax  +  b 


(14) 


b  V*— 2bv—  b 

1     2 

a  v^  —  2a V  —  a„ 

1  .  8 


(ab^_a^b)v^  +  (a^b^-a^b^)v  +  (ab^-a^b) 

(aj*  — 2av  — a^) 


v  ax  -|-i:J^X  +  7  = -    -  y-  - 

a  V  —  2av —  a. 

1  2 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  das  Differential  für  die  Integrations- 
Yiiriable  v  rational  wird,  welche  aber  nur  dann  einen  Sinn  hat, 
wenn  nicht  a  =  b  =  0  ist. 

Umgekehrt  giebt  (14)  die  einfachste  rationale  Substitution 
für  X  an,   durch   welche  sich  die  neue  Variable  v  so  einführen 

lässt,  dass  x  und  yax*+2j9x  +  7  rationale  Functionen  von  ihr 
werden.  Namentlich  geschieht  dies  durch  keine  Substitution, 
welche  v  nur  in  der  ersten  Potenz  enthält,  weil  dann  in  (14) 
a^=b  =0  wäre,  was  der  Gleichung  (12)  widerspricht,  welche 
aus  (14)  vermittelst  der  unerlässlichen  Bedingungsgleichungen 
(13)  folgt 

Mithin  enthalten  die  Formeln  (12)  und  (14)  —  unter 
der  Beschränkung,  dass  nicht  a=b=0  angenommen 
werde  —  in  der  That  in  einfachster  Form  die  sämmt- 
lichen  Mannichfaltigkeiten  der  Substitutionen,  welche 
Uüser  Differential  rational  machen. 
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§  95. 

/dx 


Aus  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  des  vorigen  §  ergiebt  sich 
sofort: 


/ 


dx  2      r    dy 


Vax*  +  2ßx-\-y  V«  •'  y' 


+  Vä'f[yh-V^Y' 


1    ,y+i 

d.  i.: 

(1)  ^*       '^ 


/ 


Vax*  +  2^x  +  7 


^"      J/ax  +  /J  +  V^*— «7  — Kax  +  /J  — ^|ii*— ^ 


-     _^.arctng  1/   -^^^--=L 

V— «  r      V|9*_a7  +  (S  +  ax 


Die  hier  aufgestellte  zweite  Form  ergiebt  sich  aus  der  ersten 
unmittelbar  nach  §  64,  (10). 

Die  Vorzeichen  der  Wurzeln  sind  so  gewählt,  dass  man  die 
Wurzelgrössen,  wenn  sie  reell  sind,  sämmtlich  als  positiv  auffassen 
darf.  In  jedem  andern  Fall  muss  man  die  Zweideutigkeit  der 
Quadratwurzeln  in  besondere  Erwägung  nehmen. 

Selbstverständlich  setzen  wir  voraus,  dass  nicht  ß* — 07  =  0 
sei,  da  sonst  das  Integral 

r  dx  _/•  dx  _    1     /"dx 

J  Vax^-+  2^x  +  7"J  K(77;7^";~^rV«  J  x+  ^ 

ein  rationales  Differential  hätte. 
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Die  beiden  Ausdrücke,  welche  (1)  für  das  Integral  giebt,' 
sind  in  Folge  der  Eigenschaften  der  Logarithmen  und  Arcus 
einer  grossen  Reihe  von  Verwandlungen  fähig;  und  es  kann  von 
Nutzen  sein,  die  andern  Formen  wenigstens  theilweise  vor  Augen 
zu  haben. 

Erweitert  man  z.  B.  den  Numerus  durch  seinen  Zähler,  so 
nimmt  der  Logarithmus  die  Gestalt  an: 

1 2(«^  +  ß)  +  2l/(«x  +  ß+  Vß'^r)  («X  +  ß-Vß'-  ar) 

2Vß'-  ay 

und  man  erhält,  veil  man  den  letzten  coustanten  Logarithmus  in 
die  Integratiousconstante  aufnehmen  darf: 

Transformirt  man  ferner  den  Arcus  nach  der  Formel 

2  •  arc  tng  u  =  arc  trig , , 

1  — u* 

welche  mit  der  Formel 

2  tng  9) 


tng29?=  ^ 

1  —  tng  (jp 


identisch  ist,  so  folgt: 

9        *     'l/yß^—ay—ß  —  ax           ^      2V=^  '}/ä?+2ßx+Y 
2.arctngl/  Lf-   ./    -^  -   -=arctng-l^ '/(IT-irLs  ' 

mithin: 

m  r           dx                       1                    yZZ^,]/'^^^2ßx  +  r  ,   n 
{6)  I  --^^^===  .=r=^  =  —,-^^  •  arc  tng ^- -'-^ — '-^  +  C. 

j'^ax'+2ßx  +  y      V-«  «^  +  ^ 

Transformirt  man  aber  den  Arcus  in  (1)  nach  der  Formel 

o         *                    .       2u 
i  •  arc  tng  u  =  arc  sm r » 

■  1+u' 
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welche  mit  der  Formel 

•    o  2tng9) 

sin  29)=  ^-    ^- 

1  +  tilg  gp 
identisch  ist,  so  folgt: 

(4)  /  — -—  .^=^^=  - ^-arcsin -=    -^ --|-l. 

J  Vax'+2^x+7       V  —  '^  Yß'-  ay 

Noch  einfacher  wird  das  Integrationsresultat,  wenn  man  den 
Arcus  in  (1)  nach  der  Formel 

2  •  arc  tng  u  =  arc  cos —  -y 

1  +  ^ 

transformirt,  welche  mit  der  Formel 

^           1  —  tng  q>^ 
cos  2  gp  = ^-^- 

l+tnggp 
identisch  ist.     Es  folgt: 

r  dx  1  «X  +  /9         p 

^  V«x-+2|3x  +  /        V— «  V^^— «7 

Und   dies  ist   die   einfachste  Form,   unter  welcher  unser 
Integral  dargestellt  werden  kann. 

Wendet  man  zum  Zwecke  der  Auswerthung  unseres  Integrals 
die  zweite  Substitutionsform  an,  welche  in  den  Formeln  (8)  und  (9) 
des  vorigen  §  ihren  Ausdruck  findet,  setzt  also 

Vax'+2i9x  +  7  =  (z  — x)Vä, 
so  wird: 

_  V^'+2ffx  +  y  _  gx  +  y « » y«x'+  2^+  y 

Z — X-^ —j  - 

und  durch  Substitution  aus  (9): 

/dx  1        r   «dz  1       -,       ,   «V 

y« 
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was  ohne  Transformation  mit  der  Formel  (2)  dieses  §  überein- 
stimmt 

Diese  Substitutionsform 

Vä?+  2ßx  +  7  =  (z  —  x)Va , 

welche  bezweckt,  dass  das  für  x  quadratische  Glied  ax  nach  dem 
Quadriren  wegfällt,  dürfte  die  bequemste  sein,  um  dem  Inte- 
gralausdruck im  Falle  eines  positlren  a  sofort  ohne  wei- 
tere Transformation  reelle  Coefficienten  zu  ertheilen. 

Im  Falle  eines  negatlTen  a  erreicht  man,  sobald  y  positiv 
ist,  denselben  Zweck  durch  die  dritte  Substitutionsform 

Vax'^+  2ßx  +  Y  =  nx—Vy, 

auf  welche  sich  die  Formeln  (10)  und  (11)  des  vorigen  §  beziehn. 
Aus  ihr  folgt: 

Vr  +  'Vax^4-2ßx-\.Y 
u  =  — ' '--  > 

X 

und  unter  Rücksicht  auf  (11): 


9 


mithin,  wenn  man  noch 

u  =  vV^«,     (lu  =  dv-V — a 
einführt: 

r  dx  ,       2        /•    dv  2 

1-,^= ^  ^  =  4-  -,_-.•  /— 2  -     -=■  -   ^=-arctngv, 

J  y«x^+  2i9x  +  7  V-«  ./  v^+ 1        V-  a 

d.  L: 

,r^f  dx  2  .      Vy  +  Y^7+2ß^.^ 

J  yax-{-2ßx  +  r      V-a  x-V-a 


Der  kürzeste  Weg  zur  Auswerthung  des  Integrals 

dx 


/y« 


:x'+2/3x  +  7 

dürfte  der  folgende  sein. 

Die   beiden  Werthe   voq  x,   für   welqhe   der  ßadicand   =0 
wird,  sind: 
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X  = 


—  ß  +  Vß'—ar 


a 


Wir  führen  eine  neue  Variable  w  dadurch  ein,  dass  wir 

—  /3  +  w.V^''— «7 


(7) 


X  ^=- 


w 


« 


ax  +  ß 


setzen  —  also  die  Annullirung  des  Radicandeu   für  w  =  +  1  Ij^ 


wirken  —  und  erhalten: 


V 


ß  —  ay 


Vax'+a/jx  +  j'  =  y  ^ — -"'-(1— w'), 


Vl^'-—  «7 

dx  =  --— ^  . dw, 

a 


mithin: 


./  V« 


dx 


2    ,     i 


x^+2/9x  +  7 


1  r     dw  1  ^ 

= , •  /  -,=r— r=-  ,_  —  arccosw  -\-L 

V-a  JVl-w^        V-« 


d.  i.  nach  (7): 
(8) 


—  w'j  +  C 


/ 


dx 


Vax'+2^x  +  / 


1                      ax-\-ß        ^ 
—j-^..  -  •  arc  cos  —^  -.- +  d 

1      .  ox  +  (3 +  Vo- Vax* +  2^x4-7 
— ^  •  t 

V« 


Vi3^-a; 


-i+c 


was  mit  (ö)  und  (2)  übereinstimmt. 
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Besondere  Fälle. 


(9)       /     ,  =  arc  sin  X  -I-  C , 


(11)  r-i^  ==z(x+vY+?~)+c,...(2) 

(12)    {-j^pf-  =  Z (2x  +  b  +  2  Vx(i+b))  +  C  .  .  .  (2) 
./  yx(x-j-b)         ^  ^ 


-m-ii+«--''> 


*"'  /vx,li:in='"'°°'('-f)+'^--<'' 


Vx(b— x) 
dx 


C       (Ix 

(14)     /  --   -    -  =  arc  cos  ( —  1)  —  arccos(+ 1)  =  :t. 
./  Vx(l-x)  ^       ^  ^       ^ 


§  96. 
Integrale  von  der  Form  /x'*(y«x^+ 2/^x  +  /)  dx. 

Anstatt  das  Differential  vermittelst  der  Substitution  neuer 
Variabein  rational  zu  machen  (§  94),  kann  man  auch  vermittelst 
der  Formeln  des  §  91  die  Reduction  auf  das  Integral 

dx 


JYa 


;x'+2i3x+/ 
vornehmen.     Es  bedarf  dazu  nur  der  einfachen  Transformation: 


(1)      /'x''(V/«x'+2i9x+y)'dx=«^|'x''(x'+2^x+|)  dx, 
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nach  welcher  man 

(2)  ii  =  m,       =  — a,    ^  =  b,     ~  =  n 

zu  setzen  hat 

Mehrfach  gelangt  man  hierbei  zu  dem  Integral 

dx 


/ 


x.Vax'+2/9x  +  / 

Für  dieses  ergiebt  sich,  wenn  man 

1        ,             dy 
x  =  -  >     dx  = i- 


einfuhrt: 

dx  r  dy 


(3)  f ^^=^=-^f 

J   x.V«x'-l-2i3x-4-y  J 


—  — » 


so  dass  man  nur  noch  die  Formeln  des  vorigen  §  zur  Substitution 
zu  benutzen  braucht. 

Beispiel  L 

Aus  (1)  und  (2)  folgt  vermittelst  der  Reductionsformel  (l'j 
des  §  91: 

(4)  f  [^/ a^J^2ß^+y)\x 

(«x-f^ (V«^ 2^+r^ _r(if^aj)  r^y^^,j,:^^\ 

{v  +  l)a  (y  +  1)«    J  ^ 

Diese  Relation  lehrt,  jedes  Integral  von  der  Form 

'    f{^/ax'+2ßx+rydx, 

falls  V  eine  ungrade  positive  Zahl  bedeutet,  auf 

dx 


A4 


/ 


./  VaK+2ßx  +  y 

zu  reducireu,  wo  dann  nur  noch  aus  §  95  substituirt  zu 
werden  braucht. 
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Z.  B.  ergiebt  sich: 

{ax-\-ß)Va\--Y2ßii  +  y      ß'—ay    C  dx 


2«      J 


2«  ^«      J  lW+'2^x+y 

r(Vax'+2i3x  +  y)  dx 

t 

^(_«_x_+^j (V«^2>xi^)\_3(^y^y)  r^^ 

4a  4«       J 


—     -  \3 


'4a         "    ^  "  "    8a' 


3(/:?^ — a/)      /  dx 

8«'        J  \ax'\-2ßx'\-y 


Beispiel  IL 

Kehrt  man  die  Formel  (4)  unter  Erhöhung  von  v  auf  {v-\-2) 
um,  so  folgt: 

(r+2)(/9— a/)  •' 
Verwandelt  man  nun  noch  v  in  ( — v)^  so  ergiebt  sich: 

(5)/"  dx  ax  +  i3 


/( 


(Vax'+2^x  +  7)'  („_2)(^*-ay)(V«x^+2iJx  +  7) 


r— 2 


(i^  — 3)a  /•  Ax 
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Diese  Relation  lehrt  u.a.,  jedes  Integral  von  der  Form 


/. 


dx 


(V«x'+2iSx+/) 


falls  V  eine  ungrade  positive  Zahl  ausser  1  bedeutet,  direct 
ohne  Recarslon  aaf 

dx 


/ 


V^^  +  2ßx  +  Y 


auszuwerthen,   da   der  letzte  Summand   in  (5)   für  v  =  'i 
verschwindet. 

Das   Integral    ist   also   eine   irrationale   algebraische 
Function,  nämlich: 

dx 


/( 


(V«x*  +  2/Sx  +  7) 


s 


ax  +  ß 


iß'—  aY)yax*  +  2iJx  +  / 


/ 


dx 


(Vax*  +  2^x  +  r) 


ax-^ß 


3(iS'-ß7)(V«x'+'2"^x7+/)'      ^^^ 


2a         r 


dx 


(Vax*4-2^x+y) 


2« 


ax*  +  2^x  +  7       ß^—ay 


>  • 


«x  +  ^ 


3(^*  —  ay)  Vax*+  2ß\  +  r 


U.   8.   W. 


Es  ist: 

r      x'-dx 

j.Vax'  +  2/9x+7 


Beispiel  III. 


y       V«J       V    ^     «     ^  al 


x 
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ß  r 

Substituirt   man   demnach   in  §  91,  (4)  a  =  — — ,   b  =  — , 

a  a 

n=  — ^-,  80  folgt: 


(6) 


iv« 


x^dx 


x*+2^x  +  / 


x'"-'y^x*+2/9x  +  7      (2m  — 1)^  f       x^'Mx 


_(2m-l)ß  f 
m«       ji 


x-'-^dx 


(m-l)r    /'_ 


-— # 


x^  +  2/?x  +  / 


Durch  die  wiederholte  Anwendung  dieser  Relation 
redacirt  sich  das  vorgelegte  Integral,  falls  m  eine  ganze 
positive  Zahl  ist,  stets  auf 

dx 


r dx 

J  VÖx^  +  2 


ßx  +  r 


wo  der  Coefficient  p  auch  =0  sein  kann.  Ist  ß  =  0  oder 

y  =  0,   so   bleibt   rechts   nur   ein  Integral  übrig,  was   die 
Rechnung  sehr  erleichtert 
Im  Besoudern  ist: 


(7)  /V~™^^    =  -•Väx^27^"^_  ^./V 
J  Vax^+2^x+y       «  « j  Vax' 

J   V«x»+y 


dx 


(9)  T-^t       =  -  ^ 3,'"-'VTz:z+  i^zil .  f  ^":a^_  . 

Wegen  der  Wichtigkeit  des  letzten  Integrals  wollen  wir  es 
durch  wiederholte  Anwendung  der  Recursionsformel  (9)  völlig 
auswerthen. 

Man  erhält,  wenn  jetzt  fi  eine  beliebige  ganze  positive 
Zahl  bedeutet: 

Worpitsky,  DiiTorential-  n.  Integral rochnnng.  29 
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(10)  .„         , 


JVT= 


_     fx'"-'      (2(i-l)x"'-'  (2/i-l>(2//-3)-3-xV  -. 

~      I  2fi   '^'2/i-{2fi—2y      "•"     2>   •  (2|tt— 2)-4-2  ) 

(2//-l)-(2^-3)--3-l  ^^^  .   ,  ,   ., 
(11)  rx^"^'dx 


/'x^''+' 

J  Vi- 


2 


2^  6>    .  2f«  — 2 


f    x*''     ,       2(t 


X 


_ _  J  2/.+l'^~(2^+l).(2>/ -1) "^ *•  •  lyY::^^(, 


2/<    •    (2(1  — 2)- ■■2- x"  I 


+  (2//  +  l).(2//-l) 


Daher  ist  u.  a.: 


(12) 


/•    x"'i\ 

J  VT-- 


dx    _  1-3  »5»  7  ■»(2^—1)    jt 
i  ~  "2.4.  () .  8^      2^ii         2 ' 


0 


(13) 


/»     2  a 


''"+Mx         2.4.6.8...      2/i 


—  X 

0 


3.5.7.D...(2^^-l) 


Anmerkung. 

In  denjenigen  Fällen,  welche  wir  hier  nicht  besonders  be- 
handelt haben,  gelangt  man  stets  zu  den  unter  I  oder  II  bespro- 
chenen Integralen  durch  Reduction  nach  §  91,  (3)  oder  §  91  (4). 
Jedoch  sind  auch  die  andern  Reductionsformeln  jenes  §  je  nach 
der  Lage  der  Sache  von  Nutzen.     Sind  in  dem  Integrale 


rx'*(Vax'  +  2/9x  +  7ydx 


^  und  V  keine  ganzen  Zahlen,  so  lässt  es  sich  im  Allgemeinen 
nicht  in  geschlossener  Form  durch  lauter  Elementarfunctionen 
auswerthen. 
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Ein  strenger  Beweis  für  die  Stichhaltigkeit  dieser 
Behauptung  ist  allerdings  bis  jetzt  noch  nicht  erbracht, 
sondern  g%  steht  eigentlich  nur  fest,  dass  das  Differential 
nicht  generell  rational  gemacht  werden  kann  (was  wir  in 
§  94  bewiesen  haben),  und  dass  man  bis  jetzt  keine  Methode 
der  endlichen  Entwickelung  durch  Elementarfunctionen 
gefunden  hat 

§  97. 
Integrale  von  der  Form  //•(x,Vax  +  b,  V«x  +  ^)dx. 

Lehrsatz. 

Jedes  Integral 


ff(x,  Vax  -f  b ,    Vax  +  ß)  dx , 


dessen   Integrand   /"(x,yax  +  b,    Vax  +  z?)    eine    rationale 

algebraische  Function  von  x,  Vax  +  b  und  yax-\-ß  ist, 
lässt  sich  in  geschlossener  Form  durch  die  Elementar- 
functionen darstellen. 

Man  reducirt  es  auf  die  in  §  94  behandelten  Integrale 
dadurch,  dass  man  die  eine  von  den  Quadratwurzeln  als 
neue  Variable  einführt 

Setzt  man  nämlich 

Vax  -\-  b  =  u 
und  demnach 

x=  ^~     ,  dx  =  -udu,   V«x+^=     -..Vau^  +  (a/3  — ab), 
a  a  ya 

so  folgt: 

|V(x,  Vax  +  b ,  V«x  +  /9)  dx 

=  f  •/?(— ^"  ,   u,^L.y«u"^+(a^^^))udu; 

29* 
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was  das  Integral  einer  rationalen  Function  von  u  undyau^+  (aj?— ab) 
ist  Dasselbe  lässt  sich  nach  denjenigen  Methoden  auswerthen, 
welche  wir  in  den  vorigen  §§  besprochen  haben. 


§  98. 

Beispiele  für  die  Entwickelang  der  Integrale  von 
algebraischen  Differentialen  durch  unendliche  Reihen. 

In  §  72  L.  II  ist  dasjenige  Kriterium  fiir  die  Entwickelungs- 
fähigkeit  einer  Function  nach  steigenden  Potenzen  der  Variableu 
aufgestellt,  bei  welchem  die  Kenntniss  des  Restes  nicht  verlangt 
wird,  sondern  nur  die  Kenntniss  derjoingen  Werthe  der  Variablen, 
fiir  welche  die  Function  aufhört,  monogen  oder  endlich  bestimmt 
zu  sein. 

Die  algebraischen  Functionen  lassen  sich  in  Bezug  hierauf 
verhältnissmässig  leicht  beurtheilen,  da  nur  diejenigen  Werthe 
der  Variablen  kritisch  sind,  fiir  welche  eine  Wurzel  oder  ein 
Nenner  verschwindet.  Ist  die  Entwickelung  des  Differentials  in 
eine  Potenzreihe  ausgeführt,  so  darf  man  (nach  §  75  oder  §  51M 
gliedweise  integriren,  so  lange  der  Integrationsweg  das  Feld  des 
Convergenzkreises  oder  unter  gewissen  Umständen  dessen  Peri- 
pherie nicht  übci-schreitet. 

Hieraus  erhellt  aber  auch,  dass  man  gemeinhin  nur  das 
bestimmte  und  nicht  das  unbestimmte  Integral  durch 
eine  Potenzreihe  darstellen  kann. 

Beispiel  L 

Um  zunächst  ein  Integral  von  bereits  bekanntem  Werthe 
nach  dieser  Methode  zu  behandeln,  erinnern  wir  daran,  dass  in 
§  89,  (6) 


/ 


00 


1  +  X  sin  jtfi 

0 

gefunden  ist 
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Null  lässt  sich  das  Differential  dieses  Integrals  zwar  nicht 
für  alle  Werthe  von  x  innerhalb  des  Integrationsintervalls  in  eine 
Potenzreihe  entwickeln,  es  ist  aber 


I  _  X 


^  x"  _  x';+'     x^+*_  _  x''^^ 


•  •  9 


SO  lange  x  den  Werth   1   nicht  übersteigt.     Daher  hat  man  für 
x=l: 


1 

/ 


Femer  lässt  sich  das  vorgelegte  Integral  in  folgender  Weise 
zerlegen: 

-  dx===r/      -     -dx+/  -         dx; 

0  0  1 

und  das  zweite  Integral  auf  der  rechten  Seite  geht,  wenn  man 
x  =  u-"\  dx  =  — u"'du  einführt,  über  in 

Y-^^;;..-^au=+|^^du=+y\^^,cix 


l  —  ix       2  —  (i~^'d  —  fi      4  —  fi'^ 

Mithin  erhält  man  durch  Summation  der  beiden  für  die  Theil- 
integrale  entwickelten  Werthe; 
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0  0 


dx  — 

JT 

sin  jc/i 

1 

1 

1 L_4._J l_-^_i 

ti       l  +  fi^2  +  (i      3  +  ^^4  +  /< 

,^ L_  -  _J L_  . 

~^l—(i       2  —  (i'^'d  —  fi      4  — /i~^ 


1  1.1  1 


"T~  ^2         Q         ,a         «    I 


i2  2         o^  2    <    q2  2  j2  2 

1  — II       2  — fi       6  — (i       4  — fi 


Das  Endresultat  stimmt  mit  §  66,  (16)  überein. 

Die    dortige    Entwickelung    von    -: galt    für    jedes  //, 

sin  JT^ 

welches  keine  ganze  Zahl  ist.    Daraus  folgt  aber  nicht,  dass  nun 

in  derselben  Ausdehnung  auch  das  Integral 

go 

U— 1 


J      1+^ 


—  dx  = 


0 

sei;  denn  damit  die  beiden  Integrale,  aus  denen  wir  es  zusammen- 
gesetzt haben,  durch  die  unendlichen  Reihen  ausgedrückt  werden, 
muss  erstens  fi^O  und  zweitens  auch  (1  —  i^) > 0,  d.  i.  es  muss 
0  <1  /^  <C  1  sein.  Auch  ergiebt  sich  aus  den  bereits  in  §  89  aus- 
geführten Betrachtungen,  dass  das  Integral  (1)  sonst  keinen  end- 
lichen Werth  hat. 


Beispiel  11. 

Um  das  Integral 


/■ 


dx 


y(i-x*)(i-k*x*) 

0 

in  welchem  k  <11  sein  soll,  für  0<Cx:^'l  auszuwerthen,  kann 
man  u.  A.  so  verfahren.    Es  ist 
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dx 


>(i-x*)(i— kV) 


=  r_dx__ 


{l-kV[ 


2 


0 


/•      dx        ,    1,2    /      x'dx       ,    1-3,4    /     x*d: 


+ 


•  •  •  j 


WO  man  nur  noch  aus  §  96,  (10)  zu  substituiren  braucht. 
Im  Besoudern  ergiebt  sich  [§  96,  (12)]: 


(2) 


1 

/ 


d^x 

V(V-x5'(l^k^?) 


?••+( 


2 


^)"^-+a;!>'+(^!:l>'+-| 


Das  Integral 


Beispiel  III. 


/      dx- 

J  Vi-.^ 


ist  unter  den  zuletzt  besprochenen  Integralen  für  k  =  i  enthalten. 
Es  ergiebt  sich  daher  u.  a.  nach  (2): 


(3) 


1 

/dx       ^ 


'-©■+G-^)-(^)+ 


>  . 


Vermittelst  directer  Entwickelung  des  Differentials  nach  dem 
binomischen  Satze  folgt: 
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W 


r dx 

J  VT^lx^ 


1    x'   .    13  x'   .    1.3. 5    X 


13 


0 


^"^  2 '5  ■^2.4'9  "^^ 
{-1^x^  +  1} 


2-4.6    13 


77  + 


Wir  wollen  das  Integral  noch  auf  eine  dritte  Art  entwickeb, 

indem  wir 

,  dco  dx  d<ö 

X  =  tng  cö ,     dx  =  — 


cosa> 


8 


VYZTx*      Vcos  2  tt> 


einführen.    Dies  giebt  vermittelst  derjenigen  Entwickelung,  welcher 
der  letzte  Ausdruck  nach  §  74,  (12)  fähig  ist: 


(5) 


r      dx       r      dcö 

J  Vi_x*       J  Vcos 2 CO 


V2. 


1    sinöco   .    1'3  sin9a>       l-3'5    sinlSco 


sm  cö •  - 

2 


+  1 


2.4       9 


2.4.6        13      "^ 


Giebt   man   den   oberen   Grenzen   die   correspondirenden    Wertlie 

4 

dx  .    .    1    1    .   1.3   1    .   13. 5     1 


x  =  l,  o>  =  j5  so  folgt  aus  (4)  und  aus  (5)  übereinstimmend: 

1 


Für  andere  Werthe  von  x  aber  ergeben  sich  verschiedene  Ausdrücke: 
Z.  B.  liefert  (4)  für  x  =   ^ 


V3 


1 


(7) 


f     dx 
./ Vl-x* 


1 

V3 


-  •  \ 


1   _l_,li3      1         1-3-5        1 
"^2"5.9i  +  2.4"9.9«  +  2.4-6'i3.9»+"  ■ 


1 


und  (5)  für  x=r  -^^,  cö  = 

V3 


JE 


r»     • 
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(«) 


1 


Yd 


11       1.3  2      13. 5    1 


i—^:  — 


2  5      2.4  y      2.4-G  13 

1.3.5.7.9      2  _ 
2^4-6^10*21 


_1.3.5.7  J^l 
2.4v6.8'l3( 


§  99. 

Die  Productentwickelung  des  Eulerschen   Integrals  erster 

1 

Gattung  (m,n)  =  /  x"'"^  (1  — x)       dx   und  einige  Trans- 

0 
formationen  des  letzteren. 

Es  ist  bereits  in  §  50,  II  gezeigt  worden,  dass  die  Bedin- 
gungen m>0,  n>0  ausreichend  und  noth wendig  sind,  damit 
das  Integral  einen  endlichen,  völlig  bestimmten  Werth  habe.  — 
Wir  setzen  voraus,  dass  sie  erfüllt  seien. 

Dann  ist  nach  §90,(6),  wenn  mau  dort  a  =  — 1  setzt, 
(— x)  für  X,  (m  —  1)  für  m  und  (n — 1)  für  n  schreibt: 

Jx       (1-x)       dx  =  ^x   (1  — x)   +--l_.yx   (1-x)       dx. 


Hieraus  folgt,  wenn  man  mit  Legendre 


(1) 


1 
(m,n)=  rx"-'(l  — x)°~'d: 


bezeichnet,  sofort  die  Transformationsformel: 


(2) 


m+n  ,  1     X 

(m,  n)  =  —^  •  (m+l,  n), 


m 


welche  für  jedes  positive  m  und  n  gilt. 
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■ 

Ausserdem  ergiebt  sich  ohne  Weiteres 


1 


0 

(3)  1  =  11. (l,n). 

Durch  die  r- malige  Anwendung  von  (2)  auf  sich  selbst  und 
auf  (3)  erhält  man: 

1  +  n       2  +  n         3  +  0  1+r+n      ....... 

!=„.___.     ___     .     ._^    ^^^      .  (i+r+l.n,; 

mithin,  wenn  man  noch  mit  der  letzten  Gleichung  in  die  vorletzte 
dividirt: 

m     (m  n\  =  l    li?^±?)     2(m  +  n  +  l)     3(m  +  n+2) 
^'     ^'^      n"m-(n  +  i)'(m+l)(n+2)*(m  +  2)("n  +  3)'" 

(r  +  1)  (m  +  n  +  r)  (m+r  +  l.n) 
■■■(m  +  r)(n  +  r  +  i)'      (r-|-2,n) 

Nun  geht  aber  erstens  aus  der  Dcfinitionsgleichung  (1)  als 
unzweifelhaft  hervor,  dass  der  Werth  des  Integrals  (m,  n)  stetig 
abnimmt,  wenn  der  Exponent  m  stetig  wächst,  dass  also  der  Wcrth 
von  (m  +  r  + 1,  n)  zwischen  (k  +  r  + 1 ,  n)  und  (k  -|-  r  -|-  2,  n) 
gelegen  sein  muss,  wenn  m  zwischen  den  ganzen  Zahlen  k  und 
(k  +  1)  liegt.    Und  zweitens  ergiebt  sich  aus  (2): 

(r  +  2,n) 

=(>+F-r2)0+43)-(i+k+:-+i)-<''+^+^'"^' 

60  dass  bei  jeder  endlichen  ganzen  Zahl  k 
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hervorgeht. 

Mithin  ist  auch 

Daher  ist  nach  (4)   bei  allen  positiven  Werthen  von 
m  und  n: 

(5)  (in,n)=/x"-'(l-x)"~'dx 


1    Um  +  n)    2  (m  +  n  + 1)    3  (m  +  n  +  2)   4  (m  +  n  +  3) 
n'm(n+l)'(m+l)(u  +  2)'(m  +  2Xn-f3)'(mH-3)(n  +  4) 

Setzt  man  beispielsweise  m  ^^  u  =     >  so  folgt: 
1     1\_  f dx 2^  4-4  66 


was  damit  übereinstimmt,  dass  nach  §  95,  (14) 


1 


dx 

0 

und  nach  §  66,  (6) 

:7r_2j2  4^4  6^6 

ist. 

/  I     1»     I      "1        Tl\ 

*)  Liegt  m  zwischen  k  und  (k  +  1),  so  ist  der  Quotient  , -q- — ^r — 

ein  Mittelwerth  zwischen  den  reciproken  Werthen  von 


('+?T2)('+ri3)('+m)-('+r«) 


und 


(■+?Ti)  ('  +  rR)  ('+FTT)-('+r-Tli)  ('  +  FT-;  +  i) 
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Andere  Formen  des  Eulerschen  Integrals  (m,n)  erhält  man 
durch  die  Substitution  neuer  Variabein  für  x. 

Setzt  man  beispielsweise  x=  1  —  u,  dx=  —  du  ein,  so  folgt 

/x"-'(l-x)""*dx=/u"-'(l-ur~'du, 

0  0 

d.  i.: 

(6)  (m,n)  =  (n,m). 

Substituirt  man 

z  ,  dz  .  1 

x=  — — »     dx= =»      1  — x=-— 5 

1  +  2  (1+z)'  1+2 

so  folgt  z  =  0  für  x==0,  z=-\-x>  für  x  =  l,  mithin: 


m-l  Jf       _n-l 


r    z  r    z 

(7)(m,n)  =  / ^^-J^=^ ^:f-.Az,    (m>0,  n>0). 

5^   (1  +  z)  ^  o'  (1+z)  ^ 

Wählt  man  daher  m  und  n  so,  dass  m-(-n  =  -t-l   ist,  so 
erhält  man  mit  Rücksicht  auf  §  89,  (6): 

(ö)  (m,  1  — m)  =  (l  — m,m) 


*    m-l  ^  _-m 


=  /  ^     -dz=/   ^-dz  =  -.-— ,(0<m<l). 
./    14- z  J    I+z  sinjrm    ^  ^ 


4-z  ./     I+z 

0  0 


—  Mit  Hülfe  der  Productentwickelung  (5)  folgt  hieraus  für 
sinjrm  derselbe  Ausdruck,  welchen  wir  in  §  66,  (5)  auf  andere 
Weise  gewonnen  haben.     Denn  es  ergiebt  sich  aus  (5): 


(9)   (1  — m,m)  = 


1        1^  2^  3*  4* 


m-i2  2     o2  2     o2  2     ^2        2     e2  2 

1 — m    2 — m    3 — m    4 — m    5 — m 


Substituirt  man 

X  =  sin  o>*,  dx  =  2  sin  co  cos  w  dw, 
so  entsteht  der  Ausdruck: 
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n 


(lO)  (m, n)  =  2'f  sin ö?""" '  cos co^'' " '  d«,  (0 < m,  0 < n); 


ü 


(11)      (in,l— in)  =  2.y  tngco^""'do>,  (0<ni<l). 

0 

Endlich   wollen   wir   noch   x^  für  x  substituiren,   wo  p>0 
sein  soll,  und  m  fiir  pm  schreiben.     Dann  folgt  aus  (5): 


1 

1    /m 

)  n 

P    ^P 


1 
(12)  ^x"-'(l-~xV"'<ix  = 


__1      l(m  +  pn)    2(m-fpn  +  p)    3(m+pn  +  2p) 
~  pn  * 'm  (7i ^T)" ' (i7i +  p) (ir+2)  Yn»  +  2p 

so   lange  m,n,p  positive  Zahlen  sind. 
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Capitel  XY. 

Integration  transcendenter  Functionen. 

§  100. 

Integration 
der  algebraischen  Functionen  von  Kreisfimctionen. 

Die  Integration  der  Kreisfunctionen  ist  bereits  in  §  67  ge- 
lehrt worden.  Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Auswerthung  des 
Integrals 

y /"(sinx,  cosx,  tngx,  cotx)*dx 

beschäftigen,  dessen  Integrand  f  algebraisch  aus  den  Kreisfunctio- 
nen sinx,  cosx,  tngx,  cotx  zusammengesetzt  ist. 

Bedenkt  man,  dass  sinx,  cosx,  tngx,  cotx  rationale  Functio- 

X 

nen  von  tng   ^  =u  sind,  nämlich: 

2u  1— n*  2u  ^  1— ir 

smx=^     — ->cosx=^—    --»  tngx  = ->   cotxr=^      .       ' 

l_|_u'  1+u'  1-u'  ^ü 

und  dass  nach  §  67 


/ 1    .   .      x"  \  1   ,  .         ,  2du 

(1+tng^-j^dx^du,     dx  =  ---^. 


hervorgeht,  so  ergiebt  sich  sofort  der 

Lehrsatz. 

Vermittelst  der  Substitution 


(1)  tng  J  =  u 


wird  jedes  aus  den  Kreisfunctionen  von  x  algebraisch 
zusammengesetzte  Differential  in  ein  algebraisches  Dif- 
ferential für  u  verwandelt,  und  zwar  so,  dass 
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[2)  Jf (ainx,  cosx,  tngx,  cotx)-dx 

2 

1 
+  u'     l+u"     1— u'       zu    /     14. 


hervorgeht. 

Die  Integrale  aller  rationalen  Functionen  der  Kreis- 
functionen  lassen  sich  in  geschlossener  Form  durch  Ele- 
mentarfunctionen  von  u  auswerthen,^)  die  Integrale  der 
Irrationalen  Functionen  von  sinx,  cosx,  .  .  .  gemeinhin  nur 
dann,  wenn  sie  entweder  die  Form 


/K-F!:S^« 


oder  die  Form 

y'F(u,Vair+b;    V^r+^)du 
öder  die  Form 

y  F  (u,  V«u'-|-  2ßn  +  y)  du 

einnehmen,  wo  F  eine  rationale  Function  der  Argumente 
anzeigt.*) 

In  besonderen  Fällen  können  andere  Substitutionen  eine  be- 
quemere Handhabe  zur  Reduction  auf  ein  bereits  bekanntes  Inte- 
gral bieten;  denn  es  ist  jede  Kreisfunction  eine  algebraische  Func- 
tion jeder  andern  von  gleichem  Argument,  so  dass 

/"(sinx,  cosx,  tngx,  cotx)-dx 

stets  in  ein  algebraisches  Differential  von  v  verwandelt  wird, 
sobald  man  v  nach  Belieben  für  sinx  oder  cosx  oder  tngx  oder 
cotx  einführt. 

Beispiel  I. 

X 

Substituirt  man  nach  der  Anweisung  (1)  tng  — =u,  so  folgt: 
dx  ^    c  du 


r ^ = 2 .  T- 

/  a  +  bsmx  +  ccosx      .     ./  (a 


(a  +  c)-!-2bu  +  (a  — c).u' 
')  Cap.  XIV.  *)  Cap.  XV. 
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Ist  c  =  a,  so  ergiebt  sich  demnach: 

Sind  c  und  a  verschieden  und  ist  a  :^b  -|-c  ,  so  folgt  nach 
§  88: 


l 


X 


dx  2  b  +  (a— c)tng_ 

(4)/     -  V-.    — p     -  -  =  -,  ----arctng     .   = ^-^_"-rC 

■  4  bsmx+  ccosx      y^2_  j,2_  ^z  y^*_  ^2  _  ^z 

b  +  (a — c)tng-jr  —  Vc*+b* — a* 
__  ^        _,.2 z. . lC 

VcV »)'-a'      b  +  (a-c) tng  J  +  W+h^^&'        '' 
Ist  a^=:b^+c^  so  folgt: 


f-' 


(5)  /     ,  ,    .^^--— ^- ? +C. 

a  +  b  sm  X  +  c  COS  X  ,    .   /         v  ^      x 

b  +  (a— c)tng-- 


Belsplel  IL 

Durch  die  Rcduction  auf  das  vorige  Beispiel  ergiebt  sich: 

dx 


(ö)  f 


./(2a 


a  +  h  sin  x''^  c  cos  x^ 
d.2x 


+  b  +  ^)  +  (<5 — h)  cos  2x 

1  X  (a  +  b)tngx       ,   ^ 

arc  tng  —j^  ^    ?.^=z.-  +  C 


V(a  +  b)  (a  +  c)  V(a  +  b)  (a  +  c) 

1  ^  (a  +  b)tngx- Vga+T)(^~+^)  _^  j. 


2V-(a  +  b)(a  +  c)      (a+h)tngx+y-(a+b)(a  +  c) 

Für  a  +  b  =  0   oder   a  +  c  =  0   haben   diese   Ausdrücke   keinen 
bestimmton  Sinn.     Dann  ist  aber  auch  das  zu  entwickelnde  Inte- 

« 

gral  von  einfacherer  Gestalt,  nämlich  das  Product  aus  einer  Con- 
stanten und  einem  der  Integrale 
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r^  =  -cotx+C,   r-^  =  +  tngx+C... §67,(12) u.(ll). 
J    smx  */  C08X 

Will  man  sich  nicht  auf  das  vorige  Beispiel  zurückbeziehn, 
so  kann  man  —  Yon  der  im  Lehrsatz  erwähnten  Substitution  ab- 
^'eichend  —  setzen: 

tngx=v, cosx  = -y  sinx  = -^  x=rarctngv,  dx=  -- 

1-f-v  1  +  v  1+v 

Dadurch  erhält  man: 

dx  c  dv 


r  dx  r 

. /  a  4-  b  sin  x^+  0  cos  x^       ./  fa 


-f- b  sinx  +  0 cos x        ./  (a  +  «)  + (a+ i))v 

^was  ZQ  demselben  Resultat  führt,  wie  oben. 

Ebenso  könnte  man  auch  sinx  oder  cosx  als  Integrations- 
variable einfuhren,  wodurch  dann  irrationale  Differentiale  erhalten 
werden,  welche  sich  in  bekannter  Weise  integriren  lassen. 

U.  A.  ergiebt  sich  aus  (6): 

n 
T 

<^'^>  /-  ■  K  •  ^^ ^=91/7  ^^,^--r-T'(a+b>0,a+c>0). 

5'  a+bsinx +CC08X       2y(a+b)(a  +  c) 


§  101. 

Redactionsformeln  für  das  Integral   /sinx" cos x"dx. 

Substituirt  man  in  den  Reductionsformeln  des  §  90  einerseits 
a  ==  —  1   und  andrerseits  ( —  sin  x^)  für  x,  so  geht 

/x"^(x-a)°dx 
über  in: 

( — 1)  •2-lsmx    ^  cosx    ^  dx. 

Dividirt  man  dann  na«h  der  Substitution  noch  mit  (-l)"^''-'^2 
und  schreibt  m  für  (2m  +  l),  n  für  (2u+  1),  so  erhält  man  der 
Reihe  nach: 

Worpitzky,  Differontlal-  a.  Integralrechnung.  30 
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)/si, 


m+l 


.n— 1 


1)  /  sinx"cosx"dx:=-f~ 


8inx    ■  "cosx"  "      n —  1 


m  +  1 


1    '^ 1     I     •        III+2  n-l  1 

H ---•/sinx       cosx     (Ix, 

m  4- 1  * ' 


2)  /sinx 
3)Ain 


m— 1 


n+1 


m  n  Sinx  cosx    ■  m— 1     f  .       ^^2  n+>j 

cosx  ax=r ^—^ 1 —r-'/sMix       cosx  ^dx; 

n  +  IJ 


n+1         "^n  + 


ra+l 


n— 1 


n,         ni  ,  smx       cosx"   "      n  —  1    r. 

X  cosx  nx=H ; -H ; /smx 

—   '   ~  m  +  nj 


11-2 


m  -j-n 


X  cosx      dx. 


m-1 


n+1 


.inT-     »n  _   u.             sinx       cosx"^       m— 1 
4)1  sinx   cosx  ax=t= z^r  _ —  ~  + 


in  -[-  n 


m-f- 


-•/  sin 

n^ 


m— 2  n  1 

X        cosx  dx: 


5)  /  sin 


x™cosx°dx 


•"^*cosx-^'  ,  m+n+2  /'.      „        ,^,, 

■ — —. ^V4 - • /si"x"cosx  '  (h, 

n  4-  1  n  4-  1    */ 


+  1  '     n  + 

/.x  r  •     m        11  j  ,  sinx"'"^^cosx''"^^  ,  m+n+2  f.     m+2       ii 

üj/sinx  cosxdx=-| -1—7- ^i-r~'/8inx       cosx  dx. 

./  m+1  m-\- 1    J 


Vermittelst  (1)  und  (2)  wird  der  eine  Exponent  um  2  ernie- 
drigt, der  andere  um  2  erhöht;  (3)  und  (4)  lassen  den  einen 
Exponenten  ungeändert,  während  der  andere  imi  2  erniedrigt  wini: 
(5)  und  (6)  endlich  lassen  ebenfalls  den  einen  Exponenten  unge- 
ändert, erhöhen  aber  den  andern  um  2. 

Sind  m  und  n  ganze  Zahlen,  so  gelingt  daher  stets 
die  Reduction  auf  eines  der  Integrale 

/dx  =  +  x  +  C, 

ysinxdx=  — cosx  +  C, §  67,  (lü). 

y*cosxdx=  +  sinx  +  C, §67,(9). 

dx 


(7) 


^    ^  +  Ztng    -  +  C, 
sinx  2 


§  67,  (17). 


/ 

ytngxdx=  — Zcosx  +  C, §67,(15). 

ycotxdx  =  +  Zsinx  +  C, §  67,  (!()'• 

nebst  den  beiden  folgenden  Integralen,  welche  in  der  so 
eben  aufgestellten  Tafel  bereits  enthalten  sind: 


(8) 


/ 
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8inxco8xdx  =  — •  /  8in2x-d(2x) 


=  ^  sin  x*+  C 


/ 


dx 


sin  X  cos  X 


:  —  ^cos2x-f-  C^, 
J  sin2x         '         ^      ' 


Es  verlohnt  sich,  noch  einen  besondern  Fall  anzumerken. 
Setzt  man  nämlich  n  =  —  m,  so  folgt  aus  (1)  und  (2): 


(9) 


(10) 


/tngx"dx  =  +*^^p  -/tnex-'+Mx, 
/tngx-dx  =  +  ^-/tng 


m—  2  j 

X        dx. 


Übrigens  braucht  man,  um  die  Formeln  (1)  bis  (6)  abzu- 
leiten, nicht  auf  die  Formeln'  des  §  90  zurückzugreifen,  sondern 
nur  in  analoger  Weise  zu  verfahren.  Z.  B.  gewinnt  man  unsere 
Formel  (1)  vermittelst  der  partiellen  Integration  in  folgender  Weise: 


—  cosx 


n  — 


■/'" 


/ 


sinx"*cosx'^dx 


sinx  cosxdx 


-/(^ 


cos  X  >     >        üi  T      1  -1 

sinx   cosxdx  dx 


dx 


/= 


n — 1    ■        m  +  l 
COSX        sni''    ^ 


m  + 


ix"^^        n-1     r        n 

-^  •/  cosx 

1  m-j-  1  J 


—2    .        m+2 1 

smx  ^  dx. 


Beispiele. 

Versteht  man  unter  k  eine  ganze  positive  Zahl,  so  folgt  aus 
(3),  (4)  und  (10): 


(  21:— 1    ,    2k — 1  2k— 3   I  \ 

.  cosx  -I-  C08X  +••• 

(11)       /cosx     dx  =  -2j^..  (2k_i)(2k-3)...3  .( 

I •  •  •  +  (2F-::2)l2k=r4y:Tr, -«««^  | 


(2k-l)(2k-3).--3    ^ 
''"(2k— 2)(2k— 4).--2  ■2k"'"     ' 

30* 
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(12)/co8x"+'dx  = 


sinx 
2k+l 


C08X      +  ITi 5-C08X  A 

^^-^  UC: 


+  ;; 


2k   •   (2k— 2)-2        0 


(2k-l)<2k— 3)™1 


ooex 


(13)    /8mx"dx  =  — 


cosx 


(2k-l)(2k^3)^^3         . 
■■■"'"  (2k— 2)  (2k— 4) ...  2 


(2k-  l)(2k-3)...3     X 
''"  "(2k  —  2)  (2k  —  4)  • . .  2  ■  2k  "^     ' 


(14) 


1    •       2kH-l   1 

Isinx    ^  d: 


cosx 
2k+I 


2k    I         21c  2k— 2     I 

8"ix    +jnr— -«nJt        + 


2k— 1 


+  7? 


2k 


(2k— 2).. -2    . 


UC: 


(2k— l).(2k— 3)..l 


sinx 


(15) 


/tngx" 


dx 


tagx"    '_tngx^'  k-itogx'  k 

^  2k— 1         2k  — 3  ^     ^^     '^^  1     ^^     ^>    *  +  '• 


(16) 


/tng 


«k+l 


dx 


tngx*"       tngx"    ^  k+i  tngx*      .       .k+i  ^ 

— -yf,— .rH t-(-l)        --^ 1-(— 1)         -^COSX  +  C. 


2  k 


2k  — 2 


J    COSX 


sinx 
2k— T^i 


2  k— 1  "> 


2k— 2 


cosx  (2  k — 3)  cosx 


k— 3     » 


+ 


(2k -2)  (2k  — 


(2k— 3)  (2k— 5) 


— 4)..2  ( 

—  5)".l.C08x'J 


+f. 
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[_JL_  .  __?]Llli__  .  ... 
r    dx      _8iDx    Jcos^''    •  (2k-2)co8x''-' 

^      ^Jco8x"+^~    2k    1  (2k-l)(2k-3)-..3 

l      ""(2k  — 2)(2k  — 4)...2cosx' 

(2j^-l)_(2k  —  3).  »3    ^^^^U  -^"2/ 
+  "(2k  — 2)(2k  — 4)...2  '  2k  "*" 

Ist  einer  von  den  Exponenten  m  und  n  eine  ungrade 
posltlTe  Zahl,  so  gelingt  die  Auswerthung  des  Integrals 
stets  vermittelst  (3)  oder  (4),  da  man  entweder  auf  das 
Integral 


/sin  x"  cos  X  dx  = /sin  x"*  d  •  sin  x  == 


sinx  ^ 


m  +  1 
oder  auf  das  Integral 

/nj             f       nji                    eosx""^^ 
smxcosx  dx  =  —  Icosx  d«cosx= 

geführt  wird. 

Ist  aber  der  eine  Exponent  grade  oder  negatir  an- 
girade,  so  muss  der  andere  im  ersten  Falle  ganz  und  im 
zweiten  Falles  wenigstens  rational  sein,  damit  sich  das 
Integral  durch  Elementarfunctionen  darstellen  lasse. 

—  Denn:  ist  n  die  ganze  Zahl,  und  setzt  man  sinx  =  u,  so 
gelangt  man  durch  die  Reduction  entweder  auf 


oder  auf 


/  sinx   dx  =  /    ,  -du 

-^  JVl-u* 

smx    .        /    u       . 

dx=/ 2  du. 

cosx         J  1  — u^ 


Die  Entwickelung  des  Integrals  durch  Reihen  ist  auf 
mehr  als  eine  Weise  ausführbar,  namentlich  sowohl  nach 
Potenzen  der  Kreisfunctionen  als  nach  Functionen  der 
yielfachen  Arcus. 
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Wir  wollen  diese  doppelte  Entwickelung  für  das  Integral   in 
seiner  allgemeinsten  Form  vollführen. 
Man  kann  schreiben: 

n  — 1 

/  sin  x"  cos  x'*  d  X  =  /  sin  x"  (1  —  sin  x*)      d  (sin  x) 

und   erhält   durch    Anwendung   des   binomischen   Satzes   auf   diis 
Differential  des  zweiten  Ausdrucks  sofort: 


(19)  Ai 


sinx^cosx'^dx 


inx™-^'__/»-J\    sinx"^+^   ,   /«-»\   ^"x"-^* 
in  +  i"       V    i   /      m  +  3    "'"V   2  )"ii^b 


Nur  darf  hierbei,  damit  diese  Formel  in  unveränderter  GesUlt 
brauchbar  bleibe,  m  keine  ganze  negative  Zahl  sein,  also  nicht 
r^  —  (2k  +  l);  denn  dann  tritt  für  dasjenige  Glied,  welches  in 
(19)  den  Nenner  m4-(2k-t-l)  erhalten  würde,  ein  logarith- 
misches Glied 

(— l)^(^^Vzsinx 
auf,  und  die  ganze  Formel  lautet: 


sin  x    ^ 


f, 


~^'     2 k sin x"  "'' V   f  >* ■  2 (k - 1 ) sin x'^*-"*> 


\k-l/    2-  1  -81 


8111  X*  •  ^ 


+(-l)^(f).^ainx+(-l)''■^■.(tf;).^-^' 

,    ,     ..k+2  /£iii\    sinx*  , 

In  ganz  analoger  Weise  lässt  sich  die  Entwickelung  des  In- 
tegrals nach  steigenden  Potenzen  von  cosx  ausführen. 
Es  folgt: 
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(21 )  /  sin  x"  cos  x"d x 

„  C0SX"  +  '      ,     /P-'\     CÜSX""*''  /m-I\     C0SX"  +  '*     , 

und   anstatt   dessen,   wenn  n^=  —  (2k +  1)   eine   ganze   negative 
Zahl  ist: 


in 

C22)  I    ^,v.^- 


/si] 
cos 


2kco8x'''      V   ?  J  2(k-l)cosx'^''-"'' 

r(-^rm-~^ 

\k-l/     2coi 


cosx" 


2 


k+i/       2 


+  (--1)       .(-2-j.Zcosx  +  (-l) 

Besondere  Bedingungen  für  die  Convergenz  dieser  Entwicke- 
lungen  (19)  bis  (22)  existiren  nicht,  so  lange  sinx  und  cosx  im 
Iiitegrationsintervall  von  +1  verschieden  bleiben.  Wird  aber 
siiix  =  +  l,  so  muss  in  (19)  und  (20)  n  +  l>0  sein;  vyird 
cosx  =  +  l,  so  muss  in  (21)  und  (22)  m+l>>0  sein.  — 
Durch  die  Anwendung  der  Reductionsformeln  (5)  und  (6)  kann 
ina.n  es  immer  dahin  bringen,  dass  diese  Bedingungen  erfüllt  werden. 

Um  unsere  Integrale  nach  steigenden  Arcus  zu  entwickeln, 
kann  man  dasselbe  Verfahren  benutzen,  wie  in  §  68,  nämlich 
dieses,  dass  man 

cosx  =^ ^j=__.(l+e        ), 

2;=— ^^-(1-^        ) 
substituirt  und  dann  das  Product 


8inx"=co8lx — rr)  = 
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(23) 


m  n         ö 

SinX     C08X    =- 


i[(m+.)x-ü^] 


2- 


+n 


(l-e->-)"(l  +  e-'-)' 


mit  Hülfe  des  binomischen  Satzes  in  eine  unendliche  Reihe  ver- 
wandelt. Ohne  die  Convergenzbedingungen  sofort  in  aller  Sdiärfe 
fixiren  zu  wollen,  erinnern  wir  daran,  dass  dieselben  nach  §  73 
im  Wesentlichen  nur  m  + 1  >  0  und  n  + 1  >  0  voraussetzen. 
Dann  ist: 

(l-e-f=l-(T).-'"  +  ®.-'"-(ä)«-'"+- 

(■+e-f=i+(;)»-'"+(5),-"-+(i).-"-+.- 

und  es  folgt  durch  Multiplication: 


(24) 


(l_e-"«)'".(l  +  e-"=')' 


=  1  + 


m,n 
1 


•e         +[  2  . 


e-'*'  + 


m,nl  „-i«x  . 
.  3  J*®        +■ 


wo  der  Abkürzung  wegen 


(»)   h  "]  =  ö  -  G-l)(T)  +  (rl2)(")  -  ■  +  (-1)'  Ci 

gesetzt  ist. 

Aus   (23)    und   (24)   ergiebt   sich   nach   der   Sonderung  der 
reellen  Bestandtheile: 


(26) 


kU  -{-  n    •        m  n 

!  SinX     C08X 


=  cos((m  +  n)x  — -2^j  +  l™j"J-cos^(m+n  — 2)x— ^j 


+ 


+ 


mjc 
2 


2  J-cos(^(m4-n— 4)x  —  ^ 

3  J-cos(^(m+n— 6)x--^j  + 


.  .  .  , 
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4- 


(27)    0  =  sin((m+n)i-?^) 

1   J.8m(^(ni+n— 2)x 2"/ +  L  2  J-8m(^(m+n-4;x- -^ 

[™3  J  •  ^^" (("^  +  n~  6)x  —  ~j  H 

Integrirt  man  jetzt,  so  erhält  man  aus  (26): 


(28) 


sm((m  +  n)x— -. 


m  + 


2  /      fm,  n' 
n  +[    1    .* 


sin  ( (m  -|-  n  —  2)  x  — 


"2/ 


m  +  Q  —  2 


+ 


[    2  J m  +  n-4 +  "" 


oder  faUs  m-|-i3  =  0  ist,  indem  wir  hierbei  der  Unterscheidung 
^w^egen  m  ^  /m  ,  n  =  —  jm  schreiben : 


(29) 


/  tng  x'*  dx  =  X  •  cos  ^ 


jr\ 


+ 


8in(2x+^i 

Ifty—ft]  \  '2/ 

L    1    J "2 


+ 


fl,  —  (t 

2 


,  sin 


in(4x+^^; 


+ 


In  analoger  Weise  folgt  aus  (27),   indem  wir  gewisse  Intc- 
gratioDsoonstanten  durch  f{m,n)  und  ^(ß)  bezeichnen: 

(30)  fim,  n) 

oos((m+n)x-?^^)  oos((m  +  n-2)x-^'' 

+[ 1    J 


m  +  n 


m  -f-  u  —  2 


+ 


rm,nl  co8((m  +  n-4)x-'?j'') 

L  2  J i+T^Ti +  •••' 
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(31) 


9)(//)  =  x.sm-^ 


1 


^   cosf2x 


+';) 


2 


2 


cos(4x 


fijt 


+%j 


'  Die  Gleichung  (28)  wird  für  m  =  n  =  — 1  mit  der  Gl.  (21)) 
des  §  74  identisch,  woraus  man  erkennt,  dass  dje  Entwicke- 
lung  (28)  stets  Gültigkeit  hat,  sobald  m  >  —  1  und  n  >  —  1 
ist,  nur  dass  bei  m  =  —  1  nicht  sinx  =  0  und  bei  n==  — 1 
nicht  cosx  =  0  werden  darf. 

Die  Gleichung  (29)  gilt  demnach  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  — 1<1/^<C+1  sei,  gestattet  aber  auch  den 
Worth  ^  =  +  1,  wenn  im  Intogrationsintervall  nicht 
cosx  =  0  wird,  und  den  Werth  fi  =  — 1,  wenn  nicht  sinx=0 
wird.  —  Vergl.  §  74,  (28). 

Die  Convergenzbedingungen  zu  (30)  und  (31)  sind 
dieselben,  wie  zu  (28)  und  (29). 

Dass  die  Integrationsconstanten,  welche  auf  den  linken  Seiten 
in  (30)  und  (31)  durch  /*(m,n)  und  9)Qi)  bezeichnet  sind,  nicht 
für  m,  n  und  (i  constant  zu  sein  brauchen,  ist  selbstverständlich. 
Dass  sie  es  in  der  That  nicht  sind,  kann  man  aber  auch  leicht 
a  posteriori  darthun;  denn  man  erhält  u.  A.  ohne  Schwierigkeit 
/■(0, 1)  =  0,  während  man  durch  Vergleichung  von  f{ —  1,  —  1) 

mit  §  74,  (32)  findet:  f(—  1,  —  1)  =  -  -^:^. 

o 

Wir  haben  oben  den  besondern  Fall  hervorgehoben,  dass  in 
(28)  m4-n  =  0  ist.  Ist  dort  m  +  n  =  2k  überhaupt  eine  grade 
positive  Zahl,  so  muss  ersichtlicher  Weise  dasjenige  Glied,  welches 


den  Coefficienten 


^       hat,  durch 


[r] 


cos  -  ^  — '  X 


ersetzt  werden. 
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Für   die  durch        '        bezeichneten  Coefficienten   kann    man 

mancherlei  andere  Fomien  finden.  Wir  wollen  noch  eine  Form 
ableiten,  welche  —  u  =  m  =  /i  voraussetzt,  und  eine  andere  wenig- 
stens andeuten. 


Nach  der  Definition  ist 


1 


r 


der  Coefficient  von  z'  in  der 


£ntwickelung  von  (  j  nach  steigenden  Potenzen  von  z.    Aber: 


c 


+ 


1 


^2 

1+1 


tt 


1- 


■)Äv©,S 


Entwickelt  man  nun  im  letzten  Ausdi*uck  die  einzelnen  Brüche 
und  nimmt  diejenigen  Glieder  zusammen,  welche  gleich  hohe 
Potenzen  von  z  besitzen,  so  erhält  man: 


(32) 


(-1) 


r  +  l 


Lr+1  . 


^'ffi  +  ^<ÖG)  +  <3)(2)  +  -  +  ^'"(r1^.)(r) 


Anstatt  ( f— y  — )  in  der  so  eben  ausgeführten  Weise  zu  behan- 
deln, kann  man  auch  von  der  Entwickelung 


ausgehn,  welche  zunächst  den  Ausdruck 


\l  +  z/ 


e-^'^'.e 


2ftt' 
3 


ifiz 


2fis 


e 


e 


•    «    • 


=  tp(z) 


zur     Folge    hat.     Dann    ist    nach    dem    Obigen    und    nach    dem 
Maclaurinschen  Satze  offenbar: 


(33) 
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r 


r! 


Der  Ausfuhrung  der  durch  diese  Formel  vorgeschriebenen 
Operation  stellt  sich,  so  lange  man  für  r  niedrige  numerisch  ge- 
gebene Werthe  im  Sinne  hat,  keine  Schwierigkeit  entgegen.    Man 

sieht  auch  schon  ohne  Rechnung,   dass   man  für  r^'  einen 

nach  Potenzen  von  fi  geordneten  Ausdruck  erhalten  wird.  Das 
Bildungsgesetz  für  die  Coefficienten  dieser  Potenzen  von  fi  ist 
aber  complicirter,  als  dass  es  räthlich  sein  mochte,  uns  hidr  mit 
ihm  zu  befassen. 

Um  die  Resultate  für  die  kleineren  Werthe  von  r  möglichst 

schnell  zu  gewinnen,  schreiben  wir  f  —  —  j  für  (i  und  entwickeln 

die  Exponentialfunctionen  nach  der  bekannten  Reihe  für  e^  Dann 
geht  hervor: 


( 


8  6  7 

=  e^  •  e      •  e      •  e 


l  +  z. 

,       ,  „  2    2  33  44  B5  66  7    7  v* 

V  ^1!^  2!  ^  3!   ^  4!   ^  ö!  ^  Ü!  ^  7!   ^     / 

(3  2    6  3    9  . 

1    ,    _^z    _i_J^l    _1_   ^^_    _|_  ^ 

"^  U3^  2!3*"^  3!3'  / 

_6  «10  8    16  V 

1  -I-  i*-   4-  i*- -  A.A1     4.  \ 
"^"1!5  "^  215'"^  315*  "^'"V 

2    14  8_21 


^  1!7  ^  2!7'        3!7'  / 


Multiplicirt  man  femer  die  Klammern  aus  und  zieht  diejenigen 
Glieder  zusammen,  welche  gleich  hohe  Potenzen  von  z  erhalten, 
so  folgert  man  nach  (33): 
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(34) 


2'+2 
2 

2'+ 2" 
3 

2^+2 
4 


=  /< 


_(«'_ 


1 


2! 


=  »/< 


2 


1 


3T  +  I?3=Ö''^'''+^)' 

6  3 

/*    _|_    _ /*    _  _|_    i* 

5!"'"2!l!3"'"lI5 


=  120''^'+^^''*+^^^' 


2 '  +  2 


t  4  2  2 


7^ /*'(/+ 40/+ 180), 


~2'  +  2 


7  6  3  3 

7l"^4llI3"^  2n!5'^  1I2!3' """in 

=  504Ö  i"  0«*  +  70  /.*  +  784  /  +  720). 

Für  die  Eulerschen  Integrale  erster  Gattung  ergeben 
sich  aus  den  obigen  Formeln,  weil  nach  §  99,  (10) 


2~ 


(m,  n)  =  2  •  /  si 


2m  —  1  2n  — 1  j 

sinx         cosx         dx 


ist,  mehrere  Ausdrücke. 

Es  folgt  nämlich  aus  (19)  und  (21): 

;5)  (ni,n)=--^-y("~  )+^:p2A2    )~i^3'V    s"  )+-• 

n      n+1 V    1    /^n+2\    2    /      n+3 \    3    /^ 
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Femer  folgt,  wenn  man  der  kürzeren  Schreibweise  wegen 

(36)  [2m-1.^2n-l 

einführt,  aus  (28): 

(37)  4"'+»-'.(m,n) 


/m,n\ 


~    1  — (m  +  n)~"'"l  1  ("T— (m  -|-n)-'^" 


m,n 
2 


cosm^  -f-  cosnx 
3_(ni+^ 


jm,nl  cosm^ — cosn^     jm,nl  cosm^-|-co8n^ 
"•"1  3  (■   4  — (m  +  ^+l  4  (""ö  — (m  +  n)    + 


=  cos  m  X  • 


1 


+ 


M 


--',—.+ 


{r} 


l_(m+n)  '  2  — (m  +  ii)   '  3  — (m+n) 
/m,n\ 

+  4— (m+n)^ 


/in,ul 
l  1  / 


+  ö 


i  2 


/ 


+  COS  n  jr  • ' 


(m  +  n)      2 — (m  +  n)      3 — (m  +  n) 

/m,n\ 
13  / 


4 — (m  +  n) 


+ 


Im  Falle  aber  in  dieser  Formel  m  +  n  =  l  sein  sollte,  so 
tritt  für  sie  nach  (29)  die  folgende  ein,  bei  deren  AufsteUung 
wir  uns  wegen  des  Integralwerthes  zugleich  auf  §  99,  (8)  beziehn: 


(38) 


(m,l — m)  =  — 


sinmjr 


^sinm^  +  2oosm^ 


1    jm,l 


— mi       1     (m,  1 — m 
1       (  +  '■- 


i 


1 1 


L+M-'6-1+ 


[m   r\~\ 

offenbar  nicht,   falls  r  eine  grade  Nummer  ist,   während   es  bei 
uugradem  r  eine  blosse  Änderung  des  Vorzeichens  zur  Folge  hat 
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Daher  gilt  nach  (36)  dasselbe  von  l    '    [,  d.  h.  es  ist: 


j";°} =(-!/■{''' 


ml 
r 


Bezeichnet  man  also 
(39)  *(m,n) 


/m,  n)  fm,  n\  fm,  n\ 


•  •  •  » 


l — (m  +  n)       2  —  (m  +  n)      3  —  (m  +  n)      4  — (m  +  n) 
so  lässt  sich  die  Gleichung  (37)  auch  in  folgender  Weise  schreiben: 

(40)  4"+°-* .  (m^  n)  =^  cos  m  jr  •  *  (m,  n)  +  cos  njr  •  4^  (n,  m) . 

Und  weil  nach  (39) 

(41)  *(m,n)  — #(n,m) 


=  2. 


fm,  nl  fm,  nl  /m,  nl 

(   1   /        .        IM        ^        15/ 


+  x-4:-Kv  +  iT-  V^:-f- .+ 


2  — (m+n)   '   4  — (m  +  n)   '   6— (m  +  n) 

ist,  so  lässt  sich  (38)  in  der  Form 

(42)  (m,  1— m) 

=  — =  ^8inmjr +  cosm^'ri»(m,  1 — m)  —  *(1  —  m,m)] 

smm^r 

darstellen,  weshalb  der  Ausdruck  (41)  für  n  =  l  —  m  den  Werth 
jr  cot  mjt  hat. 

§  102. 

Integration  von  Differentialen,  welche  aus  der  Variabein 
und  ihren  directen  oder  inversen  Kreisfiinctionen 
algebraisch  zusammengesetzt  sind. 

Die  bisher  betrachteten  Differentiale  mit  Kreisfiinctionen 
waren  von  der  Beschaffenheit,  dass  sich  noch  Kriterien  von  einiger 
xVllgemeinheit  aufstellen  Hessen,  um  von  vorne  herein  zu  be- 
urtheilen,  ob  das  Integral  in  endlicher  Form  durch  Elementar- 
fuiictionen  auswerthbar  sei.  Als  Mittel  der  Beurtheilung  diente 
die  Reduction  auf  algebraische  Functionen  einer  neuen  Variabein. 
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Hier  sind  wir  im  Gegensatze  dazu  auf  die  Vorfiihrang  ein- 
zelner Formen  angewiesen,  bei  welchen  die  Auswerthung  mittelst 
,  geschlossener  Ausdrücke  gelingt.  Wir  wollen  uns  nur  mit  den 
wichtigsten  derselben  befassen. 

£s  ergiebt  sich  durch  partielle  Integration: 

(1)  /  x"  sin  X  dx  =  —  x"  cos  x  +  n  -jx^"^  cos  x  dx, 

(2)  /x"cosxdx==  -|-  x'^sinx —  U'lx^'^^Qinxdx. 

Wendet  man  diese  Formeln  abwechselnd  auf  einander  an,  so 
erhält  man,  falls  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 


(3)  Tx"  si 


sinxdx 


x^cosxdx 


=  —  x"cosx4- lU  1  )x"    *8inx-{-2!f 2)x"    ^cosx — 3!ft*jx"    ^sinx 
-4l(j)x"-*co8x  +  ..., 

(4)  / 

=  +  x"sinx+ll(j)x"-'co8x— 2!(2)x""Sinx~3l(3)x"~^cosx 
+  4!L  jx^^^sinx-f  ••• 

—  jede  von  den  beiden  Formeln  (3)  und  (4)  so  weit  fortgesetzt 
bis  sie  von  selbst  abbricht. 

Kehrt  man  die  beiden  Formeln  (2)  und  (1)  um,  indem  man 
zugleich  ( — n)  für  (n — 1)  schreibt,  so  ergiebt  sich: 


(6) 


/sin  X  ,                    sin  X          ,1       /*cos  x  , 
dX= r-f     r"l    rdX, 
x"                   (n_l)x'*-'^ü-lj   x"-» 

/cos  X  ,                    cos  X                 1       /*sin  x  , 
-   ---dx  = ./ -dx. 
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Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formeln  auf  einander 
gelangt  man,  falls  n  eine  gajize  positive  Zahl  ist,  schliesslich  zu 
einem  der  beiden  Integrale 


/sinx  -       rcosx  , 
—  dx.y  -— dx, 


welche  sich  nicht  in  geschlossener  Form  durch  Elementarfunctionen 
auswerthen  lassen. 

Substituirt  man  aber  für  sinx  und  cosx  die  unendlichen 
Reihen  §  61,  (2)  und  (3),  durch  welche  diese  Functionen  definirt 
sind,  so  folgt: 

^    •  1  3  6  7 

(7)  y5?£d.  =  c+ij-^  +  j^j-^^  +  ..., 

(8)  /£^^.,=c  +  t,-,f5  +  ,5l_jf,  +  ... 

übrigens  kann  man  das  erste  von  diesen  beiden  Integralen 
ncM3h  in  einer  andern  Weise  auswerthen,  welche  zugleich  geeignet 
ist,  die  obere  Grenze  unendlich  gross  zu  machen,  was  in  (7)  nicht 
angeht. 

Wir  schreiben  der  grösseren  Bequemlichkeit  wegen  {jtx) 
für    X.     Dann    ist  bei  jedem  positiven  ganzen  n  für  x  =  n+u: 

/sin(^x),          /  sin(njr +  ^^)  1         /     ^^^    /sin(jru)- 
— ^^ — ^dx=  /  — ^^ — ~ ^du  =  ( — 1)  •  /  — ^^ — ^du; 
X                J         n+u  J    n  +  u 

n  0  0 

und  wenn  man  noch  u=l — v  einfuhrt,  offenbar  auch: 

n+l  1 

/8in(:;rx),  .     ^x»    /     sin(jrv)      . 

—  - — ^dx=r(— 1)  •  /  ; — ,  '     ^     dv. 
X  J  (n  +  l)-v 

n  0 

Addirt   man  die  beiden  letzten  Gleichungen  und  schreibt  zugleich 
X  für  u  und  v,  so  folgt: 

Worpitzky,  Differential-  u.  Intogralroclinang.  31 
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n+l 


2-f^^hz  =  (-l)'.  Im.(x±)iz 


'     +         ' 


n+x      n  +  l  —  X 


n 


0 


Wird  nun  n  nach  der  Beihe  =  0,  1,  2,  .  .  . ,  (n  —  1)  genommen, 
so  erhält  man  unter  Benutzung  der  Formel 


u  1.  fi  o  n 

/=/  +  /  +  /  +  •••+/ 

0  0  12  n-l 


den  folgenden  Ausdruck: 


(9) 


2. 

0 


n 

/sin  (:t 


^) 


dx 


=  / sin(^x)dx' 


x^l— X      l  +  x      2— x^ 


n — 1  1 


n — l+x        n— X 


Der   Inhalt   der  Gesichtsklammer   auf  der  rechten   Seite   nähert 
sich   nach  §  66,  (16)  bei  unendlich  wachsendem  n  dem  Grenz- 


werthe    . 


jt 


8in(jrx) 


Mithin  ist: 


oo 


(10) 


/sin(jrx)  .         jr 


0 


und  überhaupt  für  jedes  beliebige  positive  a: 


00 


00 


(11) 


/sin(ax)  .  /  sinx  ,         ^     ,v 

— --^dx=j--dx=2.  >) 


0  0 

wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  x  =  au  setzt. 


*)  WUl  man  die  Gleichung  (11)  nach  «  differentiiren,    so  darf  mau 
(vergl.  §  34)  nicht  unter  dem  Integralzeichen  differentiiren,  weil  das  Integral 

oo  OD 

/'(^"sinlax)   dx  f     -  /     s  a 

I 5 =  —  1  X  8m(ax)  dx 

0  "  0 
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r'sinax - 
Als  Function  von  a  betrachtet,  ist  das  Integral  /  — ^ — ^^ 


0 


stetig  mit  Ausnahme  der  Stelle  «  =  0,  wo  es  den  Doppelspruug 

von  +  ö"  auf  0  und  dann  auf  —  -    macht. 

Substituirt  man   aus   der  Formel   (16)   des  §  66  in  unsere 
Formel  (9),  so  kommt: 


(12)  2./^^''-'^ 


dx 

^  X 

0 


1 

^=3t — ( — 1)  '  I  sm(jtx)Ax' 


M 


+  ' 


+  x      n+l  —  X      n+l  +  x 
1 


0 


n  +  2  — X 


+ 


I 


n      r  h  +  x     n+i  '  - 

—  (— 1)  .2.|sin(jrx)dx.^ 


+  x   '   n  +  24-  x| 

Und  ist  die  obere  Grenze  keine  ganze  Zahl,  sondern  =n  +  z, 
wo  wir  0  <  z  <<  1  annehmen,  so  kann  man 


keinen  endlichen  Werth  hat.  Man  kann  sich  aber  auch  sehr  leicht  direct 
uberzengen,  dass  die  Relation,  welche  durch  Differentiation  unter  dem 
Integralzeichen  erhalten  würde,  nämlich 


00 

/  cos(ax)dx  =  0, 


0 

falsch  ist;  denn  es  ergiebt  sich  der  Werth 


z 

/  cos  (ax)  dx  =  —  sin  (az) , 


welcher  bei  anendlich  wachsendem  z  zwischen und  H —  oscillirt. 

<x  a 

31* 
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/8m(:7rx).  /  sm(jrx)  .      ,   ,     ..n   f  sin (jtx), 

~     >  --- clx=  /  — ^^ — ^dx  +  ( — 1)  •  /  — ^i — ^dx 
X  j  X  V  ^    j       u  +  X 


0 


setzen,    woraus    sich    der    Zuschlag   verhältnisinässig    leicht    be- 
rechnet. 

Auch  in  den  meisten  andern  Fällen,  in  denen  das  Differential 
das  Product  aus  einer  Potenz  von  x  und  einer  Kreisfunction 
eines  Vielfachen  von  x  oder  des  Logarithmus  einer  solchen  ist, 
sind  die  Formeln  des  §  66  nützlich,  um  das  Integral  durch  eine 
unendliche  Reihe  darzustellen.  Z.  B.  ergiebt  sich  aus  §  66,  (27) 
und  (24)  für  — l<x<+l: 

(13)  ^/x^tng^^dx 


c+v^rF2+"*'/rf4+°«'^HF6+ 


•  • » 


(14)  [xf^-'-tcoa^-dx 


j^+i  j^+*  ^p+« 


C  —  C  •  —-; ,— ^  —  C'-rr-, : — tt  —  C, 


«   1(11  +  2)       *  2(11  +  4)       «  3(^  +  6) 
wo 

bedeutet  und  in  endlicher  Form  durch  die  dortige  Formel  (40) 
bestimmt  v^ird. 

Kommen  im  Differential  Inyerse  Kreisfunctionen  vor, 
so  gelangt  man  in  den  einfacheren  Fällen  dadurch  zum 
Ziele,  dass  man  dieselben  als  Integrationsyariabeln  ein- 
führt. 

Denn  man  erhält  dadurch: 
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(15) 


/  /"(arc  sin  x)  dx  =  +  /  f{n)  cosu  du ,  arc  sin  x  =  u ; 

/ /'(arcco8x)dx  —  — /  /'(v)8invdv,   arc  cos  x  =  v; 

//•(arc  tng  x)  d  X  =  +  f^  ^-\  d  w , 
•'  ^  cosw 

/ /"(arc cot  X)  dx  =  —  / -(— y  dz , 


arc  tug  X  =  w ; 


arc  cot  X  =  z . 


Z.  B.  ergiobt  sich: 


(16) 


/(arc sin  x)  dx  =  /u"cosudu, 


so  dass  man  jetzt  die  Formel  (2)  oder  (6)  anwenden  kann,  mid: 


(17) 


/(arccosx)  dx  =  —  Iv^sinvdv, 


was  nach  (1)  oder  (5)  weiter  zu  behandeln  ist. 

Hieraus  folgt  im  Bcsondem  unter  Benutzung  von  (4): 

(18)   /(arcsinx)  dx  =  /u*co8udu  =  u*sinu4- 2uco8u  —  2sinu 

=  x(arc8inx)  -j- 21^1  —  x^* arcsinx  —  2x. 

Ist  das  Differential  das  Rroduct  aus  einer  inversen 
Kreisfunction  und  dem  Differential  einer  algebraischen 
Function,  so  kann  man  das  Gesammtintegral  stets  auf  das 
Integral  einer  algebraischen  Function  reduciren. 

Bezeichnet  man  nämlich 

//•(x)dx  =  F(x), 
SO  folgt  durch  partielle  Integration: 
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(19 


(20 


(21 


(22 


/C  F(x) 
/■(x)  arc  sin  x  dx  =  F  (x)  axc  sin  x  —  /  ■  dx, 

JVl-x* 

/C  F(x) 
/"(x)  arc  cosx  dx  =  F  (x)  arc  cos  x  +  /         -^—  dx , 
jVl-x* 

r  C  F(x) 

I  /"(x)  arc  tngx  dx  =  F(x)  arc  tngx  —  / ^-^  dx , 

j  f(x)  arc  cotx  dx  =  F  (x)  arc  cot  x  +  / ^^-^  dx . 


Wie  maii  die  Integrale  auf  den  rechten  Seiten  von  (19)  bis 
(22)  zu  behandeln  hat,  ist  in  den  beiden  vorhergehenden  Capiteln 
gelehrt  worden. 

Im  Besondem  ist  demnach: 

/x  arc  tngx  =  -^-  x*  arc  tng  x  —  9  /  "   — 2^^ 

=  2^(l  +  x')arctngx— 2^x. 


§  103. 

Integration  von  Differentialen, 
welche  aus  der  Variabein  und  ihren  Exponentjalfunctionen 
oder  Logarithmen  algebraisch  zusammengesetzt  sind.  — 

Der  Integrallogarithmus. 
Da 

ist,  so  darf  man  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  sowohl  bei 
den  Exponentialfunctionen  als  auch  bei  den  Logarithmen  stets  c 
als  Basis  voraussetzen. 

Ausserdem  ist,  was  schon  in  §  47  erwähnt  und  benutzt  wurde: 
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(1)      <    ^  ^  )'(e^=vi,x  =  ln). 

j    /  5Ei(u,Zu)du=:  /  9)(e*,x)e*<lx>  I 

Dies  zeigt  die  Reductiön  von  Integralen,  deren  Differentiale  ausser 
der  Variabein  noch  Exponentialfunctionen  oder  Logarithmen  ent^ 
halten,  auf  einander  an;  so  dass  man  nur  eine  von  diesen 
beiden  Gattungen  einer  näheren  Betrachtung  zu  unter- 
werfen braucht,  um  auch  bei  der  andern  das  Wesentliche  zu 
übersehn. 

Hier  liegt  uns,  nachdem  wir  uns  in  den  §§  45  und  47  schon 
einmal  mit  dem  Gegenstande  beschäftigt  haben,  nur  noch,  ob,  eine 
Nachlese  zu  halten  und  diejenigen  wichtigeren  Fälle  in  Betracht 
zu  ziehn,  zu  deren  Bewältigung  die  Mittel  erst  später  gewonnen 
sind. 

Zunächst  beachte  man  den  folgenden  Satz: 

Ist  der  Integrand  eine  algebraische  Function  von 
e*  =  u,  So  ist  das  Differential  für  die  Variable  u  alge- 
braisch.    Denn  es  folgt: 

(2)  /f(e')dx=y'Mdu. 
Z.  B.  ist: 

(3)  f-T~=I=f-/ '^  =  /*-rfr  =  arctogu  +  C 

^  e+e  /    „i_±\.„      J  u+1 


u  +  ^-u 


=  arc  tng  (e^)  +  C, 


(5) 


=  C-«(l  +  e-'), 
dx  r     du  2 — u 


f     i'L^^f     5_"__  =  arc  cos  ^-=^  +  C  .  ■  ■  §  93,  (5) 

=  arccos(2e~*— 1)  +  C=2arctngye^— 1  +  C 
und  demnach: 
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/dx  jr 

0 

OD 

0 

dx 


ao 


(«)  /Ve^T  =  " 


0 


Femer  folgt  aus  (1)  der  Satz: 

Ist  der  Intogrand  eine  algebraische  Function  von 
l\x  =  Xy  so  ist  er  das  Product  aus  e^  und  einer  algebrai- 
schen Function  von  x,  nämlich: 

(9)  ff(lu)dn=ff(x)Q^äx. 

Wo  die  bereits  in  den  §§  45  und  47  entwickelten  Formeln 
nicht  ausreichen,  wird  man  demnach  entweder  für  e'  oder  für  f(i) 
oder  auch  für  beide  Functionen  gleichzeitig  eine  unendliche  Reihe 
einzuführen  haben,  um  die  Integration  durch  Elementarfunctiouen 
zu  bewerkstelligen.  Behält  man  zunächst  e*  bei,  so  bleibt  die 
Auswerthung  von  Integralen  von  der  Form 

yx"^eMx=y(!urdu 

übrig,  welche  theilweise  bereits  in  §  47  behandelt  sind.  Sonst 
kaim  man  vermittelst  der  bekannten  Reihenentwickelung  voa  c^ 
jedenfalls 

^m  +  1  x™"*"*  x""^*  x""^* 

'^^+(m+r)+r!(s;4r2)+2i(^^ 

darstellen:  mit  Ausschluss  von  x  =  +  oo  und  von  ganzen  negativen 
Werthen  des  m. 

Namentlich  interessirt  der  Fall,  in  welchem  m  =  —  1  ist  und 
x  =  —  oo  oder  u  =  0  zur  unteren  Grenze  genommen  wird,  d.  li- 
es interessirt  namentlich  das  Integral 
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QO 


Dasselbe    wird    der    Integrallogarithiniis    von   u   genannt  und 
gewöhnlich  durch  li-u  bezeichnet. 

Es  fragt  sich  zunächst,  in  welchem  Umfange  dem  Integral- 
logarithmus durch  diese  Definition  ein  völlig  bestimmter  Werth 
ertheilt  ist.     Denn  obgleich  die  untere  Grenze  des  Integrals 


(10) 


tu 

•  e" 


li'U  =  I    .— =/  — dx 
J    Zu.       J     X 


0 


00 


1 


keine  Schwierigkeit  macht,  weil   .      bei  der  Annäherung  von  u 

Zu  1 


an  Null  verschwindet,  so  darf  nicht  übersehu  werden,   dass 


Zu 


bei  der  Annäherung  von  u  an  1  negativ  unendlich  wächst,  und 

dass 

d(l-u) 

-1 


lim  — . =  lim  • 


u  =  l 


In 


u=l 


du 


=  lim  • 
u=l  u 


— 1 


1 


ein  völlig  bestimmter  endlicher  Werth  ist    Daher  hat  man  nach 
§  50: 


lim  • 
u  =  l 


/  d u^  .  /  da 
J    lu     J  1  —  u 

0  0 


=  — 1 


oder: 
(11) 


lim  • 


li'U 


u  =  ini-u) 


=  +1, 


so  dass  der  Integrallogarithmus  li-u  bei  der  Annäherung 
von  u  an  1  negativ  unendlich  wächst,  wie  2(1  —  u),  und 
nur  für  0^u<l  einen  Sinn  hat,  sich  aber  innerhalb 
dieses  Intervalles  von  li*0  =  0  aus  stetig  ändert  und  dem- 
nach stets  negativ  ist. 

Eine  Entwickelung  des  Integrallogarithmus  li  •  u  nach  steigen- 
den Potenzen  von  u  ist  unmöglich,  wie  sich  aus  §  72  ergiebt,  weil 
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seine  Derivirte  ~  =    --v-  = ,     ]  .     ihren  Werth  ändert,  wenn 

Im       Z(re'^)       ir  +  i(> 

Q  um  23t  wächst.     Man  kann  ihn  aber  nach  steigenden  Potenzen 
von  2u  =  x  entwickeln. 


Denn  da 


<v»  1  1  2  3 

e         1    .    1     .    X    .    X     .    X 


(^2)  T  =  7  +  r!+2!+ä!+4r  +  - 

ist,  so  erhält  man: 

/»pX  1  2  3  4 

y-dx  =  C  +  Zx  +  ^^  +  ^^-  +  -2^  +  -^  +  -' 

wo  die  Constante  C   nur  von   der  unteren  Grenze  des  Integrals 
abhängt. 

Nach  dem  Obigen  besitzt  das  Integral  für  die  untere  Grenze 
x  =  —  oo  oder  u  =  0  einen  bestimmten  endlichen  Werth.  Also 
ist  die  Constante  C  auch  bei  dieser  unteren  Grenze  eine  völlig 
bestimmte  Zahl  M  und  muss  sich  ermitteln  lassen,  wenngleich 
unsere  Reihenentwickelung  nicht  direct  dazu  tauglich  ist. 

Nach  Mascheroni  ist  sie: 
(13)  M  =  0,  577215  664901  532860  618112 .. .  i) 

Und  man  hat  mit  diesem  Werthe  von  C: 

,14)      „,.  =  „  +  |,(t.)'+M'  +  5^'  +  (^  +  g  +  ... 
(15)       li.e--M  +  Zx      -^  +  ^;-^  +  -^-- 

{0<X<  +  cx>} 

Um  eine  Formel  zur  Berechnung  von  M  zu  erhalteo, 
stellen  wir  die  letzte  Gleichung  noch  in  der  Form 


')  Wir  bezeichnen  sie  mit  M,  um  dadurch  an  ihren  ausfahrlichsten 
Berechner  zu  erinnern,  nennen  sie  aber  die  Eulersche  Constante  wegen  der 
Bedeutung  der  £ul ersehen  Arbeiten  auf  demjenigen  Gebiete,  auf  welcheio 
diese  Constante  eine  Rolle  spielt.  Nach  Euler  hat  Legendre  am  meisten 
zur  Durchforschung  desselben  beigetragen. 
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(16) 


li-e" 


^=M  +  tx+f^  ^^    ^ 


dx 


dar,  welche  sich  mit  Rücksicht  auf  (12)  sofort  ergiebt,  und  ziehen  aus 
ihr  und  der  Definitionsgleichung  (10),  nach  welcher  lim  •  (li»e~*)=0 

ist,  die  Folgerung,  dass 


M 


=-■  /- 


—  e 


— I 


dx  — Zn 


n=cx>  I  0 


sein  müsse. 

Bedenkt   man   nun,   dass  nach  §  40,  (3)   desto   genauer,  je 
grösser  n  ist. 


e 


—  X 


=('-^) 


gesetzt  werden  kann,  sobald  nur  x  nicht  ;>n  gemacht  wird,  so 
erhalt  man  demnach  auch: 


M  =  lim  • 


:  iiiu  •    \ 

n=oo[ 


1 


-0-^)' 


dx  — Zn> 


Setzt  man  endUch  hierin 


1- 


—  =  z,    x  =  n(l  —  z),     dx=  —  ndz, 
n 


so  folgt: 


M 


=  lim-  l  I dz  —  tu 


n=cx)  I  0 


oder,  weil 


1  — z' 

1  — z 


«  I    _s 


rrrl+Z  +  z'+z'H \- Z 


.n— 1 


ist: 

(17)  M 


=^^J^+'2+'S+J  +  -  +  ^-'-\ 
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Direct  zur  numerischen  Berechnung  von  M  ist  diese  Formel 
noch  wenig  geeignet,  weil  mau  n  sehr  gross  annehmen  müsste, 
um  eine  nennenswerthe  Genauigkeit  zu  erhalten.  Man  kann  sie 
aber  leicht  so  umgestalten,  dass  die  Rechnung  bequemer  wird. 

Nach  §  42,  (3)  ist  nämHch: 

\       rJ  1    r       2    r'       3    r'       4    r* 

Macht  man  in  dieser  Gleichung  r  nach  der  Reihe  =2,3,4,  ...,  ß 
und  summirt  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  Za-j- 2b  =  t(ab),  so 
erhält  man,  indem  der  Abkürzung  wegen 

^       2^  ^  3^  ^  4^  ^      ^  n^ 


geschrieben  wird,  bei  den  oberen  Vorzeichen: 
und  bei  den  unteren: 


Aus  diesen  beiden  Relationen  folgt  beziehungsweise: 

i  +  s^-z(n+i)=i-e2+^s-As,+ls-ls^+- 

1  +  S-Zn  =1  _ls,-^S-As-^S,-..- 

Lässt  man  nun  n  unendlich  wachsen,  so  ist  nach  (17)  der  Grenz- 
weith  eines  jeden  dieser  beiden  Ausdrücke  =  M,  und  zwar  der- 
jenige des  letzten  Ausdrucks  immittelbar  nach  der  Angabe  von  (Hl 
derjenige  des  vorletzten  aber  deshalb,  weil  die  Gleichung  2(n-f  ^' 

:=tn-{-lil-\ — ^j  gilt,  in  welcher  der  letzte  Summand  die  Null 

zum  Grenzwerthe  hat. 

Die   S^   der   rechten   Seiten   verwandehi   sich   bei   unendlich 
wachsendem  n  in  Summen  convergenter  Reihen 

(18)  ..=  ^+3\-  +  ^  +  f  +  -- 
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Demnach  ist  nach  (17): 


C19)  li=l-l2  +  L^-U-^l,-^,^  +  ... 


(20) 


M  =  l 


2*»      3^»      4*«      5 


•  •  > 


uiiri    wenn   man  noch  die  halbe  Summe  dieser  beiden  Ausdrücke 
fiir    M  nimmt: 

Namentlich    der   letzte  Ausdruck  convergirt   schon    ziemlich 
schnell.*)    Denn  es  ist: 

^•«3    =0,067  3523011,  ^-5^^=0,000000449  2, 

^•5^    =0,007  3855510,  ^.5^^=0,0000001004, 

^.g^    =0,0011927539,  ^-5,^=0,0000000227, 

J-S^   =0,000223154  8,  ^-5„  =0,0000000052, 

j^.5,j  =0,000044926  2,  ^^  -  5„  =  0, 000  000  001  2 , 

^-5^^=0,000009  4395,  J^- 5,^  =0,0000000003, 


s 


(22) 


) 


15  '" 
uncl   nach  §  43: 


;^.c,  =0,0000020392, 


U.  8.  W. 


«1/2=1^.22  =  0,346  573  5903. 


Mit  Benutzung  dieser  Werthe  bis  q      findet  man  M  aus  (21) 
scb.on   auf  6  Decimalstellen  genau,  wie  man  sich  leicht  überzeugt. 


*)  Eine  bequemere  Formel  wird  in  §  112,  (10)  aufgestellt. 
')  Eine  ausführlichere  Tafel  in  19  Decimalstellen  hat  Legend re  im 
2ton    Theil  seiner  Traitö  des  fonctions  elliptiques  auf  Seite  432  gegeben. 
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§  104. 

Int^rale  von  DiflFerentialen,  welche  Exponential 

KreisfiiDctionen  enthalten. 


-  und 


Es  ist 


/ 


^(a-fib)x  j^_e^ __a— ID     J»-}-ib)x 


a+ib       a^+b^ 


e^ 


zu  welchem  Resultate  man  sofort  gelangt,  wenn  man   (a-{-ib)x 
als  Integrationsvariable  einführt. 

Denkt  man  sich  nun  a  und  b  als  reelle  Zahlen,  so  folgert 
man  hieraus  durch  die  Sonderung  der  reellen  Bestandtheile: 


(1) 


(2) 


r  »X       /u  \j         n   I     »X  acos(bx)  +  b8in(bx) 
le     cos(bx)dx=^C4-c ^^2 i~    — ' 


a'-f  b' 


/,,.„.,         <-,  ,     »T  a8in(bx)  —  bc08(bx) 
e"sm(bx)dx  =  C  +  e" M-TTl— — "• 
a.  -4-  h 


a'  +  b' 

Selbstverständlich  kann  man  dieselben  Resultate  auch  dadureb 
erhalten,  dass  mau  die  linken  Seiten  partiell  integrirt. 
Für  ein  negatives  a  =  —  a  folgt  hieraus: 


(3) 


00 

/  e~''*co8 (bx)  dx  =  — r — 
./  a-i- 


(4) 


00 

/e~"'  sin  (bx)  dx  =  — 
a 


+b'" 


b 

2  I  1.2 


(«>0); 


+  b' 


und  es  lassen  sich  aus  diesen  Gleichungen  neue  Relationen  durdi 
Differentiation  und  Integration  nach  den  Parametern  a  und  b 
ableiten. 

Z.  B.  ergiebt  sich  aus  (3)  und  (4),  obgleich  diese  Gleichungen 
für  den  Substitutionswerth  « =  0  nicht  mehr  zutreffen,  durch  In- 
tegration nach  a  zwischen  einem  positiven  a  und  lim«a  =  0: 


(6) 


00 

r- 


—  e 


—  ax 


cos(bx)dx 


=tV^  +  r.' 
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OD 

.— flfx 


C^)  /  sin(bx)dx  =  arctngT-- 

0 

Lässt  man  a  in  (7)   unendlich  wachsen,   so  erhält  man 
wie  in  §  102,  (11),  für  b>0: 


*  sin(bx)   ,         n 
'  dx  =  7T- 


J  X        ^"      2 

0 


£s  verdient  noch  angemerkt  zu  werden,  dass  man  in  (6)  und 
(7)  nicht  unter  dem  Integralzeichen  nach  b  differentiiren  darf. 
Die  Integrale 

/  e**  (cos  b  x)  dx,     /  e'^(8in  b  x)  dx 

kann  man,  falls  n4-l>0  ist,  nach  §  68  und  §  74  stets  durch 
Integrale  von  der  Form  (1)  oder  (2)  ausdrücken,  da  sich  dann 

(cosbx)  und  (sinbx)  durch  die  erste  Potenz  der  Gosinua  oder 
Sinus  der  Vielfachen  von  x  darstellen  lassen.  Und  zwar  erhält 
man  geschlossene  Ausdrücke,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  sonst 
unendliche  Reihen. 

Nach  dieser  Methode  ergiebt  sich  z.  B.: 

/  e*'cosx'*dx 
=  — •  /  e**dx-|cosnx  +  L  jco8(n — 2)x  +  f2)ßös(n  —  4)x-| > 


2 

d.  i.  nach  (1)  für  n  +  l>0: 


cosx''  dx  —  C 


(8)  /e* 

e"  facoanx+nsinnx  ■  /n\aco8(n— 2)x  +  (n— 2)8in(n  — 2)x         \ 


<^)  /e-"cosx"dx 


00 

/ 


=  iL  I   ♦  ^        I         (")  I  (^/  I 

2"  j«»+n^  '^«''+(„_2/  "^«^  +  („-4/ 

{«>0,     i,+  l>0} 
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Anstatt  die  Functionen  des  vielfachen  Arcus  einzuführen, 
kann  man  aber  auch  vermittelst  der  partiellen  Integration  zum 
Ziele  gelangen. 

Es  ist  nämlich,  wenn  man  zmiächst  nur  die  Integration 

e    ax  =  — e 
a 

ausführt: 

/  e**(cosbx)  dx 

=  -e**(cosbx)   +  —  /  e^^Ccosbx)       sinbxdx. 
a        ^  "^         a  ./         ^ 

femer  bei  analogem  Verfahren: 

/  e**(cosbx)       sinbxdx  =  — e*^(cosbx)       sinbx 

+     /  e* ^  [(^ — 1)  (cos  bx)       (sin  bx)  —  (cos  b x)  J  d x 

1     ax/         1     \"~^    •     i_  i 

=:  — e    (cosbx)       smbx  ' 

a        ^  ' 

b(n  — 1)    r  ax/         1      \°-2j  tn   f  ax/         u     x"  J 

-| -le     (cosbx)       dx Ic     (cosbx)  dx^ 

ä       •/  a  •' 

Setzt  man  dies  in  die  obige  Gleichung  ein  und  löst  sie  dann  fili 

/  e*^ (cosbx)  dx  als  Unbekannte  auf,  so  findet  man: 

(10)  /e"  (cos  b  X)"  dx  =  C  +  e"  (cos  bx)""'.  -^^  ^-t^'L^J?  ^_ ' 
•^  a  ^b^n^  I 

,    b^n(n— 1)    Tax/      u   n"*"^  j 
+      2  ,,2  2     h    (cosbx)        dx. 
a  +b  n     »/ 

i 

Durch  ein  ganz  analoges  Verfahren  erhält  man:  j 

1 

n  -1    a  sin  b  X  —  b  n  cos  b  x 


(1 1) /e" (sin  b x)" dx  ==  C  +  o"(8in bx)' 


>   -i 


a'  +  b'n 


b'n(n— 1) 


"I 2-T~rT->    •  /  e     (sin  b  x)        d  x . 

a  +b  n'    J 
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Da  man  also  vennittelst  dieser  beiden  Formeln  n  sctritt- 
reisc  um  2  erniedrigen  kann,  so  gelangt  man  dabei,  wenn  n  ganz 
ind  positiv  ist,  allmählich  zu  bekannten  Integralen. 

Schliesslich  entwickeln  wir  noch 

/x"  e''+  '-'Mx  =  x-ye^'^  ""^  dx  -  f[n  x"-ye"+ ""^  dx]  dx , 

a  +  ib  a  +  ib./ 


Sondert  man  die  reellen  Bestandtheile,  so  folgt: 


13) 


/■ 


n    ax  11  n    ax      a  COS  b  X  +  b  siu  b  X 

X  e     COS  bx  dx  =  X  e 


a^-fV 


na       Tn-i 


—  1  -»X 


e    cosbxdx  — 


nb 


a'  +  b 


2     I     l. 

a  +b 


2 


ff     n— 1     ax     • 

•Ix        e     Sl 


sinbxdx. 


8inbxdx=^x  e     • 


.4)  ^x%"8i 


n  »X     asinbx  —  bcosbx 


a'+b 


sinbxdx  +  — 


a  +  b 
nb 


a'+b 


,/•.- 


—  1  _ax 


e    cosbxdx. 


ierdurch  ist  die  Reduction  auf  ein  niedrigeres  n  vollzogen, 
an  thut  jedoch,  wenn  es  sich  um  die  Auswerthung  der  Integrale 
3)  und  (14)  bei  einem  ganzen  positiven  n  handelt,  besser  daran, 
cht  die  Formeln  (13)  und  (14)  zur  weiteren  Entwickelung  zu 
«utzen,  sondern  auf  die  Formel  (12)  zurückzugreifen.  Denn 
ts  dieser  folgt  zunächst  ohne  Weiteres: 


a+i 


^n^(.  +  ib)x^^ 


nx"-'        n(n— l)x°~' 


^^      (a+ib)'  '      (a  +  ib)* 

...  +  r-i)".^"-iil-:±^" 


). 


Worpitzky,   Differontial-  u.  IntogTalrechnang. 


(a  +  ib) 

32 
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Und  wenn  man  nun  noch 

d.  i.: 

a  =  mco8^,  b  =  m8in//,  m^  =  a^+''>^ 

einführt,  so  ergiebt  die  Sonderung  der  reellen  ßestandtheile: 


(15)  /x-^e" 


cosbxdx 


J 


x"cos(bx — /i)      ,   /n\  x"     cos  (bx  —  2/i) 


.  m  ^-'  m 

e' 


1                         _L /-     i\"  «t/'"^    x*co8(bx— (n+lV) 
l  •••  +  (-1)  -nJ^; -^T+I 


(16)  /x'e'^sinbxdx 

)x''sin(bx — /i)          /n\  x"~'8in(bx  —  2^) 
___ i-W--^ +■■■ 

1  ■■••+(-l)--n-ffl.^^-(^-^»  +  'i"! 


=  e 


§  105. 
Die  Gammafunction  (Eulersches  Integral  zweiter  Gattmig^ 

Wir  haben  uns  bereits  in  §  50  die  Ueberzeugung  verschafft. 
dass  das  ,,Eulerscho  Integral  zweiter  Gattung^' 


X 

0 

bei  solchen  reellen  Werthen  von  fi  einen  bestimmten  endlidi^n 
Werth  besitzt,  welche  >0  sind,  während  das  Integral  für  //  '^ 
keinen  Sinn  hat. 

Daraus  folgt  sofort,  dass  ein  Gleiches  für 

IX  OD 

{fi-{-iv)=  Ix  ^        e     dx=lx*      e     -e       dx 

0  0 
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gilt,  weil  die  Differentiale  von  r(fi)  und  r((i'\-iv)  sich  nur  um 
den  Factor  e**^'*  unterscheiden,  dessen  Modul  endlich  (nämlich 
:=  1)  ist. 

Nehmen  wir  die  zweite  Form  des  Integrals  hinzu,  welche 
durch  Substitution  von  x  für  e~*  erhalten  wird  —  vergl.  §  50  — 
und  nehmen  auch  x''  als  Integrationsvariable,  so  sehen  ^ir  dem- 
nach, dass  die  Gammafunction  durch  die  Formel 

(1)        r(^)  =  />-e-^dx=/(zl)  ,  dx=J/e-^^dx 

auf  mehrfache  Weise  völlig  definirt  ist,  so  lange  (i  eine 
positive  Zahl   (excl.  Null)   oder   auch   eine  complexe  Zahl 
bedeutet,  deren  rein  reeller  Bestandtheil  positiv  ist. 
Da  vermittelst  partieller  Integration 


^^^^^—j^^.f^--^ 


—1    _— X 


e~^dx 


gefunden  wird,  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  der  Grenzen 
0  und  cx>,  dass  —  zunächst  unter  den  für  ii  aufgestellten  Be- 
dingungen — 

(2)  r(^  +  i)=^.r(//) 

und  dass  im  Speciellen 

(3)  /'(1)=1, 

ist.     Deshalb  geht  bei  einem  ganzen  positiven  n  hervor: 

(4)  r(n  +  l)  =  n! 
als  besonderer  Fall  der  allgemeinen  Formel 

ih)  rill  + 1)  =//  Ui-l)  (//  -  2) .  ■ .  (//  -  n)  r(//  -  n) , 

zu  welcher  die  Formel  (2)  durch  wiederholte  Anwendung  auf 
sich  selbst  führt 

Man  kann  r{fi\  was  zuerst  Gauss  ^)  in  den  Commentationes 

')   Gauss  bezeichnet  r{//)  =  n{jn  —  1). 

32* 
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Gotting.  rec.  T.  II,  anno  1812,  gezeigt  hat,  durch  ein  unendliches 
Prodnct  darstellen,  welches  wir  jetzt  entwickeln  wollen. 

Nach  §  40  ist  e~^  =  lim  .  f  1 —    j  ;  und  zwar  gilt,  weil 


n=oo 


on    \        U/ 


'--J"''[('-i)'MJ+-J 


=('--J 


n-l 


2  3 

X  X 


+-o-7^  +  - 


Ll-2n         2.3n^       3.4n 


für  0*<x<n  positiv  ist,  die  Scala: 


e-^>   1- 


Uy 


Hieraus  folgt  nach  (1): 


n 


r(/.)>|'x^-(l_i)  d: 


0 


Substituirt  man  nun  1 =  u,  so  kann  man  dies  auch  so 

n 

schreiben: 


(6) 


1 

r(jtt) >  n"  •/ u"(l-u)"~' du  =  u". (n  4  1,jk), 


0 


Bedenkt  man  forner,  dass  für  x  >  0 

«•>('+ 's)" 

ist  —  wie  man  durch  eine  der  obigen  ganz  analoge  Schlussweise 
sofort  erkennt,  so  folgt  nach  (1): 


OD  .  — 1» 

r(ii)<fx''-\i-\-l)  d 


X  1 

oder  wenn  man  hier  l-\ —  =  -  einführt: 

P       u 
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1 
0 

d.  i.  für  p  =  n  +  i^  +  1 : 

Aus  (6)  und  (7)  folgt: 

(8)  ii".(n  +l,^)<r(//)<(n  +  II  +l)"-(n  +  1,.^), 

so  wie  auch: 

(5))  -  -Ä-<n-.(«+l,i")<r(/'). 


(■+"+') 


Die  beiden  Scalen  (8)  und  (9)  stellen  Beziehungen  zwischen 
riji)  und  dem  Eulerschen  Integral  erster  Gattung  (n  +  1,/^) 
dar,  welche  zur  Berechnung  von  r{^)  mit  einem  erkennbaren 
Grade  der  Genauigkeit  benutzt  worden  können,  und  zeigen,  dass 

(10)  r  (fi)  =  lim  •  n''(n  + 1,  fi) 

n=oo 

ist. 

Kehrt  man  die  Formel  (2)  des  §  99  um,  schreibt  sie  also 
in  der  Gestalt 

(n+l,^)  =  ^-.(n,/^), 

wendet  sie  dann  wiederholt  auf  sich  selbst  an  und  benutzt  aus 
§  99,  (3)  den  Werth  (1,^)  =  —,  so  ergiebt  sich  aus  (8): 

(U)     "^     ^        '       3'      " 


-. —    -      • 


(i    //  +  1  (1  +  2  (i-\-d      fi-\-Ji 

(n  +  jM+l)"        12  3  u 


<r({i)< 


fi  fi  -\-l    fi-\-2    fi-\-3       /M  +  n 


(12)    r(^)=i— — ^ 


a-l  .  .,        ...tt— 1 


1"  r  (^+1)  2   {(1+2)  3-   ift+'d) 
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Definirt  man  r((i)  durch  diese  Gleichung  (12)  —  an- 
statt durch  das  bestimmte  Integral  (1)  —  so  erhält  r(fi)  eine 
völlig  bestimmte  Bedeutung  für  alle  reellen  und  com- 
plexen  Werthe  von  fi  und  wird  —  natürlich  abgesehn  von 
singulären  Punkten  —  eine  generell  stetige  Function  von//. 

Es  würde  uns  zu  weit  führen,  wenn  wir  hier  näher  darauf 
eingehn  wollten.  ^)  Wir  begnügen  uns  mit'  der  Entwickeluug  der 
Grundeigenschaften  der  Gammafunctionen,  d.  i.  namentlich  ihrer 
einfachsten  Beziehungen  zu  einander  und  zu  den  Eulersclieu 
Integralen  erster  Gattung. 

Stellt  man  aus  (12)  die  unendlichen  Producte  für  r{(i-\-v) 
und    r(fi  —  v)   auf  und    multiplicirt   dieselben    mit  einander,  so 

erhält  man: 

r(^  +  a;).r(//-^) 


1 


2fi 


tj^/* 


*%zu 


i2it 


ft-^p'  1-^A.-^[(^_,_1)^_^^]  2'(-'[(f,^2f-v']  3-''-'[(^+3)-r=; 


(13) 


Hieraus  folgt  unter  abermaliger  Benutzung  Ton  (12): 


1  — 


V 


i« 


1 


V 


(f^  -I  - 1) . 


1— 


V 


(f^+'^y] 


1— 


V 


1 


L 


(i«  +  3)M 


Für  ^=1  wird  der  Zähler  der  linken  Seite  ^:=:  1  (nach  (.*>)i 
und  die  rechte  Seite  =  --  --  (nach  §  66,  (5)).  Daher  ergiebt 
die  Gleichung  (13)  als  speciellen  Fall:. 


(14) 


r{i  +  v)^r(i^v)=  ,~ 


ÜCV 


8in(jrj^) 

Und   es  ist  bemerkenswerth,  dass  —  wenn  man  hierin  iv  für  r 
schreibt  —  die  Relation 

r(i  +  i».).r(i-ir)=— ^""^ 


(15) 
erhalten  wird. 


•.V  — «V 

e    — e 


')  Siehe  Hankel  im  neunten  Baude  der  Zeitschrift  für  Math.  u.  Pbyä 
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Substituirt   man   aus   (2)    in   (14)    r([ -\- v)  =  r- r(v)y    so 
folgt: 

(16)  r(r).r(i-r)=  .  f     : 

und   dies  giebt  für  i^  =      : 


a)=v.- 


oder,    wenn   man   auf  die  in  (1)  ausgesprochene  Bedeutung  von 
l^\       \  zurückgreift: 


iX  •  OD 


Der  Zusammenhang  zwischen  den  Eulerschen  Integralen  erster 
und  zweiter  Gattung  ist  in  der  vorangehenden  Entwickelung 
cinigermaassen  verdeckt.  Wir  fügen  deshalb  noch  die  folgende 
hinzu»  welche  ausserdem  geeignet  ist,  die  Fruchtbarkeit  des  in 
§  34  bewiesenen  Satzes  zu  beleuchten. 

Setzt  man  in  dem  Integral 


OD 

—  1      —  (l-f-2)tt 


/"'-' 


e   ^      '  du 


unter  der  Voraussetzimg  positiver  Werthe  von  /m  und  (1  +  z) 

dx 


so  erhält  man: 


(l  +  z).u  =  x,     du=j_|_^ 


o'  (1+z)   o'  (1+zf 

und  folglich: 
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OO  OD 

y[7/-'dz-/'u''-'e-<'+""du] 


0 


-  V—  1 


0^    (l  +  zf 

—  das  Letzterb  nach  §  99,  (7). 

Kelirt  man  aber  auf  der  linken  Seite   die  Integrationsfolge 
um,  was  nach  §  34  gestattet  ist,  so  geht  das  Doppelintegral  über  in: 


OC  OD 


/'[u''-Mu/'z'-'e-''+'>"dz] 


0  0 


OB  er 

=  lim .    f  [u"- •  e"  "d  u .  /*  z*- '  e—"  dz] ; 

und  falls  man  y  =  zu  anstatt  des  z  als  erste  Integrationsvariable 
einführt,  so  folgt: 


CfJ  00  CO 


/'[u''-'-'e-''du- /'v'-'o-Mv]^ /'[u"— -'e— du-ro-K 


0 


=  r{v)  •  f  u' 


09 

/u —  r—  I     —  a 


e      du- 


Hier  ist  es  nicht  ohne  Weiteres  gestattet,  e  =  0  zu  machen, 
weil  die  Substitution  v  =  zu  in  dem  Integral 


/z^-'e-^dz 

0 

keinen  Sinn  hat,  sobald  u  =  0  wird.     Denn  für  u  =  0  geht  unser 
Integral  über  in 


0 


Es  hat  also  selbst  keines  Falls  einen  Sinn,  welchen  Werth  v  auch 
besitzen  mag.  Jedoch  ^chliesst  man  aus  dem  Obigen  mit  Sicher- 
heit, dass 


—    505     — 

OD  OD  00 

/'[z'-'dz|'u''-'o-"+*>°du]^lim-  r(v) /'u''-'-'e-"du 

0  0  £  =  0  g 

=  r(v).rui-v) 

sein  müsse,  wenn  ^  >■  j»  >  0  ist 
Daher  ist: 

Diese  Relation,  welche  ein  Eulersches  Integral  erster  und 
drei  Integrale  zweiter  Gattiuig  enthält,  dient  als  Ausgangs- 
punkt einer  langen  Reihe  von  Entwickelungen,  unter 
denen  auch  (16)  und  (17)  iu  Folge  von  §  99,  (8)  enthalten  sind, 
ohne  dass  der  Ausdruck  (12)  bekannt  sein  miisste. 

Wir  machen  noch  darauf  aufmerksam,  dass  die  Formel  (5) 
bei  reellen  Werthen  des  Arguments  von  r{fi)  diese  Func- 
tion auf  das  Intervall  0<ifi<il  reducirt,  und  dass  die 
Formel  (16)  dasjenige  Intervall,  innerhalb  welches  die 
Werthe  von  r(fi)  zum  Zwecke  der  leichten  Berechnung 
der  übrigen  bekannt  sein  müssen,  noch  um  die  Hälfte 
verkleinert,  so  dass  man  für  r((i)  mit  Tafeln  ausreicht,  welche 

sich  von  fi  =  0  bis  fi  =  iy  oder  von  fi=^  bis  fi  =  l   ausdehnen. 

Eine  kurze  Tafel  für  die  Logarithmen  von  r(ß)  wird  im 
nächsten  §  gegeben  werden. 


§   106. 

Der  Logarithmus  der  Gammafunction. 

Da  r(ii)y  und  demnach  auch  ir{(i)y  bei  der  Annäheiiing 
von  ^  an  0  unendlich  wächst,  so  lässt  sich  keine  von  diesen 
beiden  Functionen  durch  eine  steigende  Potenzreihe  in  fi  mit 
nur  positiven  Exponenten  entwickeln. 
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Anders  verhält  es  sich  mit  r((i-\-l)  und  ir(j£-\-l),  wie 
man  sogleich  erkennt,  wenn  man  erwägt,  dass  nach  §  105,  (2) 
r(f/-\-l)  =  fi'r(ii)  ist,  dass  also  nach  (1)  und  (12)  des  vorigen 
§  die  Function 

OD        _^-- 

(1)  r(//+i)=y  c       dx 

0 

2^  3/*  4/* 


l'^ -^^  +  1)  2-"-^(it/  +  2)  S^-'(fi  +  'd) 

an  der  Stelle  /m  =  0  endlich  —  nämlich  =1  — ,  monogen  und 
stetig  bleibt. 

Die  Entwickelung  von  r(^-|-l)  in  eine  Potenzreihe  giebt 
kein  hinreichend  übersichtliches  Resultat,  um  uns  hier  mit  ihr 
zu  befassen.     Dagegen  wird  das  Resultat  für   tr(ii-\-l)  einfach. 

Denn  bricht  man  das  obige  Product  für  r(fi-{-l)  an  irgend 
einer  Stelle  ab,  so  hat  man  —  wie  man  am  bequemsten  aus 
§  105,  (11)  ersieht  — 

="'('+9"-('+?r-('+^r-('+:r. 

wo  6  eine  Zahl  bedeutet,  welche  bei  unendlich  gi*ossem  n  ver- 
schwindet. 

Mithin  erhält  man  unter  Benutzung  von  §  42,  (5): 

i{r(i-^(i)  +  %]  =  -fi  .(1  +  -I  +.A-  +  ...+  1 -inj 


+  -4/(l  +  ~  +  ii  +  -  +  ^) 


Da  demnach 
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Nach    §  103,  (17)    und    (13)   ist   hier   der   Grenzwerth   des 

Coefficienten  von  — ii  bei  uuendlich  wachsendem  u  die  Eulersche 

Coiistante 

M  =  0,577  215  6649... 

Hinsichtlich   der  Grenzwerthc   der  andern  Coefficienten   ver- 
gleiche man  §  103,  (18)  und  (22)  nebst  §  66,  (18)  und  (52). 

Es  folgt: 
(2)  ir{\-\-fi) 

=  —  M . ^  +  ^  (l  +  cj  ^M*  —  g  (l  +  c:J  /^^  +  ^  (l  +  s^J ^* 

11  1 

{-1<^<+1}. 

zr(i-^) 

i2     2  O     'i  4     4 

{-i^X  +  1} 

ist,    so    ergiebt  sich  einerseits  durch  Addition  beider  Gleichungen 
mit  Rücksicht  auf  §  105,  (14): 

C^)  ^-sin(^^)-  =  ^^^+2^^'^+-3^«^  +•••' 

{-l<//<+l} 

andrerseits  aber  dui'ch  Subtration:' 
(4)  tr{l+ii) 

1  JC(l(\—ll)  ,     ,-,  i^x  1  8  1  5  1  7 

und  zwar  das  Letztere,  weil  nach  §  105,  (14) 

r(\-ii)      r{i+fi)fa-(i)  Jt(i 

ist. 
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Man  beachte  die  hierbei  sichtbar  gewordene  Beziehung  zwischtni 
der  Gammafunction  und  dem  Integrallogarithmus;  auf  welche  wir 
hier  übrigens  nur  aufmerksam  gemacht  haben  wollen,  ohne  sie 
weiter  zu  verfolgen. 

Da  man  fi  nur  zwischen  0  und  0,5  anzunehmen  braucht,  so 
haben  die  obigen  Formeln  eine  ziemlich  schnelle  Convergenz,  wes- 
halb sie  sehr  wohl  zur  Berechnung  einer  Tafel  der  Logarithmeu 
der  Gammafunctionen  benutzt  werden  können. 

Eine  ziemlich  ausfuhi'liche  Tafel  der  gemeinen  Logarithmeu 
]r(fi)  hat  Legendre  im  zweiten  Bande  seiner  Traite  des  fonctions 
elliptiques  auf  Seite  490  bis  499  mit  den  Differenzen  Afi  =  0,001 
in  12  Decimalen  gegeben,  aus  welcher  wir  einen  kurzen  Auszug 
hierher  setzen. 


1,00  0,000000000 

1,05  0,988  337  859 

1,10  0,978  340674 

1,15  0,969  900696 

1, 20  0, 962  922  504 

1,25  0,957  321084 

1, 30  0, 953  020  277 

1,35  0,949  951514 

1,40  0,948  052  771 

1,45  0,947  267  708 

1,50  0,947:544941 

1,55  0,948  837  441 

1,60  0,951102018 

1, 65  0, 954  298  875 

1,70  0,958  391246 

1, 75  0, 963  345  059 

1,80  0,969128  666 

1,85  0,975  712597 

1,90  0,983069  344 

1,95  0,991173182 

2,00  0,000000000 


—     509     — 

§  107. 

Einige  Integrale,  welche  auf  Gammafunctionen 

zurückkommen. 

Verändert  man  die  complexe  Zahl 

z  =  ve'^=x  +  iy 

SO,  dass  ihr  Argument  <p  zwischen  —  -^  und  +  ^  enthalten  bleibt, 
während  ihr  Modul  v  unendlich  wächst,   so   bleibt  die  Function 

"£      e 

hierbei  überall  monogen  und  eindeutig,  sobald  ein  Werth  von 
z~^  festgesetzt  ist.  Wir  wollen  dieser  Potenz  denjenigen  Werth 
geben,  welcher  für  z  =  +  1  bei  stetiger  Aenderung  in  +  1  über- 
geht. 

Der  rein  reelle  Bestandtheil  von  ^  sei  >-0. 

Dann  besitzt  das  Integral 


/.-. 


-  1  _— a 


e"'dz 


0 


nicht  imr  einen  völlig  bestimmten  Werth  (§  50),  sondern  es  ist 
dieser  Werth  auch  unabhängig  von  dem  Integrationswege  (§  71). 
Mithin  folgt,  wenn  wir  g  =  g-j-i^  setzen,  u.  A.: 


- 


'e-' 


dz  = 


0 


/''"' 


—  1    _— S 


e— dz 


+ 


y  =  0      L 


dz 


=  i 


d.  h.,  weil  im  ersten  Integral  z  ^  x  und  im  zweiten  z  ^  |  -|-  i  •  y  ist; 


/^-. 


—  1      — Z  j 

e     dz 


Das  letzte  von  den  beiden  Integralen  rechter  Hand  nähert  sich 
aber  bei  unendlich  wachsendem  §  dem  Grenzwerthe  Null.  Denn 
wenn  wir  für  den  Moment   den  rein  reellen  Bestandtheil  von  fi 
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durch  m  bezeichnen  und  ^  =  §  •  tng  4>  setzen,  so  ist  der  Modul  des 
Integranden  kleiner  als 

m-l 

(S  +^  J       e   *=co8*       -g       e     , 

welche  Grösse,  weil  nach  der  Voraussetzung  cos  4>  >>  0  bleibt  und 
nach  §  45,  (16)  lim  •  g™*"^e~^=0  ist,  bei  unendlich  wachsendem  ^ 

g=cx:> 

verschwindet     Daher  verschwindet  auch  das  Integral  unter  den- 
selben Umständen. 
Mithin  ist 

(1)  r((i)=lim'    A'^-'e-'dz 

sobald  auf  dem  Integrationswege  — 9<C9P<C+9  bleibt, 

und   der   rein   relle   Bostandtheil   von  fi  einen   positiven 
Werth  besitzt 

Bei  einem  constanten  9p  geht  (1)  über  in: 

CD 

(2)  r(//)=e'''''- A''~'e"^''''<J'; 

0 

und  wenn  fi  einen  reellen  Werth   hat,   so  erhält   man   hierau> 
vermittelst  der  Zerfällung  in  die  reellen  Bestand theile: 

(3)  ^(.")  =  /  v" ~ ^  o~ ^ *'**"''' cos  \ff<f  —  v  sin  q>   d v, 


V 


CO 

(4)  0  =  fy^-'  e"^"'"'^ sin  [fi<p  —  v sin  tp]  d 

0 
oder,  wenn  man  die  Gleichung  (2)  vorher  durch  e"^  dividirt: 

CO 

(5)  /  v"  ~  *  e"" '^*'"'*'^co8  (v  sin  9p)  d  v  rr=r  r(fi)  •  cos  ifi(p), 


0 

05 


(6)  /  v"-'e~'"""''sm  (v  sin  ^)  d v  =  r(ji)  ■  sin  (ftip). 

0 
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Um  diese  Formeln  einerseits  zu  verallgemeinem  und  andrerseits 
in  eine  Form  zu  bringen,  welche  in  manchen  Fällen  bequemer  ist, 
fuhren  wir 

v  =  ax,     aco8  9)  =  a,     «sin^o^b,     a=:Va^+b^     dv=:radx 
ein.     Dadurch  ergiebt  sich  aus  (2),  (5)  und  (6): 

OD 

(7)  />-'e-<*  +  ""Mx=— ^1— .     (a>0); 

o'  (a  +  ib)' 


(8) 


/  x''~*  e~*^cos(bx)dx=  —   --- —     -cosf/zarctug 

(a>0), 


(9)  Z'  x"  - '  e~"  sin  (bx)  dx  = --^  ~  •  sin  (fi  arc  tng  - 

0  (Va^+b^y. 

(a>0). 

Übrigens  hört  die  Gültigkeit  der  obigen  Formeln  nicht  unbe- 

dingt  auf,  sobald  a  =  0,  d.  i.:  sobald  90  =  + ^   wird,  sondern  sie 

bleibt  unter  gewissen  Voraussetzungen  über  fi  bestehn,  wenn  nur 
b  von  Null  verschieden  ist. 

Dajss  die  rechten  Seiten  für  a  =  0  und  b  ^  0  völlig  bestimmte 
Werthe  erhalten,  welche  beziehungsweise  die  Grenzwerthe  der 
linken  Seiten  für  ein  unendlich  abnehmendes  positives  a  sind, 
reicht  zur  Entscheidung  der  Frage  ofifenbar  nicht  aus,  weil  die 
Substitutionswerthe  für  a  =  0  sehr  wohl  von  den  Grenzwerthen 
für  lim  -^  =  0  verschieden  sein  können^)  oder  auch  gar  nicht 
existiren. 

Um  zunächst  die  Frage  nach  der  Existenz  der  Substitutions- 
werthe zu  erledigen,  so  ist  dem  Begriffe  nach: 

')  Mao  erinnere  sich  an  das  einfache  Beispiel 

y^==(l---X)x°+(l-X)x'+(l-x)x'+--. 

f ur  X  s=  1  und  lim  •  x  =  1. 
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OD 

/  x'"""^  cos(bx)dx 


0 


n 
2  b 


2  b 


5^ 
Tb 


=  fj^-''cos(hx)d\-\-  ^x^"'co8(bx)dx+  ^x''~'co8(bx)dx  +  ..' 


0 


2b 


ft 

2b' 


7t 

T 


:  I  x^  ^cos(bx)dx — /sin(bx)dx- 

0  0 


37t 

Tb 


1^+^ 


.    Jt 


^-1     /  ,f-l 


v/*-l 


+(^Ä+') 


und  in  analoger  Weise: 


00 

/'x^-'8in(bx)d: 


7t 

T 


=  I  x^  ^  sin  (bx)  dx  —  /  sin  (bx)  dx  • 

0  0 


+  xj        


+ 


vT" 


Die   unendlichen  Reihen   in   den  Differentialen   der  schliess- 
lichen  Ausdrücke  convergiren  nur  dann,  wenn  1  >  ^  ist 

Von  den  zuvor  abgesonderten  Integralen  hat  nach  §  50 


7t 

2  b 


Ix"   ^cos(bx)dx 


nur  dann  einen  Werth,  wenn  ^  >  0  ist,  wogegen  in  dem  Integrale 


2b 


jx^   ^sin(bx)dx 


nur  fi  -\-\y-0  zu  sein  braucht. 
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Mithin  haben,  wenn  a  =  0  gemacht  wird,  die  linken 
Seiten  von  (7)  und  (8)  völlig  bestimmte  Werthe  für 
1>^>>0,   die  linke  Seite  von  (9)  aber  für  1>^>- — 1. 

Um  darüber  zu  entscheiden,  ob  diese  Substitutionswerthe 
für  a  =  0  mit  den  Grenzworthen  für  lim  •  a  =  0  übereinstimmen, 
schreiben  wir  in  (7)  z  für  a,  1  —  ^  für  /i  und  machen  b  =  0. 
Dann  ist: 

r(l  — //).2'*-'  =  /'x"''e""dx,  (z>0). 

0 

Hieraus  folgt  unter  Berücksichtigung  des  so  eben  gewonnenen 
Resultats  über  die  Endlichkeit  des  Iiitegralwerthes: 

r(l  - n)  •  fz" -•  c"'"' dz  =  fiT '"Mz  fx" Q-"  Ax. 


0 


Vertauscht  man  nun  rechts  die  Folge  der  Integrationen,  so  ergiebt 
sich  zunächst  als  eine  ebenfalls  zulässige  Form  der  rechten  Seite: 


0  Ü 


dz 


oder  wenn  man  den  Werth 


einsetzt: 


/*I-^^+"»'dz  = 


-(x  +  ib)i 
-li  +  ib) 


jr.  =  00 


»  =  0 


1 


x  +  ib 


J   x  +  i 


+  ib 


dx. 


Dieses  Resultat   ist,   obgleich   der   substituirte  Werth  — t—t-t 

°  x  +  ib 

der  Stelle  x  =  0  nicht  mehr  zutrifft,  dennoch  gültig,  weil 

OD 

lim.    /e"**'dz  =  4:-fl— lim-e"^*'l 

J  ib  L        „ ,         J 


an 


lim 

Z=rOO  0 


Z  =  oo 


freilich  unbestimmt,  aber  endlich  ist  (§  50). 

Worpitzky,  DilTeroiitial-  n.  Intogralrechnnng. 
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Man  h^t  also: 


OD  OD 


(10)   r(l-/£)./>-'e-'-'dx=/'^^clx.  {\>ii>0). 

0  0 

Das  letzte  Integral  kommt  auf  ein  Eulersches  Integral  erster 
Gattung  zurück;  denn  es  ist,  wenn  man  das  Differential  mit 
X  —  ib  erweitert,  offenbar: 

00  CD  OD 

/"x"'*              rx^"'"                   Tx"'* 
— r^ü  d  X  ===/  — T  dx  —  ibr/  -^ r  dx , 
x  +  ib          jb^+x^              Jb-+x^ 


0 


-        1    -- 

oder  wenn  man  rechts  x  =  b-z*,  dx  =  ^bz    *dz  einfuhrt: 

»  /  OD     _  j_  OD  1+^  \ 

Tx"'*  1    ,        Tz    '  Tz     ' 

jx  +  ib  2  W  1  +  z  j    1  +  z 


) 


d.  h.  nach  §  99,  (8): 


,  x  +  ib"~2''       ]    ,    Jtii      '•  .    Jr(l  +  ^) 
®  I  sm  -^  sm  — ^  -^-^ 

oder: 


OD  _•"'* 


/Äib^'^= 


(11)     •  -    '      ^«  ' 


b  sm(jr^) 


=b  ^.r(/£)r(i-i«).e  '  ^ ,  (i>^>o). 


-f* 


—  Der  letzte  Ausdruck  folgt  aus  dem  ersten  mit  Hülfe  von 
§  105,  (16). 

Aus  der  Verbindung  von  (10)  und  (11)  ergiebt  sich  endlich: 
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—  i"'' 


(12)    A''-e--dx  =  ^.e'   ^-=iM,(i>^>0); 
o'  b'^  (ibf 

80  dass  die  Gleichungen  (7),   (8)  und  (9)  auch  noch  für 
a  =  0  ihre  Gültigkeit  behalten,  wenn  nur  1>^>0  ist. 
Für  (9)  existirt  sogar  nur  die  Bedingung:    !>/£>  —  1. 
Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  nehmen  für  a  =  0  die  Form  an: 


CO 

(13)  fx.>'-'cm(hx)dx^^.coB^,  (l>ii>0); 
0  b 


OD 


(14)   y>-'8in(bx)dx=:^.8ini^,  (+1>^>_1). 


Nähert  sich  das  (i  der  Gleichung  (14)  der  Null,  so  folgt,  weil 


sm    "^ 


r(^).8m^=r(^  +  i).— -^ 

ist,  die  schon  von  früher  her  bekannte  Gleichung: 


OD 

r  8in(bx)  ,         X 


fA 

Für  X  =  K  z  geht  (7)  über  in : 


OD  M 

(15)  /'e-<*+'*»^dz  = 


nf^) 


^(a+  ib 


was  u.  a.,  weil  r  i-]  =  yjt  ist,  die  Relationen 
(IG)  /«-'•^"''"^'^  =  J^."k'     ^'^>^)' 

•/  l/n.-4-ih 


Va+ib 

33^ 
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(17)  le   *' C08(bz'j  d2=  ^  'Cosf^arctng-)? 
0                                     Va^+b* 

(18)  /  0""*'  sin  (bz*)  dz  =  -^-^-— —  «sinf^  arctng -)> 

ergiebt. 

Diejenigen  unter  den  obigen  Gleichungen»  in  denen  [i  vor- 
kommt, lassen  sich  nach  (i  differentiiren,  wodurch  dann  neue 
Relationen  geschaffen  werden. 

Man  muss  dazu  die  Derivirte  von  r{ii)  nach  fi  kennen. 
Dieselbe  lässt  sich  sowohl  aus  den  unendlichen  Reihen  für  l  r(ii^> 
als  auch  direct  aus  der  Formel 


r(^)  =  lim.  L'l.-l-- 
.n=ool      ("    ^+1 


n 


^+2       fi-j-n 


ableiten,  welche  aus  §  105,  (6)  folgt.     Aus  der  letzteren  ergiebt 
sich  durch  Logarithmirung  und  Differentiation: 

rf'^  =  lin,.k-i_-l l 1- 


n=ool  2       3  11+ Ij 


-j-lim- 
n=oo 


1-1+1 1_      1 ^  I 

...  +  -i Ü 

^ü+1       n+nj 


d.  L: 

1— x''~* 
oder,  weil  :j zwischen  1  und  (/i — 1)  variirt,  weshalb 
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0  0  ' 

ist: 

(19)  r'Oi)=lp-^^A^_u\.r(ß). 

Mit  Benutzung    dieses   Werthes    folgt   durch   Differentiation 
von  (7)  nach  fi: 

OD 

(20)  /'x'*-*2xe-«'+''')Mx 

0 

^-£MJ.I  /-'iziiüIldx-tCa+ib)-»!!. 
(.+  ib)'  l«'  '—  /' 

oder,  wenn  man  wieder  a  +  ib  =  ve*''  einfuhrt: 

OD 

(21)  /'x''-'«x.e-"'''Mx 


'''\riEp'^-^-^-^^]<+i>^>-i} 


wo  aber  auch  9>  =  +  ö  gemacht  werden  darf,  wenn  1>^>>0  ist. 

Die  leicht  ausführbare  Zerlegung  in  die  reellen  Bestandtheile, 
80  wie  die  Specialisirungen  4ind  die  anderen  Verwendungen  wollen 
wir  dem  Leser  überlassen.  Sehr  viele  und  interessante  Einzel- 
heiten findet  man  u.  a.  bei  Legendre  (Traite  des  fonctions  ellip- 
tiques)  und  Schlömilch  (Vorlesungen  über  einzelne  Theile  der 
höheren  Ant^lysis). 
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Capitel  X^. 

Numerische  Berechnung  der  Wertiie  von 
bestinunten  Integralen. 

§  108.- 
Die  Maclaurin-Malmstäüsche  Reihe. 

Die  Taylorsche  Reihe  (§  36,  (2)  und  §  38,  (2)) 

0 

lässt  sich,  wenn  die  Function   ^(x)  =  f'(x)  gegeben  ist,  direci 
benutzen,  um  das  Integral  f  ^(x)Ax  =  f(z)  —  /*(a)  zu  bereclineiu 

a 

da  man  nur  überall  #    (x)  für  f        (x)  einzusetzen  braucht 

Man  kann  meistens  jedoch  eine  schnellere  Couvergenz  erzielen 
wenn  man  mit  dieser  Reihe  zuvor  eine  Transformation  voniimmt 
welche  Maclaurin  zuerst  gezeigt,  *)  und  für  welche  Malmsteu  zuerst 
den  Rest*)  bestimmt  hat. 


*)  Treatise  on  fluxions,  1742. 
")  Grelles  Joum.,  Bd.  35. 
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Veiiiauscht  man  nämlich  in  der  obigen  Reihe  auch  z  mit  a, 
setzt  dann  beide  Male  z  —  a  =  h,  z  =  a  +  h  und  schreibt  x  für  u, 
so  ergiebt  sich  zunächst: 

/(a+h)-/-(a)        =  +  ^r(a)        +|^r(a)        +   ■• 

.0+1  ' 


(1) 


n!       ^  '         n!     J 


0 

2 


/•(a)        -/•(a  +  h)^^^V'(^  +  ^)  +  ^rr(a+h) 


(n+l)       ^ 


•••+  (-l)'^/"(a+h)-  (- 1)"  V  •/  ^r-''\a+hx)dx. 

li  •  II  •        •/ 


0 


Wir  wollen  ferner  die  folgenden  Bezeichnungen  einführen,  um 
die  Übersicht  über  die  Formeln  zu  erleichtern: 

f    {ü)-f    (a  +  h)  =  /;. 
r  (a)  +  /•'  (a  +  h)  =  f^, 

r(a)-r(a  +  h)  =  ^,, 

r"(a)  +  r(a+ii)=/;, 

U.  8.  W. 

(2)  /"(a)-(-l)'./%-l-h)  .:=/;; 

(3)  f%  -I-  h  -  hx)  -  (- 1)'.  f%  - 1-  hx)  -.  F  (X). 

Dann  folgt  aus  den  Gleichungen  (1)  durch  Subtraction  die  erste 
Gleichung  der  nachstehenden  Gruppe  und  aus  ihr  durch  Erhöhung 
der  Indices  der  f^  mit  gleichzeitiger  Verminderung  der  Gliederzahl 
um  2  die  Reihe  aller  übrigen  Gleichungen,  nur  dass  die  zweite 
aus  (1)  durch  Addition  entstanden  ist,  nachdem  man  f(x)  in  f\x) 
verwandelt  hat 
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'o^  1!  'i^  21  'a^  3!  '^^  41  '*^  51  '^^  6!  '«^ 


.>i+i       ^ 


Vi  Vi"**  /* 


•••+cs^''-+(-i^/'""'W')i'- 

>i  >i*  h^  h* 

'2^  II  '3  '    2!  '*  "^  3!  '^^  4!  '«^ 

n— 2  in— 1 


+(^f'+^,-f'-'-''-^-^'i'- 


u  •   II  '5  "^  21  '«^ 


n— 4  in— 8 


+ä^''.+CT7'""'^-««^" 


(n  — 4)!'"  '  (n  — 4): 

0=  2/;+- 

in — 6  in — 6  p 

^(n  — 6)!'»^(n  — 6)!   J  '+'^^ 

U.  8.  W. 

Diese  Gleichungen  multipliciren  vir  der  Reihe  nach  mit 

^'-j^'  +21^'  —ii^'  +6r'''  ••" 


8 


addiren    und   bestimmen    schliesslich   die  Zahlen   B  ,  B  ,  B 

1  M  '<- 

80,  dass  die  Coefficienten  von  f .  f ,  / ,  •  •  •  verschwinden,  d.  k  so, 
dass 
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(4) 


wird. 


1^1  I4.I  ^-0 

3!      2*2!'^1!'  2!  "~    ' 

1        11        l     B,        1     B, 

51       24!  "'"3!    2!'      II    4!  ""   ' 


"7!       2'6!"*'5!'  2!       3! '  4!  ''"l!    6! 


U.  8.  V. 


•       ■+.•■■ 


(2r+l)!        2    (2r)IlI    '  (2r— 1)12!      (2r— 3)!4! 

B,  ,_,      B, 

"•"  (2r  — 5)!6I  f-(— 1)       T!~(2^'^^' 

-i-rr)+e'r)B.-rf')B. 
+et>.--+(-')'-(%t>.=« 


Wir  bezeichnen  femer 


(5)  g,  (X,  r) 


='--l(D''-+©''.''-"-(>.'-+(>.''--- 

WO  die  rechte  Seite  mit  demjenigen  Gliede  abschliessen 
soll,  welches  die  Potenz  x*  oder  x^  enthält. 

Dann  wird  offenbar,  wenn  man  in  der  zu  summir enden 
Gleichungsgruppe  die  ungrade  Zahl  (2n  + 1)  für  n  setzt  und  die 
Gruppe  möglichst  vollständig  denkt,  als  Endresultat  der  Operation 
erhalten: 
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h  ,         9)(1,4)  — 2B,     , 

9)(1,6)  +  2B,     -         9)(1,8)  — 2B,     . 
«>(l,2n)-(-l)"2B„^3„^    .      h*«+* 


(2n)! 


^''^-^  (Ä+1)!-.A(^2"+ 1>^-+^^^)''= 


Dies  stellt  aber  noch  nicht  die  einfachste  Gestalt  des  Elimi- 
nationsresultats  dar;  denn  es  ist  nicht  nur  9)(l,2r+l)  =  0  — 
was  die  Formel  (4)  ausspricht  —  sondern  es  lässt  sich  leicht 
zeigen,  dass  auch  90(1, 2r)  =  0  hervorgeht  Wir  wählen  zur 
Demonstration  einen  Weg,  welcher  zugleich  die  Natur  der  soge- 
nannten „Bernoullischen  Functionen"*)  9)(x,r)  etwas  genauer 
kennen  lehrt,  als  es  der  nächstliegende  Zweck  durchaus  erfordert 

Nach  §  66,  (33)  ist  nämlich,  wenn  man  dort  2j€X  =  z  setzt 
für  abs-z<:;2^: 

-1  2    +  2'jc'  2\'      ^  2V  2^"      ^ 


0' 


oder  —  indem  man  die  Formel  §  66,  (54)  benutzt,  durch  welche 
die  Bernoullischen  Zahlen  B    definirt  sind: 

^'^       e'-l"         2^+2!^       4!  ^  +  61^       8!    ^  + 

wobei  es  vorläufig  dahingestellt  bleibt,  ob  diese  Bernoulliscben 
Zahlen  B,B,B,ß,...,  mit  denjenigen  Zahlen  identisch  sind, 
welche  wir  durch  das  Gleichungssystem  (4)  eingeführt  haben,  oder 
nicht.  Multiplicirt  mau  nun  die  letzte  Gleichung  mit  der  für 
jedes  z  und  x  geltenden  Gleichung 

xz         1  1  |1         22,1         38,1         44, 

und  ordnet  das  Product  nach  steigenden  Potenzen  von  z,  so  folgt: 

')  Diese  Benennung  hat  ihnen  J.  Baabe  bei  ihrer  ersten  genauereo 
Untersuchung  gegeben  in  Grelles  Journ.,  Bd.  42. 
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e"-l 
z  • 


=  "  +  i2!^-2-nT+|3I^~2-2T^+i!2!T 
,   I  1     ,     1     1     »  ,    1    ßj    »I    *  , 


+ 


+ 


5 

-      _    _l_  ... 


d.  i.    wegen   der   Analogie   der  Gesichtsklammern   mit   dem  Aus- 
druck (5): 

(8)     z 


e"- 
e'- 

-1 
-l 

xz-\-q) 

(X. 

2). 

7*                               Z» 

+ 
.(x 

.5)- 

5 

5!+---' 

{- 

-2x<C 

z<  +  2jr} 

wenn  wir  supponiren,  dass  die  in  (4)  definirten  Zahlen  mit  den 
Bcrnoullischen  identisch  sind,  und  dass  demnach  auch  die  hier 
durch  g)  (x,  r)  bezeichneten  Functionen  mit  den  in  (5)  definirten 
übereinstimmen.  Dies  ist  aber  unzweifelhaft  der  Fall,  weil  unsere 
letzte  Gleichung  (8)  für  x=l  in 


2  3  4 

Z       .        ,.    «V    z       .        ,.     ..    z 


z  =  z  +  y(l,2).--  +  9'(l,3)-3j-4-9'(l,4).--y 


5 

z 


+  9>(l»5)-5j-  +  -" 
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übergeht;  was  wegen  einer  bekannten  Eigenschaft  gleicher  Potenz- 
reihen  (§  59)  die  Consequenz  hat,  dass 

(9)  9)(l,r)  =  0,    (r>l) 

sein  muss. 

Damit  ist  die  Formel  (4),  welche  diese  Eigenschaft  zunächst 
nur  für  ungrade  r  in  9)(l,r)  beansprucht,  verallgemeinert,  zu- 
gleich aber  auch  die  Identität  der  anfangs  darch  B^ 
bezeichneten  Zahlen  mit  den  gleichbenannten  Bernonl- 
lischen  bewiesen,  weil  das  aus  (9)  für  ungrade  r  hervorgehende 
lineare  Gleichungssystem  zur  Berechnung  der  sämmtlichen  B  dient» 
mag  man  unsere  B  oder  die  BemouUischen  Zahlen  in  Absicht 
haben. 

Substituirt  man  demnach  aus  (8)  in  (6),  so  erhält  man  nach 
der  Division  mit  2: 


oder  in  ausführlicherer  Schreibweise: 

(10)  /'(a + h)  -  m 

=lh.  {r(a+h)  +  r(a)}  -?ih'.  {/"(a+h)-r(a)} 


+  ?^h*.{/-''(a+h)-Aa)) 
-?ih«{/-'\a4-h)-Aa))  + 


B 


•••  +  (-l)"7^*^"-{'^'"'('^+^)-^'"'H+^- 


(2n)l 
wo  der  Rest  R^^  die  Bedeutung  hat: 
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1)  ^  K. 

2n  +  2 


Wir  wollen  denselben  im  nächsten  §  discntiren. 

Hier  aber  mag  noch  darauf  aufmerksam  gemacht  werden, 
dass  die  rechte  Seite  Ton  (10)  keine  Potenzreihe  ist,  weil  die 
Coefficienten  der  Potenzen  von  h  diese  Variable  ebenfalls  ent- 
halten, ^)  und  dass  es  deshalb  nicht  gestattet  ist,  auf  die  Identität 
der  Coefficienten  unserer  Reihe  (10)  mit  denjenigen  einer  ^weiten 
analogen  Entwickelung  zu  schliessen,  welche  etwa  an  der  Stellö  der 
B^  Zahlen  hat,  deren  Werthe  erst  ermittelt  werden  sollen. 

Solche  analogen  Entwickelungen  lassen  sich  in  beliebiger  An- 
zahl aus  derjenigen  Gleichungsgruppe  beschaffen,  welche  wir  zu 
Grunde  gelegt  haben,  weil  die  Anzahl  der  benutzten  Gleichungen 
um  1  grösser  ist,  als  sie  zur  Elimination  von  /*,  f ,  f .  ...,  /"g^  .  ^ 
zu  sein  brauchte.  Daher  ging  es  auch  an,  die  zweite  Gleichung 
ohne  Widerspruch   nicht   mit    einer   erst   später  zu  ermittelnden, 

sondern   mit   einer  von  vorne   herein   fixirten  Zahl  f  —  ö^hj   zu 

multipliciren.  Lässt  man  die  Wahl  derselben  vorläufig  noch  frei, 
so  ist  das  Resultat  der  Elimination  offenbar  eine  in  der  Form  mit 
(10)  völlig  übereinstimmende  Reihe,  deren  Coefficienten  für  beson- 
dere Werthe  des  fraglichen  Parameters  in  die  obigen  übergehn. 
Und  zwar  geschieht  dies  —  wie  die  nähere  Untersuchung  zeigt 

—  nicht  bloss  dann,  wenn  man  ihn  =  —  ^  h  setzt,  sondern  auch 

noch  in  anderen  Fällen. 


*)  Für  fix)  =  x'  geht  (9)  beispielsweise  über  in: 
(a+  h)'  _  a'=  1 .  (J)  h  {(a+  h)'+  a*}  -  B,  ß)  h«  {(a+h)"-  a'} 

+  B,  Q  h*  {(a+h)'-  a'}  -  B.  (J)  h"  {(a+h)'-  a*} 

=  |h  {(a+h)'  +  a'}  -  Jh»  {(a  +  h)"-a''} 

+  Jh*{(a  +  h)''-a"}-^h''{ia+h)'-a'}. 
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§  109. 

Discassion  des  Restes  der  Madaurin-Malmstönschen  Reihe 
aus  den  Eigenschaften  der  Bemoullisclien  Functionen. 

Da  die  Gleichung  (8)  des  vorigen  §  den  Werth  der  Function 

(1)  ip(z,x)  =  z >.^  -— 

e  —1 

in   der   Form   des  Taylorschen  Satzes   nach   steigenden  Potenzen 
von  z  entwickelt,  so  erkennt  man  sofort,  dass 


(2)  9,(x,r)  =  vl''(0,'x) 


sein  muss,  wo  durch  den  untern  Index  z  an  dem  Functionszeichen  fp 
angedeutet  werden  soll,  dass  die  r-malige  Differentiation  von  ^(z,x) 
nach  z  auszufuhren  ist. 

Aus  der  identischen  Gleichung 

^(i-x)._j  ^^^  e-"-l 


e"-l  0— -1 

folgt  aber,  wenn  man  beiderseits  mit  z  multiplicirt: 

tp   (z,l— x)  =  z  +  v^(— z,x), 
V^;  (z,l-x)  =  l— v^L.(-z,x), 

V^;'(z,l— x)=    +v^l,(— z,x), 

^;"(z,l-x)=    _tp-^(— z,x), 

u.  s.  w. 

^«(z,l-x)  =  (-l/.V'^:\(-z,x),     (r>l). 

Macht  man  nach  der  Differentiation  z  =  0,  so  ist  es  auf  der 
rechten  Seite  der  letzten  Gleichung  gleichgültig,  ob  man  ursprüng- 
lich nach  ( — z)  oder  nach  z  differentiirt  hat,  um  ^'^'^(O,  x)  zu 
erhalten.     Daher  folgt  durch  Substitution  aus  (2): 

(3)  9P  (1  -  x,r)  =  (-!/.  9)  (x,r),     (r>l). 
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Aus  dieser  Relation  ergiebt  sich  erstens,  dass 

9,(l.r)  =  (-l)V(0.r)  =  0 

ist    —    was    wir   schon    im    vorigen    §    gesehn    haben    —    und 
zweitens,  dass 

9)(i-x,r)  =  (-l/.gp(>-  +  x,r),    (r>l) 

ist,   dass   also  jede  Bernoullische  Function   ihrem   abso- 
luten Betrage  nach  für  solche  Argumente  gleichwerthig 

ist,  welche  gleich  weit  von  -^  abstehn. 

1 
Für  x  =  ^  liefert  die  Gleichung  (3): 

d.  i.: 

(4)  9'(^'2r  +  l)  =  0, 

während  der  Werth  von  5Df-^>2rj  aus  (3)  nicht  erhellt.    Zieht 

man  aber  in  Betracht,  dass  nach  (1) 

1 


tp(z.-^-) 


e^   -1       .(e^'+l)-2  I     2" 

z  • =  z =  J  • 


e  — 1  e  — 1  l-x  e  — 1 

e     — 1 


ist,  so  folgt  unter  Verwendung  der  Gleichung  (7)  des  vorigen  §: 

r  — 1 


(-1) 


B,-(-l)      B, 


V-<0.|-)  =  2.. 

oder  nach  (2): 

(5)  y(l.,2r)=(-l)'.-|';^i-.B,.     0 


M  In  der  Beziehungsweise  des  §  66  ist  dies  auch: 

ru. 


4 
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Die  Art,  wie  die  Bemoullischen  Functionen  9)(x,r)  zwischen 
X  =  0  und  X  =  ^  wachsen  und  abnehmen,  erkennt  man  aus  Vor- 
zeichen und  Grösse  von  9)'(x,r).  Um  diese  Derivirte  zu  bilden, 
kann  man  wieder  von  der  Formel  (2)  ausgehn.    Dieselbe  ergiebt: 


S^) 


Nach  (1)  ist  aber: 


I    d'     dtp(z,x) 
dz'* 


dx 


1=0 


d?/;(z,x)        2       c  2    c    —  1    ,       z 

'  zr-z'l    ' T  -  Z     • +     

'  7. 


dx 


c'-l 


c  —  1 


Multiplicirt  man  also  die  Gleichungen  (8)  und  (7)  des  vorigen  § 
mit  z,  um  sie  dann  rmal  nach  z  zu  differentiiren,  so  findet  man 


während 


d'    zV^— 1) 
dz'*     e'— 1 


=rrr.9)(x,r—  1), 


/.  =0 


d' 


z     e 


1 


r-l 


=  0  oder  =—(—1)       •r-B,^, 


z=0 


wird,  je  nachdem  r  eine  grade  oder  eine  ungrade  Zahl  ist 
Mithin  gelten  die  Formeln:  ^) 


(6) 
(7) 

(8) 


9)'(x,2r)         =2r.<p(x,2r-l),    (r>l)i 

9''(^2r  +  l)  =  (2r  +  l).{<p(x,2r)-(-l)X),(r>l 

X 

/(p  (X,  2r)  d  X  =  2^ .  <(>  (X,  2r  +  1)  +  (-  1)'B,  -x, 


). 


Z 

(9)  yV  (X,  2r  -  1)  dx  =  -]- .  9,  (X,  2r). 


^)  Sie  sind  zuerst  von  Schlömilch  angegeben  worden  in  der  „Zoit- 
schrift  far  Math.  u.  Physik",  Bd.  I.  —  Die  obige  emfache  Methode  der  ß^ 
handlang  der  Bemoullischen  Functionen  ist  im  Wesentlichen  sein  yerdieo^t 
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Das  giebt  mit  Rücksicht  auf  (4)  und  (5)  im  Besondern: 


2 


(10)  /9,(x.2r)dx  =  (-l)'iB,, 


0 


.8r 


(11)  y*y(x,2r-l)dx  =  (--l)'.^-^B 


Es  interessirt  noch  der  Nachweis  dafiir,  dass  die  Functio- 
nen 9>(x,r)  im  Intervall  (0,^j  ihr  Vorzeichen  nicht  wech- 
seln. Derselbe  lässt  sich  aus  (6)  und  (7)  u.  a.  auf  folgende 
Weise  führen. 

Da  nach  §  108,  (5) 

9)'(x,2)  =  2x^l  =  2(x-^-) 

ist,  so  bleibt  9)(x,2)  im  Intervall  fo,  ^j  negativ  und  vermindert 

sich  von  q>(p,2)  =  0  bis  g>(--9  2]  =  —  — >  ^®^^  9(^9^)  ^^s  dahin 

negativ  ist  (§  3). 

Nach  (7)  besitzt  nun  die  Derivirte  von  9)(x,3),  nämlich 

95'(x,3)  =  3.{9)(x,2)  +  B^}, 

für  X  =  0  einen  positiven  Werth  ^^'(O,  3)  =  3  •  { (p  (0,  2)  +  B^  } 

=  3  B  ==-}-■—,  von  welchem  aus  sie  wegen  der  fortschreitenden 

Abnahme  der  Function  q>  (x,  2)  zwischen  den  .Werthen  9)  (0, 2)  =  0 

(1  1 

-?2j  =  —  -  stetig  in  den  Werth 

Worpitzky,  Difforential-  n.  Integralrecbnang^.  34 
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mit  einmaligem  Vorzeichen  Wechsel  übergeht     Mithin  nimmt  die 
Function   99  (x,  3)   zuerst   von   9)(0,3)  =  0   an   zu   und   dann  bis 

9)(^-j3j=0  hin  wieder  ab  und  besitzt  im  Intervall  (O,^]  einen 

einzigen  Maximalwerth,  bleibt  aber  positiv. 
Daher  bleibt  nach  (6) 


9)'(x,4)  =  4.9)(x,3) 

im  Intervall  (Ojö")  positiv,   weshalb  9)  (x,  4)   in  demselben 

/]      \  2* 1  1 

(p  (0, 4)  =  0  au  bis  q>  (  0  '  "^ )  =  H ^ —  62=  +  ^  /r  unausgesetzt 


von 

2*— 1    ^         .    1 

2' 
wächst,  also  positiv  bleibt. 

Entnimmt  man  nun  wieder  aus  (7),  dass 


9)'(x,5)  =  5.{9)(x,4)-B,} 
ist,  so  erhellt,  dass  9)'(x,5)  stetig  von  9' (0,5)  =  —  5-B^  an  bis 

<p'(l-,5)  =  5{^(|.4)-B,}  =  +  5-^B, 

wächst,  also  vom  Negativen  zum  Positiven  übergeht,  weshalb  q>  (x,  5) 
von  9(0,5)  =  0  an  zunächst  abnimmt  und  —  nachdem  ein  ge- 
wisser  negativer  Minimalwerth  erreicht  ist  —  bis  ^jf  ->5j  =  0 

wieder  wächst.   Also  ist  q>  (x,  5)  im  Intervall  ( 0,  ^ j  überall  negativ. 

Dass  die  Schlussfolge,  welche  wir  hier  eingeleitet  haben,  ohne 
Störung  fortgesetzt  werden  kann,  ist  unmittelbar  ersichtlich.  Sie 
basirt  nach  den  Eingangsbetrachtungen  im  Wesentlichen  darauf, 
dass  die  Zahlen 

9.(0.2r)-(-l)'B=-(-l)X 
und 

^(l,2r)-(-l)'B=(_l/.?!rlz^B, 
entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzen. 
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um  schliesslich  die  Anwendung  auf  den  Rest  (§  108,  (11)) 
der  Maclaurin-Malmstenschen  Reihe  zu  machen,  so  folgt, 
weil  nach  (3) 

9)(x,2nH-l)  =  -  ^(1  — x,2ii  1-  1) 


ist: 


1 
/V  (x,  2  n  +  1) /''"  "^  %  +  h  —  hx)  d 


X 


1 


O 


1 

—  /V(l— x,2n  +  l)/'""^"(a  +  h  — hx)d 


X 


1 

2 


oder  wenn  man  noch  im  letzten  Integral  1  —  x  für  x  schreibt: 

1 
f(p  (x,  2n  +  l)/^'"^'\a  +  h  -  hx)  dx 

0 

^|'«p(x,2n  +  l){/'"'^V  +  h-hx)  — /'"■^'%  +  hx)}dx. 


0 


In  ganz  analoger  Weise  wird 


1 
yi.(x,2n  +  l)/"'"^'\a  +  hx)d: 


_1_ 
2 


-  |V  (x,  2n  + 1)  {/""*■%  + hx)  — /""^"(a  +  h  -  hx)  )  dx 

0 

Durch  die  Substitution  in  §  108,  (11)  ergiebt  sich  daher: 


1 
T 


=(^ri)i  •/9'(x,2n  +  l){/"'+%+h-hx)-/"'-'%+hx))  dx 


(2n+l)!  ^ 


34* 
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Da  ferner  a  +  l^  —  tx  und  a  +  hx  gleich  weit  von  a-f-^-h 

abstehn,  so  nimmt  der  eingeklammerte  Factor  des  Differentials 
alle  Werthe  an,  welche  der  Ausdruck 

;^(^»+''>(a+l-h(l  +  e))-/<^«+^'(a  +  A.h(l-e)) 

zwischen  6  =  0  und  6  =  4-1  erlangen  kann,  und  denmach  besitzt 
—  weil  9  (x,  2  n  +  1)  sein  Vorzeichen  im  Integrationsintervall 
nicht  ändert  —  das  Integral  einen  Werth,  welcher  das  Product 


aus  fg) (x,2n-\-  l)dx  und  einem  Mittelwerth  jenes  Ausdrucks  ist 

0 

Benutzt  man  schliesslich  noch  die  Formel  (11)  dieses  §,  so 
erhält  man  auch: 


^2n+2)/      ,     Ij^    ,    2,  Q 
>i+l         ^  — i         -o  i^2n+2   I  \  Ä  Ä       . 


oder,  wenn  caan  der  bessern  Übersicht  wegen  n  um  1  erniedrigt: 


(13)  R2-2=(-i)°-.o\.„.:-xB,h"'' 


(2n)!2' 


(0<e<i). 


Diese  Formel  (13)  gilt  aUgemein,  wenn  nur  r  (x)  von  x=a 
bis  x  =  (a  +  h)  stetig  ist. 

Im  Falle  aber  /^''"'(x)  von  x  =  a  bis  x  =  (a  +  h)  ent- 
weder nur  wächst  oder  nur  abnimmst,  kann  man  für  sie 
auch  schreiben: 

(14)   R,„.,=(-l)"-^^kB„h-.e{/^<-'(a4-h)-^^-'(a)|, 

,     (0<e<l); 
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da  dann   die  Zahl  |/'^^'^>(a  + h)  — /•^^"^a)}  dasselbe  Vorzeichen 
besitzt,  wie  der  Ausdruck,  für  welchen  wir  sie  gesetzt  haben,  dem 
absoluten  Betrage  nach  aber  grösser  ist. 
Bedenkt  man  ferner,  dass 


iSn 


2^"^— 1 


i2n 


^=K-^.)<^ 


ist,  so   kann  man  anstatt  der  Gleichung  (14)  offenbar  die 
noch  einfachere  Form 

(15)     R,._3=(-l)».^h-6{/^'>(a+h)-/^"'(a)}. 


oder 


(2n) 

(0<e<i) 

2n 


(16)     »..-«=(-!)■'•  4Ö-(fe)   •s..-{/"'(a+h)-/"V)}' 

(o<e<i) 

verwenden,  wo  nach  §  66,  (54)  und  (52) 

_.  ,  J_  ,     1  1 

^2  n  "•"  fc^2  n     •    'q2  n    •     j^2  n    '    "  " 

ist 

In  früheren  Zeiten  verhielt  man  sich  den  Resten  der  Reihen- 
entwickelungen gegenüber  sehr  harmlos,  indem  man  —  namentlich 
wenn  die  Glieder  anfänglich  abnehmen  —  des  guten  Glaubens 
lebte,  die  Genauigkeit  müsse  bei  wachsender  Gliederzahl  ebenfalls- 
wachsen.  Da  dieser  Irrthum  auch  jetzt  noch  weiter  verbreitet 
ist,  als  man  erwarten  sollte,  so  erscheint  es  als  geboten,  eine  aus 
(16)  ohne  Weiteres  fliessende  Folgerung  mit  Nachdruck  hervor- 
zuheben, nämlich: 

Die  Maclaurin-Malmstensche   Reihe   ist  nur   dann 
convergent,  wenn  für  jedes  zwischen  a  und  (a+h)  lie- 

i>    ^^ 
gende  x  sich  lim-  (^r-|    f  '^  (x)  =  0   ergiebt,  u.  a.   also, 

n=oo\2^/ 

wenn  die  Derivirte  f    (x)  nicht  gleichzeitig  mit  ihrer 
Ordnung   unendlich   wächst,    stets   für   h-<2jr.     Sonst 


—    534    — 

ist  sie  divergent  Im  letzteren  Falle  kann  sie  zu  den 
sogenannten  halbconTei^enten  Beihen  gehören,  deren 
Rest  anfänglich  abnimmt  und  erst  dann  zu  wachsen 
anfängt,  wenn  die  Gliederzahl  eine  gewisse  Nummer 
überschritten  hat. 

Dass  die  fragliche  Reihe,  auch  wenn  sie  divergent  ist,  in  der, 
That  die  letztgedachte  Eigenschaft  zu  besitzen  pflegt,  begründet 
ihre  hohe  Wichtigkeit  für  numerische  Näherungsrechnungen;  was 
wir  jetzt  durch  ein  Beispiel  beleuchten  wollen. 
Für  f(x)  =  tx  ergiebt  sich: 

Z(a+h)-?a  =  2b^^.^-2B,h  j^-^-^^,) 

^^    '      la*      (a+h)*| 


(a+h) 


^       ^     n    "         W"      (a+h)'°l 


Da  der  wesentliche  Factor  des  Restes 


iß  h'" 
n    » 


(  1  1  ■  ^    ^'^ 


&'"     (a+h)'" 


_4.(2n-l)!C^r.s,  -jl-f-^* 


äquivalent  mit 


(^"-l)^l""^Const. 


1 


I 


ist  (§  58,  II),  'so  zeigt  sich  auch  hieraus  die  Divergenz  der  Reihe 
bei  jedem  beliebig  kleinen  Werthe  von  h.  Anfänglich  aber  nimmt 
der  Rest  sogar  für  h=a=l  ab;  denn  man  erhält  unter  Benutzung 
der  numerischen  Werthe  der  B^  aus  §  66: 

~4       12"4"'"120*16      252  '  64  "*"  240  '  "256"      660  T024 

^91_  4095_J^  16383      3617  65535      43867  262143 
"*"  32760 '  4096      12 '  16384  +  8160  *  65536      14364  *  262144 

u.  s.  w.. 
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wo  man  nach  der  Vorschrift  der  obigen  Formeln  an  jeder  Stelle 
abbrechen  darf,  indem  man  das  zuletzt  benutzte  Glied  mit  emer 
zwischen  0  und  2  liegenden,   näher   aber  nicht  bekannten  Zahl 

multiplicirt.    Das  kleinste  unter  den  obigen  Gliedern  ist  ^,rp-  •  ttt.^t  • 

ooO    1024 

Nimmt    man    also    die   Summe    der   vorhergehenden   Glieder   als 

1      102S 
Näherungswerth  von  Z2,  so  ist  der  Fehler  <  öqv^  •  tttöi;  '  wogegen 

der  Fehler  schon  bis  auf  6  gestiegen  sein  kann,  wenn  man  alle 

aufgeschriebenen  Glieder  vor  dem  letzten  in  Anwendung  bringt. 

Es  ist  daher  mit  der  grössten  Genauigkeit,  welche  unsere  Formel 

verbürgt: 

2H4Q         0 

^2  =  4096-330  =  ^' ^^^-^•^'^^- 

—  Der  wahre  Werth  beträgt  0,693147,  also  etwa  0,0025 
weniger  als  0,6956.  In  diesem  SpecialMl  ist  demnach  keine 
grosse  Genauigkeit  zu  erlangen  gewesen. 

Nimmt  man  aber  das  h  kleiner  an,   so  verbessert  sich  die 

Verwendbarkeit  der  Formel;  denn  es  wird  für  a  =  l  nnd  h  =  l: 


,3_  5 1_  A      4\  1        /       4'\ 

2""12      12-4   \       9/'^120.16'\        gV 

252-64  \        qV^ 240-256  \        oV 


1__  (.      ^\  .  691  ^_4S 

660  - 1024  ■  \        Q V  "*"  32760  - 4096  '  \        q«/  "*  ^-  *•' 


wo  der  Felder  nicht  ganz   das  Doppelte   des  zuletzt  benutzten 

Gliedes  betragen  kann.    Benutzt  man  daher  die  ersten  5  Glieder, 

1  1 

so  ist  der  Fehler  <  220. 256=  30720  <^>^^^^-->  "»^  be- 
nutzt man  6  Glieder,  so  hat  er  noch  nicht  den  Werth 

<0,000003. 


330  •  1024      337  920 
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§  na 

Anwendung  auf  die  Berechnung  von  Integralen  und 

Reihensummen. 

Schreibt  man  in  der  Gleichung  (10)  des  §  108  /(x)  für  f(}) 
und  erniedrigt  zugleich  n  um  1,  so  folgt: 

(1)  J}(x)  dx  =  ih  {/•(a+  h)  +  ^(a)} 

-|j.h'{r(a+h)-r(a)}  +  ^»h*.{r(a4-h)-r(a)}-" 


Für  den  Rest  R^^  wollen  wir  nur  den  aus  §  109,  (15)  folgenden 
Ausdruck 

ri      2B         -  ,    («a-l)  (211-1)       . 

(2)    B„  =  (-l)  ._j;,h*».e.{/-         (a+h)-/-         (a)}. 

(o<e<i), 


benutzen,  welche  zur  Voraussetzung  hat,  dass  die  Function 

f         (x)   von   x=a  bis   x=(a+h)    entweder   nur  wächst 
oder  nur  abnimmt 

Substituirt  man  in  der  Formel  (1)  fiir  a  nach  und  nach  a-f  ^ 
a+2h,  a+3h,  ...,  a+(r — l)h  und  setzt 

b  — a 
(3)  a  +  rh  =  b,      h  = » 

so  folgt  durch  die  Summation  sämmtUcher  Gleichungen: 
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-ih{/-(a)  +  Ab)}-^|h*{r(b)-Aa)} 
+  ^;-h*{r(b)-r(a)}-?fh«{/\b)-/'\a)}  +  .- 

"•  +  (-^>       (2d-2)!  ^        V  ^>-^        H 

« 

WO  91    die  Summe  sämmtlicher  Reste  der  einzelnen  Reihen   be- 

n 

deutet.    Die  letzteren  haben  nach  (2)  säumitlich  einerlei  Vorzeichen, 

wenn  /  (x)  von  x=a  bis  x=b  nur  wächst  oder  nur  ab- 
nimmt, und  sind  dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner,  als  wenn 
man  in  (2)  6  =  1  macht.     Daraus  folgt,  dass 

2B 

(4)       g^^=(-l)^-^h^^.o{/<^°-^>(b)-/<^"-V)} 

(o<e<i) 

hervorgeht,  falls  f  (x)   von   x==a   bis  x=b   nur  wächst 

oder  nur  abnimmt,  (s^^^  nähert  sich  als  Summe  der  reciproken 
(2n)*«"  Potenzen  der  ganzen  Zahlen  mit  wachsendem  n  dem  Grenz- 
werthe  1  und  ist  höchstens  =jr*B  =1,6449,  nämlich  fürn=:l.) 

b 

Die   Formel   (3)    ist   geeignet,    das   Integral  ff  (x)  dx   mit 

jedem  gewünschten  Grade  der  Genauigkeit  zu  berechnen,  imd  zwar 
in  folgender  Weise: 

y 

Nachdem   man   die   Derivirten  /'(x),  f''(x)y  f  (x),  ..., 
;  (x)  gebildet  hat,   wähle   man   den  Werth  von  n  so, 

dass  die  Function  f  (x)  nur  eine  massige  Anzahl  mal 
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innerhalb  dos  Integrationsintervalls  im  Wachsen  und  Ab- 

nehmen  wechselt  —  d.i. so,  dass(nach§3)dieFunction/*"  (x) 
nur  eine  geringe  Anzahl  von  Vorzeichenwechseln  zeigt  — 
und  theile  das  Gcsammtintervall  in  solche  Unterinter- 
valle (a,b),  in  denen  kein  Wechsel  dieser  Art  stattfindet 
Diese  Unterintervalle  behandle  man  gesondert  nach  der 
Formel  (3). 

Bedeutet  nun  91     den  Fehler,   welchen   man  bei  der 

b 

Berechnung  von    ff(x)dx  höchstens  zulassen  will,  so  be- 

stimme  man  h  —  nach  Anleitung  der  Formel  (4)  —  so,  dass 
dem  absoluten  Betrage  nach 


(2n)!ai, 


(2n-l) 


(b)-/*-"(a)} 


wird  und  dabei  für  die  numerische  Substitution  in  (3) 
möglichst  bequem  ausfällt. 

Schliesslich  substituire  man  einen  solchen  Werth 
von  h  in  (3). 

Um  die  Tragweite  der  Formel  (3)  völlig  zu  würdigen,  machen 
wir  noch  darauf  aufmerksam,  dass  sie  auch  geeignet  ist,  bei  der 
Summation  von  endlichen  und  auch  von  unendlichen 
Reihen  gute  Dienste  zu  leisten. 

Denn  löst  man  sie  für  den  ersten  Summanden  der  rechten 
Seite  als  Unbekannte  auf,  indem  man  a  =  h  =  l  setzt,  nachdem 
man  das  Glied  h/*(b)  abgesondert  hat,  so  erhält  man: 

(5)  /(l)  +  f(2)  +  f(3)  +  f{4)  +  -+f(r) 

=ffix)  dx  -  i  {fCr +1)  -  f(l))  +  ?f  {/-(r +1)  -  AO} 

1  • 

-?f{r(r+i)-ra)}+^{/-'(r+i)-«i)}--- 
•••+(-')'(iHT-r"''('+»)-/'"""<')(-«.' 


^    539     — 
wo 

n     ^^^  t     (2ii  — P  /2ii— 1)         i 

(.;,      üi„=(-i)  ^aT>)-r^-{/'        ('•+!)-/       (1)}' 

(0<6<1), 

ist,  falls  /  (x)  von  x  =  l  bis  x  =  (r+.l)  nur  wächst  oder  nur 

abnimmt. 

§      111. 

Numerisches  Beispiel  für  die  Berechnung  der  Integrale 
durch  die  Maclaurin-Malmstensche  Reihe. 

Nehmen  wir  uns  vor,  numerisch  das  Integral 

1 


/ 


dx 


0 


1+x* 


dessen  Werth  bekanntlich  =       ist,  zu  berechnen,  so  ist  in  den 

Formeln  des  vorigen  §  f(x)  = .  =  ,— «arctnex  zusetzen. 

l_j_x*        dx 

Nach  §  67,  (23)  hat  man  daher: 


/•^"^^(x)  =  m!  cos  co"^ +'.  sin  [(m  +  1)  (^- + 


CO 


,     tugco=x. 


Vorzeichenwechsel   von   f^^^  zwischen   x  =  0   und   x  =  l,   d.   i. 

zwischen  cö  =  0  und  ©  =  -.    finden  für  solche  w  dieses  Intervalls 

4 

statt,  für  welche 

/o      \    A\(^    \       \       1  2(k  — n)  — 1     :»: 

bei  einem  ganzen  k  wird.    Dies  geschieht  also 
für  n  =  l  bei  co=  —  =30^, 

D 

„    11  =  2    „    (ö  =  -j^  =  18, 

„    n  =  3    „    G>  =  -^  =  12'25',714und(o  =  4^  =  37'l7',142, 

14  14 

«    o>  =  ^g^=10  „    cö  =  -g=30", 

u.  s.  w. 
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Legen  wir  unserer  Rechnung  den  Wertb  n  =  2  zu  Grunde, 
so  muss  demnach  das  Intervall  (0, 1)  in  zwei  Unterabtheilangen 
zerlegt  werden,  deren  Grenze  bei  x  =  tng  18"^  0,3249197  liegt 
Sodann  ist  zunächst 

r'(tngl8*)  =  3!(co8l8'')*8inr4(|+  18")  =3!  (cos  18*)  Sin  72* 

=  3!  (cos  18")'  =3!  0,- 778093 

zu  berechnen,  hierauf; 


4!üi.  ♦,- 

r ^ T-=  y Üi  •  1,981698, 

2Bjr(tngl8»)-r(0)]       "^    «     ' 


4!  SR,  4._. 

r 1 T=  ya*.  •  1,981698. 

2Bjr(tngl8")-r(l)]       '    »     '      • 

Da  die  Fehler  der  beiden  Intervalle  entgegengesetzte  Vor- 
zeichen haben,  so  verstärken  sie  sich  nicht,  sondern  heben  sich 
theilweise  auf.  Man  kann  daher  mit  Sicherheit  schliessen,  dass 
der  Gesammtfehler  R  <  0,0001  sein  wird,  wenn  man  durchgängig 
h=:0,2  macht,  also  nach  der  Formel 


1 

^ r 

4~/  T 


dx 


+  x* 


-02  ll-^-^-4-  -L      I      1      I      1      I    M 
~    '     I         1,04        1,10        1,36  "•"  1,64  "•"  2 ) 

'     11»04  ^  1,16  ^  1,36  ^  1,64)  ^    '»'^  ^  "• 


20    ■    600 


5,2   '    5,8    '    6,8    '    8,2    '    20    '    600 


4 


rechnet;  da  0,2  sich  von  y  0,0001  •  1,98  =  0,198  zu  wenig  (nur 
um  0,002)  unterscheidet,  um  eine  wesentliche  Änderung  zu  Un- 
gunsten des  Resultats  hervorzurufen. 
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Das  Resultat  der  sehr  einfachen  Berechnung  auf  9  Decünal- 

steUen  ist  ^  =  0,785398195. 
4 

Wir  wollen,  indem  wir  jetzt  die  Formel  (3)  des  yorigen  § 
eingehender  zu  Rathe  ziehn,  zu  ermitteln  suchen,  wie  gross  die 
Genauigkeit  dieses  Werthes  wirklich  ist,  da  sich  schon  oben  ein 
Grund  für  die  Erwartung  zeigte,  dass  der  Fehler  wesentlich  kleiner 
als  0,0001  ausfallen  möchte. 

Macht  man  nämlich  zu  dem  Zwecke  n==4,  so  kommt  zu  den 
bereits  in  Berechnung  gezogenen  Gliedern  noch  hinzu: 

+|f-o,2*.  {r  (i)-r  (0)}-^.o.2«.  [f\i)-r(o)) 

nebst  einem  Reste  9t^,  zu  dessen  Beurtheilung  wir  auf  folgende 
Weise  gelangen  können: 

Die  Function  f^^^(ß)  wechselt,  wie  wir  oben  gesehn  haben, 
zwischen  x  =  0  und  x  =  1  ihr  Vorzeichen  an  den  Stellen 
X  =  tng  10*^=  0,176   und  x  =  tng  30^=0,577,  indem  sie  von 

r^(0)  =  +  8!  ausgeht   Daher  wächst  f^^(x)  von  f^(0)  =  0  aus 

bis  zu  einem  Maximalwerthe  /*^^(tnglO^)  =  + 7!-0,871,   nimmt 

dann  bis  zu  einem  MinimaJwerthe  /^° (tng 30^)  =  —  7! -0,274  ab 

und  wächst  schliesslich  wieder  bis  f^^(l)  =  0. 

Mithin  ist  nach  der  Bedeutung,  welche  der  Rest  fll^  der  Formel 
(3)  des  vorigen  §  hat,  die  Schätzung  von  JR  bei  der  obigen  Wahl 
des  Werthes  von  h  =  0,2  nicht  gerade  bequem  und  scharf,  weil 
die  Zahlen  0,176  und  0,577  keine  Vielfachen  von  h  sind.  Man 
erkennt  aber,  dass  91  sich  aus  drei  Theilen  zusammensetzen  lässt, 
indem  man  das  ganze  Intervall  (0, 1)  an  den  Stellen  0,2  und  0,6 
abtheilt,  und  dass  man  dann  den  Fehler  nicht  unterschätzen  wird, 
wenn  man  für  die  einzelnen  Theile  nach  der  Formel  (4)  des 
vorigen  §  rechnet,  indem  man  im  ersten  Intervall  /*^' (tng  10^) 
anstatt  /"^"(0,2)  imd  im  zweiten  Intervall  ausserdem  /"^" (tng  30^) 
anstatt  /*^"(6)  in  Rechnung  zieht.     Thut  man  dies,  so  folgt: 
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2B  k-/™(tnglO«)  +  e^-[r"(tDg30^)-/^^"(tnglcA, 

'•  [     -O^rCtngSO«) 

=  + ^  B^.0,2^{6^.0,871  - 6^.1,145  +  63. 0,274 [ 

=  +  0,000  000  0213 .  {  6^ .  0,871  —  6^  •  1,145  +  6^  -  0,274  } . 

Da  wir  von  den  Zahlen  6,6,6^  wissen,  dass  sie  zwischen  0  nnd  1 
liegen,  so  liegt  der  Werth  der  Klammer  jedenfalls  zwischen  +  KU'^ 
und  —1,145,  mithin  der  Werth  von  {R^  zwischen  +0,000000024 
und  —0,000000024. 

Mithin   ist   der   herechnete  Werth  von  -7-  um  eine  Zahl  zu 

4 

vermindern,  welche  zwischen 

0, 000  000  032  +  0, 000  000  024  =  0, 000  000056 
und 

0, 000  000  032  —  0, 000  000  024  =  0, 000  000  012 

liegt.  (Dies  stimmt  mit  dem  früher  auf  andere  Weise  berechneten 
Werth  von  J  =  0,785  398  163  überein,  welcher  um  0,000000032 
kleiner  ist,  als  der  obige. 

Unsere  Rechnung  gab   mithin  den  Werth  von   —  so  genau. 
wie  er  durch  7  Decimalstellen  ausgedrückt  werden  kann. 


§  112. 

Anwendung  der  Maclaurin-Malmst^nschen  Reihe 
auf  die  Summe  gleich  hoher  Potenzen  der  Glieder  einer 
arithmetischen  Reihe  erster  Ordnung. 

Wir  bezeichnen: 

(1)     S  =  a^+  (a  +  hf+  (a  +  2h)V  (a  +  3h)^H h  (a  +  rh)'- 

Es  lassen  sich  unbeschränkt  viele  Functionen  von  x  bestimmen, 
welche  die  Werthe  der  einzelnen  Glieder  dieser  Reihe  annehmen. 
sobald  man  für  x  der  Beihe  nach  a,  a  +  h,  a+2h,  a  +  3h, . 
einsetzt.     Denn  hat  man  erst  eine  solche  Function  gefunden  - 
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z.  B.  f(x)  =  X*  —  so  braucht  man  zu  ihr  nur  eine  beliebige  Func- 
tion zu  addiren,  welche  an  allen  diesen  Stellen  verschwindet.  Unserm 

Zweck  würde  demnach  u.  a.  auch  die  Function  x*+psin — r — ^ 

genügen,  wo  p  eine  beliebige  Zahl  bedeutet. 

Wir  wollen  f{x)  =  x*  setzen  und,  indem  wir  die  Bezeichnung 
a  +  rh=b  vorläufig  beibehalten,  in  §  110,  (3)  die  Werthe 


^  k  +  l        ^k  +  l 


//•(x)dx  =  ^-j^-  ,    f-\x)  =  m^{l)^ 


m 


k+l 

a 

substituiren.     Dann  folgt  unmittelbar: 
-lB.(^)h"{b'--.'-| 

+(-')Vb-B.-.(2„'L>"-*|'>'"-"-*'"''1 

Im  Weiteren  unterscheiden  wir  mehrere  Fälle. 


L 

Es  sei  k  eine  ganze  positive  Zahl 

Dann  verschwindet  der  Rest,  welcher  die  unbesfimmte  Zahl  6 
enthält,  wenn  man  n  so  gross  macht,  dass  2n  —  l>k  ist,  weil 

hierbei   sein  Factor  f  i)^^^  wird.     Mithin  folgt  in  diesem 

Falle : 
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(3)     a'+  (a  +  ^f+  (a  +  2h)  V  (a  +  Sh)"-}:  •  •  •  +  (a  +  rhf 
(a  +  r h)'^'-a^*  .   1  //     .     vx*  >     A 

+  ^(J)h  {(a  +  rh^'-a--} 


-^©h'{(a  +  rhr'-a^-] 
-^*-(^)h'{(a  +  rh)''-'-a^-]  + 


•  •  •  » 


WO  die  Reihe  so  weit  fortzusetzen  ist,  bis  sie  von  selbst  abbricht 
Für  a  =  0,  h  =  l  giebt-  dies  die  Summe  der  k**^  Potenzen 
der  ganzen  Zahlen,  ausgedrückt  durch  die  höchste  unter  ihnen: 

(4)  1^+2^3^+4^+.'. .  +  r^ 

wo  aber  rechts  bei  einem  ungraden  k  vor  demjenigen 
Gliede  abgebrochen  werden  muss,  welches  den  Factor  r 
erhalten  würde,  weil  dieses  durch  die  Specialisirung  a  =  0  am 
demjenigen  Gliede  folgt,  welches  in  (3)  den  Factor  /(a  +  rh)®— a^j 
=  {l  — 1}=0  besitzt. 
Es  ist  demnach: 

,2,o2|oS,  ,        8  1       3,1       S|l 

1  +2  +3  H [-r  =g-r  +  ^-r  +  ^  r, 

l34.2«4.3^_|....4.r«=l.r*+2r'  +  -^r^ 

1  4    ,     c>4    I     q4    ,  ,4  1       r>     ,      1       4     1  '  1       8  I 

1  +j+3+...  +  r=^r  +-  r  +.^v  -^r. 

u.  s.  w. 
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IL 

Es  sei  k==  —  m  eine  negative  Zahl,  und  zwar  m>l. 
Dann  convergirt  t  die  Reihe  S  für  unendlich  wachsende  r,  es 
wird  lim«  b^"*'^""'*  =  lim  •  (a  +  rh)  =0,   und   die   Glei- 

chang  (2)  verwandelt  sich,  wenn  man  noch  h  =  l  macht,  in: 


(5) 


1  + 

•m      I 


a 


m 


+ 


+ 


(a  +  ir     (a  +  2r     (a  +  sr 


+ 


(m— l)a'' 


—  i~r  o_iii 


1        B.(   1 


—  in\ 


2a' 


2a 


m-f- 


U 


B 


» 


tn 


B 


■-0 


4a' 


m  +  3 


6  a 


III4-& 


+ 


B. 


-(-ly 


-iV2n— 3) 


(2n  —  2)a' 


1 4-211  — 3 


=T  +  (-l) 


•B.t-O 


na 


m  +  2n— 1 


Ist  demnach  k  eine   ganze   negative,   mithin  m  eine 
ganze  positive  Zahl,  so  kann  man  dies  auch*  so  schreiben: 


(6) 


4+ 


a 


m 


+ 


+ 


1 


(a+lf      (a  +  2r      (a  +  3r 


+ 


2a  +  m  — 1 


+ 


1 


2(m— l)a"'       (m— l)!a 


—nta^+i 


Bj.m!      Bj,-(in  +  2)! 


2!a' 


+ 


+  (-1) 


4!a* 
B„_,.(m+2n-4)! 


(2n— 2)!  a 


2n  — 4    J 


-    (-    1)^ 


2eB^.(m  +  2n  — 2)! 
(m— l)!(2n)!a"^+''^~' 


Will  man  hieraus  z.  B.  die  Summe 

s    =  1  H h 

Worpitxky,  Differential-  u.  Iniegralrechnajig. 


35 
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numerisch  berechnen  —  für  die  graden  m  sind  schon  in  §  66 
bequeme  Formeln  erhalten  —  so  kann  man  dieselbe  in  zwei 
Theile  zerlegen,  von  denen  der  erste 

1         1  1 

i  +  -::^'hi^  +  '"  + 


2°^    ■   a'"  (a— ir 

gliedweise,  der  zweite  aber,  welcher  mit  —  beginnt,  nach  Foimel  (6) 

a°^ 

ausgerechnet  wird,  nachdem  aus  dem  Restausdruck  der  letzteren 

die  Zahlen  a  und  n  so  bestimmt  sind,  dass  der  Werth  des  Restes 

unter  die  in  Aussicht  genommene  Fehlergrenze  herabsinkt.    Dies 

ist  bei  (6)  —  und  auch  bei  (5),  falls  m  keine  ganze  Zahl  ist  — 

immer  möglich. 

Wir  wollen  s^  so  berechnen,  dass  der  Fehler  <  0,0000000001 

werden  muss.     Für  m  =  3  lautet  die  Formel  (6): 


Cj)  _L  _i ^        _i _i _|_ 

^^  a'       (a  +  1)'       (a  +  2)'       (a  +  3)' 

a  +  1      3Bx      5B,  '7B3 


=  2-< 


a  a  a  a 

„(2n— 1)B     ,  .  2Ö(2n+l)B 


a  a 


a  +  1        1 1 1  3      I      ^  691         35 

2a*  "^4a*       12a'"^12a*     20a"'^12a"      420a"'^4a"^ 


3617       43867 „  (2a-l)B^_^ 

18    •"    uA      20        *"~rv       ^)  '   ~        o    2n 


60a'°       84  a'"  2a 


n      (2n+l)B. 


a 


Da  der  Fehler,  welchen  man  dadurch  begeht,  dass  man  die 
Berechnung  bei  einem  Gliede  abbricht,  stets  kleiner  als  das  Dop 
pelte  des  gleichgebildeten  nächsten  Gliedes  ist,  so  sieht  man  :iu< 
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den  numerischen  Werthen  der  Coefficicnten,  dass  für  a  =  5  der 

Fehler  sich  mit  Sicherheit  nur  auf  ungefähr  -^  =  0,000000000033 

35 
hcrabdrücken  lässt,  wobei  — ,-^  das   letzte   zu   benutzende    Glied 

4a'^ 
wäre.     Macht  man  a  grösser,  so  lässt  sich  die  Genauigkeit  ver- 
stärken, weil  dann  die  reciproken  Potenzen  von  a  schneller  ab- 
nehmen. 

Führt  man   die  Rechnung   für  a=:5  aus  —  welche  wegen 

j.-  =  0, 2  ganz  bequem  ist  —  so  erhält  man  in  1 1  Decimalstellen : 

-^  +  -^  +  -,  +  — ,  +  •••        -=0,02439486612. 
■5'      6^      T'*      8^ 


Ausserdem  findet  man  direct  ohne  Mühe: 


1  +  ^  +  4  +  4        =1,177  662  037  04. 


l  +  A  +  i 
2^      3^      4 

Mithin  ist: 

2»^   33+ 4»^  5 


l  +  ^  +  T3  +  7»+r3  +  --        =1,202  056  90316; 


und  dies  stimmt  noch  in  der  11*«"  Stelle.    (Vergl.  §  103.) 


HL 

Es  sei  k=:  — m:=  —  1,     m-^^-fl' 

In   diesem  Falle  ändert  sich  die  Formel  (2)  dadurch  ab,  dass 

b 

ff(^)  dx   nicht  den  für  alle  übrigen  k  geltenden  algebraischen 

''  b 

Werth   hat,  welcher  dort  substituirt  ist,  sondern  den  Werth  Z  -• 

a 

Mithin  tritt  für  (2)  die  Formel  ein: 

35* 
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(8) 


1   I       1      I         1 
a^a  +  h^  a  +  2h 


-| y. 


a+rh 


1      a+rh 

.  l 

h  a 


~"'"2|a"'"a+rhj"^2      |a*      (a-|-rh)*I 

4       la*      (a  +  r  h)*| 
^  «        la«      ra  +  rh)*) 


B 


+  (-1)  ; 


_1       8n  — 8 


2u— 2 


B 


_i L_l 

a'"-*      (a  +  rh)*»-') 


± 1 L 

a'"      (a  +  rh)*") 


Macht  man  also  h^l,  r^oo,  so  folgt: 


(9) 


lin,.  ii  +  _L_  +  _J_.  +  ...  +  _^^ t^\ 


1        B,        B,        K 

^a^2a'      4a*^6a** 


+  (-1) 


(2ii— 2)a' 


na 


Für  a  =  1  geht  die  linke  Seite  in  die  Eulersche  Constante 
M  des  §  103  über. 

Wollte  man  dieselbe  durch  die  directe  Substitution  von  a=l 
berechnen,  so  wäre  nur  eine  geringe  Genauigkeit  zu  erreicheD, 
weil  das  Anwachsen   der  Glieder   der   rechten  Seite  schon  nach 

dem  vierten,  nämlich  nach  ßB«=9F9'  beginnt 
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Addirt  man  aber  auf  beiden  Seiten  von  (9)  die  Summe 

1-I--4---I 1 la., 

^2^3.^      ^a  — 1  ' 

80  geht  ihre  linke  Seite  ebenfalls  in  M  über;  und  man  erhält: 

11  1  1       B,       B.       B. 

^    ^  ^2^6^      ^a  — 1  ^2a^2a*     4a*     6a 


6 


2n  > 


8a*  •  N       -  (2n— 2)a'^"'       "      ^  na 

wo  man  min  fiir  a  eine  solche  Zahl  wählen  kann,  dass  der  Fehler 

hinreichend  klein,  und  die  Rechnung  noch  nicht  unböquem  wird. 

Z.  B.    ist   der   numerische   Werth  Yon   Z  10    aus   §  43   auf 

21  Decimalstellen  bekannt;  die  Summe  1  +  ö~^"«"I I~q    ^^^ 

eben  so  viele  Stellen  zu  berechnen,  macht  wenig  Mühe,  und  noch 

B,  B. 

weniger  die  Berechnung  der  5  Brüche  von  — A—^  bis  ^—m^ 

2.10'         10. 10'** 

welche  man  nur  zu  berücksichtigen  braucht,  wenn  M  auf  21  Deci- 
malstellen genau  ausfallen  solL 


IV- 

Es  sei  k>'l  aber  nicht  eine  ganze  Zahl. 

Ohne  uns  eingehend  mit  diesem  Fall  zu  beschäftigen,  wollen 
wir  wenigstens  darauf  aufmerksam  machen,  dass  der  Exponent 
von  b  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  nach  einer  zählbaren  Anzahl 
von  Gliedern  negativ  wird,  weshalb  das  b  von  da  ab  nicht  mehr 
vorkommt,  wenn  man  r  unendlich  gross  macht. 

Hat  man  diejenigen  Glieder,  welche  das  b  mit  positivem 
Exponenten  besitzen,  vorher  auf  die  linke  Seite  gebracht,  so  ent- 
stehn  Gleichungen,  analog  der  Gleichung  (9). 
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Z.  B.  ergiebt  sich  für  k  =  —  m,  0<m-<[l: 

i^m^^       •      •     • 


(11)  lim-  ( 


ni 


1  — m 


1^  \     m B,       m   ni+J.   m  +  2 

B3       m   m+1       m  +  4 
^6a'"+'*     1       2  5 

...  +  (_1)"-' 3-:'      _.f  -'M 

^^      ^         (2u— 2)a'"+-"-'   V2n-3/ 

B 

+  (-1)  .0 


n  /  — m 


jia"'+*"-'     \2n— 1 

§  113. 
Schliissbemerkung  über  die  numerische  Berechnung 

der  Integrale. 

Es  geht  aus  dem  Begriff  des  Integrak  als  selbstverstäudlich 
hervor,  dass  dort,  wo  die  Integration  nicht  zu  anderweitig  bekannten 
Functionen  führt,  nothweiidig  Reihen  irgend  welcher  Art  als 
Hülfsmittel  für  die  Berechnung  eintreten  müssen  —  und  geschieht 
das  Erstere,  so  ist  der  Unterschied  eigentlich  nur  der,  dass  Aus- 
drücke, deren  Werthe  bereits  häufiger  berechnet  sind,  an  die  Stelle 
von  solchen  treten,  bei  welchen  dies  nicht  der  Fall  ist. 

So  mannichfach,  wie  die  Formen  von  Reihen  sein  können, 
sind  mithin  auch  die  Berechnuugsmethoden  der  Integrale. 

Der  Zweck  dieses  Buchs  dürfte  ausreichend  erfüllt  sein,  wenn 
wir  auf  andere  Reihen  ausser  der  Maclaurin-Malmstenschen  neben 
denjenigen,  welche  sich  aus  dem  Früheren  von  selbst  darbieten, 
nicht  näher  eingehn  und  nur  referiren,  dass  eine  umfangreiche 
Literatur  über  diesen  Gegenstand  vorliegt.  Es  ist  aber  vor  allen 
denjenigen  Berechuungsmethoden  ausdrücklich  zu  warnen. 
welche  nur  Zahlen  ergeben,  ohne  den  Rest  mit  Sicherheit  zu 
controliren  —  wie  ingeniös  sie  auch  sonst  erfundeu  sein  mögen. 
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Capitel  XVIL 

über  Maxiiua  und  Minima  stetiger  Functionen. 

§  114. 
Kecapitulation  des  Begriffs. 

Was  man  unter  den  Maximis  und  Minimis  einer  Function  zu 
verstehen  habe,  ist  bereits  in  §  3  angegeben;  auch  ist  daselbst 
in  dem  Vorzeichenwechsel  der  Derivirten  erster  Ordnung  ein  ins- 
gemein bequemes  Erkennungsmittel  derjenigen  Stellen  gefunden 
worden,  an  welchen  Maxima  und  Minima  vorkommen.  Wir  haben 
in  den  vorangehenden  Capiteln  mehrfach  von  demselben  Gebrauch 
gemacht. 

Es  verlohnt  sich  eine  eingehendere  Betrachtung  derselben, 
theils  um  die  Aufsuchungsmethode  so  abzuändern,  dass  sie  in 
manchen  Fällen  noch  handlicher  wird,  theils  um  gewisse  Bezie- 
hungen der  Functionen  und  ihrer  Derivirten  zu  einander  aufzu- 
decken, theils  in  Absicht  auf  die  Geometrie,  wo  die  Maxima  und 
Minima  der  Maasse  an  Curven  und  Flächen  von  Belang  sind,  um 
ein  klares  Bild  von  dem  Verlauf  und  der  Ausbreitung  dieser 
Raumgebilde  zu  erhalten. 

Wir  recapituliren  zunächst  aus  §  3  den  Begriff  nebst  dem 
dort  gewonnenen  Aufsuchungsmittel. 
Lässt  man  das  Argument  x  der  Function  f(x)  wachsen, 
so  heisst  /"(a)  ein  Maximuni  von  f(x),  falls  f(x)  bis  zur 
Stelle  x  =  a  wächst  und  dann  abnimmt,  dagegen  ein 
Minimum 9  falls  die  Veränderung  der  Function  f(x)  in 
umgekehrter  Weise  vor  sich  geht. 

Die  Derivirte  f\x)  tritt  an  der  Stelle  x  =  a  bei  den 
Maximis  von  positiven  Werthen  zu  negativen  über,  bei 
den  Minimis  dagegen  von  negativen  zu  positiven;  — 
sie  wechselt  also  in  beiden  Fällen  nothwendig  ihr 
Vorzeichen. 
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§  115. 

Maxima  und  Minima  solcher  Functionen,  deren  Derivirten 
bis  zu  einer  entscheidenden  Ordnung  stetig  bleiben. 

Maximal-  und  Minimalwerthe  von  f(x)  können  unter  sehr 
verschiedenen  Umständen  eintreten,  welche  —  wenn  man  bloss 
die  differentiirbaren  Functionen  im  Auge  behält  —  sich  unter 
folgende  zwei  Classen  subsummiren  lassen: 

1)  Die  Derivirte  /'(x)  geht  discontinuirlich  von  einem 
Werthe  zu  einem  Werthe  von  entgegengesetztem  Vorzeichen  üher, 
indem  sie  dabei  entweder  endlich  bleibt^  oder  dies  nicht  thut  — 
Mit  diesem  Fall  wollen  wir  uns  nur  befassen,  um  eine  zu  weit 
gehende  Verallgemeinerung  derjenigen  Kriterien  abzuschneiden, 
welche  bei  continuirlichen  Derivirten  Platz  greifen. 

2)  Die  Derivirte  f'(x)  ändert  ihr  Vorzeichen  bei  stetiger 
Veränderung  durch  Null  hindurch. 

In  Bezug  auf  den  letztgedachten  Fall  trifft  folgende  Er- 
wägung zu: 

Erleidet  die  Derivirte  /"(x)  beim  Durchgange  des  Argumen- 
tes durch  x  =  a  einen  Vorzeichenwechsel  —  was  nach  dem  vori- 
gen §  für  Maximal-  und  Minimalwerthe  /*(a)  nothwendig  ist  — 
so  darf  fXx)  hierbei  nur  wachsen  oder  nur  abnehmen;  und  dies 
hat  nach  §  3  zur  Folge,  dass  f'Xx)  sein  Vorzeichen  bewahren 
muss. 

Das  letztere  —  nämlich  das  Vorzeichen  von  f"{x)  —  muss 
bei  einem  Maximum  von  f(x)  negativ  sein,  weil  f'(x)  beim 
Durchgange  durch  Null  hindurch  vom  Positiven  zum  Negativen 
abnimmt,  dagegen  bei  einem  Minimum  positiv,  weil  f'(x)  vom 
negativen  Bereiche  heraus  in  den  positiven  hinein  wächst. 

Ergiebt  die  Substitution  von  x  =  a  ein  erkennbares  Vorzeichen 
von  f'Xx),  so  braucht  man  mithin  nur  den  Substitutionswerth  /"'(a) 
in  Betracht  zu  ziehn,  um  das  Vorzeichen  der  Derivirten  f"  (x)  in 
der  Nähe  von  x  =  a  zu  ermitteln.  Ist  dies  aber  nicht  der  Fall, 
weil  /'"(^)  =  +  0  wird,  so  muss  nach  der  obigen  Bemerkung 
über  das  Vorzeichen  von  f"(x)  diese  Function  gleichzeitig 
mit  f(x)   einen  Maximalwerth   oder  einen   Minimalwerth 


—    563    — 

besitzen.  Und  um  zu  erkennen,  ob  f'Xx)  ein  Maximum  oder 
Minimum  ist,  kann  man  nun  auf  f'\x)  genau  dieselben  Scblüsse 
anwenden,  welche  wir  hinsichtlich  f(x)  besprochen  haben;  so  dass 
dann  auch  /""(a)  =  0  sein  muss,  und  f^(x)  in  der  Nachbarschaft 
von  x  =  a  nur  positive  oder  nur  negative  Werthe  besitzen  darf. 
Sollte  auch  /'^(a)  =  +  0  sein,  so  unterwirft  sich  /"^(x)  derselben 
Betrachtung;  u.  s.  w. 
Hieraus  folgt  der 

Lehrsatz. 

Verschwindet  f'{x)  für  x  =  a,  und  besitzt  in  der  Reihe 
der  höheren  Derivirten 

f"(x),  rw,  r(x),  /-^(x), ..., 

diejenige  von  niedrigster  Ordnung,  welche  dies  nicht 
thmt,  eine  grade  Ordnungszahl  (2r)  und  ausserdem  einen 
endlichen  Werth  mit  bestimmt  ausgesprochenem  Vor- 
zeichen, so  ist  /"(a) 

ein  Haximum 

von  f{x)  bei  einem  negatlren  Vorzeichen  von  /*^^'^(a), 

ein  Hlnlmuiii 

von  f(x)  bei  einem  positiren  Vorzeichen  von  /"^^'^(a). 

Ist  unter  sonst  gleichen  Umständen  die  erste  nicht  ver- 
schwindende Derivirte  von  nngrader  Ordnung,  so  ist  /"(a) 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 

Dass  diese  Vorzeichenregel  hinsichtlich  f^^^\x)  hinfällig  wird, 
wenn  der  Zeichenwechsel  von  fXx)  in  Folge  einer  Discontinuität 
eintritt,  wollen  wir  —  obgleich  man  sich  theoretisch  eben  so  leicht 
davon  überzeugt  —  an  einem  Beispiel  zeigen. 

Die  Function  f(x)  =  x*  besitzt  augenscheinlich  einen  Mini- 
mal werth  für  X  =  0,  da  sie  für  X  =  0  verschwindet  und  sonst 
nur  positive  Werthe  hat    Dasselbe  ergiebt  sich  auch  daraus,  dass 

2 

ihre   Derivirte  f\x)  =  — ^-^^  ist,  also  an  der  Stelle  x  =  0  von 

S'Vx 
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^< 


negativen  Worthen  zu  posi- 
tiven überspringt,  sobald  x 
wächst.    Die  zweite  Derivirte 

g.Vx* 

ist  trotzdom  negativ;  so  dass 
wir  hier  ein  Mlnimani  bei 
einem  negatiren  Vor- 
zeichen von  /"'(x)  habea 
—  Die  nebenstehende  Figur 
veranschaidicht  die  Veränderung  der  Function  geometrisch. 


Beispiele  fOr  die  Anwendung  des  obigen  Lehrsatzes. 

L 

Soll  eine  gegebene  Zahl  c  so  in  zwei  Theile  getheilt 
werden,  dass  das  Product  aus  der  m*®*  Potenz  dos  einen 
und  der  n^^  Potenz  des  andern  einen  möglichst  grossen 
Werth  erhalte,  so  muss  der  Theil  x  so  bestimmt  werden,  dass 
die  Function 

/•(x)  =  x-"  (C  -  X)" 

ein  Maximum  ist 

Es  folgt  durch  Diflferontiation : 


n  — 1 


/•'(x)  =  mx'"~Xc  — x)  — nx'"(c  — x)       , 


.m  — 2 


m  — 1 


B— 1 


r(x)  =  m(m~l)x"-''(c— x)  -  2mnx'"~'(c  — x) 

l)x-(c 


+  n(u- 


—  X) 


—  2 


Man  kann  f\x)  auch  in  der  Form 


/*'(x)  =  x"    ^(c  —  x)       •|m(c  —  x)  —  nx> 

schreiben,  weshalb  bei  allen  Werthen  von  m  und  n  die  Derivirte 
f\x)  =  0  wird,  wenn  man  m(c  — x)  —  nx  =  0,  d.  i.,  wenn  man 
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c  —  X 


m 
n 


m 


x  =  -  -   -  -c, 


c  —  X 


m  -j-  n 
macht. 

Bei  dieser  Annahme  von  x,  bei  welcher  sich  die  Theile 

Yon   c   wie   ihre   Exponenten    verhalten,   findet    —   positive 

Wertho  von  m  und  n  vorausgesetzt  —  ein  Maximum 


/w 


m     n 

m    n 


(m  +  n) 


m  +  u 


statt,  weil  die  zweite  Derivirte  den  negativen  Werth 


m  — 1     n  — 1 

m        n 


m  +  11  —  2 


(m  +  iO   ^ 
erlangt. 

Ausserdem  können  Minima  für  x  =  0  und  für  x  =  c  ein- 
treten. Es  hängt  dies  aber  von  der  besonderen  Beschaffenheit  der 
Exponenten  m  und  n  ab. 

Ist  z.  B.  m  =  2,  also  /'(x)  =  x*(c  —  x)  ,  so  zeigen  die  Aus- 
drücke fXO)  =  0,  /*"(0)  =  +  2c^  dass  an  der  Stelle  x  =  0  ein 
Minimum  von  f(x)  liegt.  —  Die  Curve,  deren  Coordinaten  x  und 
f(x)  sind,  besitzt  dann  in  der  Nähe  von  x  =  0  die  Gestalt: 


Für  m=3  findet  bei  x=0  kein  Minimum  statt,  weil  f(0)=0 
und  f'XO)  =  09  aber  /""(0)  =  6c^  wird,  während  nach  unserm 
Lehrsatz  bei  einem  Maximum  oder  Minimum  die  erste  nicht  vor- 
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schwindende  Derivirte  von  grader  Ordnung  sein  muss.  —  Die  Cnrve 
/'(x)  =  x'(c  —  x)   verläuft  in  der  Nähe  von  x  =  0  so: 


2 

Für  m=-^  ist  an  der  Stelle  x  =  0  ein  Minimum  vorhanden, 
o 

welches  sich  geometrisch  in  ähnlicher  Weise  veranschaulicht,  wie 

es  die  erste  Figur  in  diesem  §  zeigt. 

Für  m  =  ^  beginnt  die  Curve  erst  im  Punkte  x  =  0,  indem 

sie  sich  dort  an  die  positive  Seite  der  Ordinatenaxe  als  Tangente 
anschmiegt: 


II. 

Auf  einem  Kreise   mit   dem  Radius  r  um  C  soll  ein 
Punkt   P   von   solcher  Lage   bestimmt  werden,    dass   die 
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Summe  seiner  Entfernungen  von  zwei  gegebenen  Punkten 
A  und  B  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  sei. 


Wir  benennen  CA  =  a,  CB  =  b,  Z.ACB  =  7,  endlich 
BCP  =  x,  indem  wir  diesen  Winkel  je  nach  der  Lage  des  Ra- 
dius CP  als  positiven  oder  negativen  Zuwachs  des  Winkels  AGB 
bei    der  Bewegung  vom  Schenkel  CA  aus  betrachten.     Dann  ist: 

PA  =  yr*+a*— 2raco8(2jr  — 7  — x) 


Vr*+  a* —  2ra  cos  (y  +  x), 


PB  =  yr*+b'— 2rb 


cosx 


und    es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  der  Maxima  und  Minima 
der    Function 

/•(x)  =  Vr*+  a*~-  2ra cos (/  +  x)  +  Vr*+b*— 2rbcosx' 


Durch  Differentiation  ergiebt  sich: 


r(*) 


r-< 


a  sin  (/  +  x) 


+ 


bsinx 


Vr^H-  a*—  2racos(7+x)      Vr*+b^— 2brcosx 
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rw=r., 


acosfy  +  x)  bcosx  | 


Vr^+a*— 2racos(7  +  x)      Vr*+b*— 2brcosx  | 

02  9  4 

2  I  a  sin  (7  +  x)  ,  b  sin  x 


(1) 


(2) 


rasi 
ibsi 


,(Vr'+"a'— 2racos(7  +  x))        (Vr'+ b"^— 2brcosx)  J 

Sind   a   und  b  von  r   verschieden,    so    kann   keine   von 
unsern   Quadratwurzeln   —   weil   sie   die   Strecken  PA   und   PB  ! 
messen  —  verschwinden.      Dann    ist  f\x)  stetig  und  mu^  zum 
Zweck  des  Vorzeichenwechsels   durch  Null  hindurchgehn.     Mitliiu 
finden  Mäxima  und  Minima  nur  statt,  wo  f\x)  =  0  wird.  ' 

Uns  kommt  es  mehr  auf  die  geometrische  Bedeutung  der 
Wurzeln  dieser  Gleichung  als  auf  deren  analytischen  Ausdruck  au. 
Fällen  wir,  um  dieselbe  zur  Anschauung  zu  bringen,  auf  CP  die 
Senkrechten  AA  und  BB  ,  so  folgt  aus  den  Dreiecken  CAA^ 
und  CBB^ : 

sin(/ -j-x)  =  4--^\  für  0<</  +  x<;:?r,  i 

sinx  =  —  BB^    „    0<<^  +  x<Jr;  1 

j'a8in(7  +  x)  =  — AA^    „    jr<<7  +  x<2jr, 
|bsinx  =-)-BB^    „    jr<<^  +  x<C  2jr. 

Man  kann  demnach 

f      AA        BB  I  , 

r(x)=r.|  +  -^p^  +  -ßp^[  =  r.{+sinCPA  +  sinCPB} 

darstellen,  wo  die  oberen  Vorzeichen  für  die  Combination  (1),  die 
unteren  aber  für  die  Combination  (2)  gelten,  während  die  Vor- 
zeichen der  Summanden  im  letzten  Ausdruck  bei  jeder  andern 
Combination  der  Winkel  übereinstimmen.  Es  geben  also  nur 
die  obigen  Combinationen  (1)  und  (2)  Wurzeln  der 
Gleichung  /*'(x)  =  0,  und  zwar  generell  jede  von  ihnen 
deren  zwei,  da  die  Winkel  CPA  und  CPB  in  jedem  der  heraus- 
gehobenen Gebiete  zweimal  gleich  oder  Supplemente  werden,  wenn 
AB  theilweise  im  Kreisfelde  liegt  —  wie  man  sogleich  sieht, 
wenn  man  den  Punkt  P  den  Kreis  durchlaufen  lasst  und  dabei 
auf  die  Veränderung  der*  Winkel  CPA  und  CPB  achtet. 
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Bei  der  in  der  Figur  verzeichneten  Lage  von  P,  in  welcher 
der  Winkel  APB  von  PC  halbirt  wird,  findet  ein  Maximum  statt, 
weil  /*'(x)  —  wie  ebenfalls  der  Augenschein  bei  gehöriger  Rück- 
sicht auf  den  letzten  Ausdruck  von  /"(x)  zeigt  —  von  positiven 
Werthen  zu  negativen  übergeht,  sobald  x  wächst.  Dann  folgt  bei 
weiterer  Vergrösserung  von  x  ein  Minimum  —  bei  P  in  der 
Graden  AB,  hierauf  ein  Maximum  —  etwa  bei  P  ,  endlich  ein 
Minimum  —  bei  P.  in  der  Graden  AB. 

Das  Kriterium  aus  f  (x)  darüber,  ob  /"(x)  Maximum  oder 
Minimum  oder  keins  von  beiden  sei,  ist  hier  ofienbar  weniger 
bequem. 

Es  sind  also,  wenn  a  und  b  sich  von  r  unterscheiden, 
generell  zwei  Maxima  und  zwei  Minima  vorhanden,  und 
zwar  dann  jederzeit,  wenn  AB  theilweise  im  Kreisfelde  liegt. 

Liegt  der  Punkt  B  auf  dem  Kreise,  ist  also  b  =  r,  so 
ändeii;  sich  die  Betrachtung  in  so  fern,  als 


PB  =  Vr'+b*  — 2rbcosx=  +  2rsin| 

wird,  wo  man  das  Vorzeichen  so  anzunehmen  hat,  dass  der  Aus^ 
dinick  einen  positiven  Werth  erlangt.  Die  weitere  Behandlung 
vermittelst  Rechnung  bietet  keine  neuen  Schwierigkeiten;  noch 
bequemer  gestaltet  sich  die  Entscheidung  über  die  singulären 
Fälle  vermittelst  geometrischer  Betrachtung. 
Wir  wollen  auf  sie  nicht  näher  eingehn. 


IIL 

Will    man   den    grössten    und   den   kleinsten    Durch- 
messer einer  Ellipse  finden,  deren  Mittelpunktsgleichung 

-l  +  {.  =  '^'     (a>b) 
a         b 

ist,  so  handelt  es  sich,  wenn  man  x  =  vcos9),  y  =  vsin9)  sub- 
stituirt,  um  die  Maxima  und  Minima  von  2v.  Diese  findet  man 
selbstverständlich  an  den  Maximal-  und  Minimalstellen  von 
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V  =1:2 »  ,    2  .     8  =/(y)- 

b  cos  9)  +a  smq) 
Nun  ist 

,.,.  .  a*b*(a*— b^)8in29)  a*  — b*  -     .« 

/  (y)  =  -  ,,  , i^ 5  = ^-^•8in2gp.[/((jp)]  , 

(b*cos9)  +a  sin^)^)  ^   *^ 

/•"(g))  =  -  2^^^^ .  /-(g)) .  [cos  2  9)  •  r(9)  +  sin  2  9  •  f  (9^)] ' 

a  -b  ^ 

f'(g>)  ist  stetig  und  verschwindet  nur  dort,  wo  sin  2  9)  =  0,  ii 
wo  9)  =  0  oder  9)  =  ^^  is^    Für  95  =  0  hat  /*"(9>)  einen  negativen, 

für  95  =  ^  aber  einen  positiven  Werth. 

Daher    liegt    der    grösste    Durchmesser    in    der    Ab- 
scissen-,  der  kleinste  in  der  Ordinatenaxe. 


§  116. 

Beziehung  zwischen  den  reellen  Wurzeln  einer  Function 

und  denjenigen  ihrer  Derivjrten. 

Ändert  die  Derivirte  f\x)  der  Function  f(x)  sich  stetig. 
während  x  von  einer  reellen  Wurzel  a  der  Gleichung  /'(x)  =  0 
bis  zu  einer  zweiten  b  stetig  wächst,  so  ist  es  —  weil  /"(x)  iu 
dem  Intervall  (a,b)  nothwendiger  Weise  mindestens  ein  Maximum 
oder  Minimum  besitzt  —  nach  §  3  unausbleiblich,  dass  /*'(^)  ^ 
diesem  Intervall  (a,b)  wenigstens  einmal  das  Vorzeichen  wechselt 
und  dabei  —  wegen  seiner  vorausgesetzten  Stetigkeit  —  durch 
Null  hindurchgeht. 

Dass  dies  auch  öfter  als  einmal  geschehen  kann,  ist  selbst- 
verständlich; ob  es  öfter  geschieht,  muss  aus  der  Natur  der 
speciell  betrachteten  Function  entschieden  werden. 

Ist  /"(x)  im  Intervall  (a,b)  unstetig,  so  kann  der  Zeichea- 
wechsel  auch  auf  andere  Weise  zu  Stande  kommen  —  z.  B.  ver- 
mittelst des  Durchganges  durch  das  Unendliche.  —  Auch  i^t 
der  Zeichenwechsel  nicht  einmal  nöthig,  wenn  f(x)  ebenfalls  iiu 
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vall  (a,  b)  unstetig  wird,  weil  sich  dann  die  Differenz  f(h)  —  /*(a) 

h 

nicht  mehr  als  ein  Integral  ff\^)  dx  darstellen  lässt.     Z.  B.  be- 

wahrt  die  Deriviile  — ^^—=^ ^  ihr  Vorzeichen  zwischen  x=0 

<1^  cos  X 

und  X  =  jr ,  obgleich  tng  0  =  0  und  tng  jt  =  0  ist. 

Es  gilt  daher  der 


Lehrsatz. 

Zwischen  je  zwei  reellen  Wurzeln  x  =  a  und  x  =  b 
der  Gleichung 

/•« = 0 

liegt  mindestens  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung 

fix)  =  0, 

falls  die  Derivirte  f\x)  von  x  =  a  bis  x  =  b  stetig  ist. 
Ist  die  Derivirte  in  diesem  Intervalle  unstetig,  so  braucht 
sie  in  ihm  nicht  zu  verschwinden. 

Dieser  Satz  lässt  sich  zuweilen  mit  Vortheil  anwenden,  um 
die  Existenz  reeller  Wurzeln  innerhalb  eines  bestimmten  Inter- 
valls nachzuweisen. 

Ein  interessantes  Beispiel  hierfür  bietet  die  „Eagelfimction*^ 


P<-"(x)^      1       d.(x*-l) 


2''-n!  dx' 

Macht  man  nämlich 

/•(x)  =  (x''-l)". 

80  besitzt  die  Gleichung  f(x)  =  0  zwei  reelle  Wui-zeln  x  =  —  1 
und  X  =  + 1. 

Zwischen  diesen   liegt  also   mindestens   eine   reelle   Wurzel 

der  Gleichung  f'(x)  =  0;  und  da 


8 


u  — l 


f(x)  =  2nx(x'— 1) 

Wuryitxky,  Differeutlal-  u.  IntegralreckAuag.  86 
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auch  für  x  =  —  1  und  x  =  + 1  verschwindet,  so  hat  die  Gleidinng 
f'(x)  =  0  mindestens^)  drei  reelle  Wurzeln  im  Interrall  ( — 1,  +!)• 
Zwischen  je  zweien  von  ihnen  Uegt  mindestens  eine  reeOe 
Wurzel  der  Gleichung  f'\x)  =  0;  und  da  (—1)  und  (+1)  eben- 
fSalls  Wurzeln  von 

r(x)  =  4n(n— l).x*(x*— l/"*  +  2n(x*— 1)""'  =  0 

sind,  so  besitzt  diese  Gleichung  im  Intervall  ( — 1,  +  1)  mindestens 
vier  reelle  Wurzeln. 

In  der   begonnenen  Weise   kann   man   weiter  schliessen,  so 

lange   die   einzelnen   Summanden   von   f    (x)  noch   einen  Factor 

(x* — 1)  enthalten.     Es  ist: 


3/    2        ^.a— 3 


/•'"(x)  =  8n(n~l)(n  — 2).x'(x'— 1)      +  12n(n— l).x(x'-l) 
/•^^(x)=16n(n— l)(n  — 2)(n--3).x*(x*-l)""* 


+  48n(n~l)(n  — 2).x*(x*— 1) 
+  12n(n-l).(x^-l)''"'. 


u.  s.  w., 
/•^'\x)  =  2'.n(n— l)(n— 2)...(n  +  l— r).x'(x*— I)""' 

+  a-x       (x  — 1)  +b-x       (x  — 1)  H 

wo  die  Ausdrücke  für  die  Coefficienten  a,  b, . . .  uns  in  Absicht  auf 
unsem  Zweck  gleichgültig  sind. 

Man  erkennt  aus  dieser   Form  in  Verfolg  der  oben  begon- 
nenen Schlussweise  sofort,  dass  die  Gleichung 

im  Intervall  ( — 1, +  1)  mindestens  (n  +  1)  reelle  Wurzeln  —  mit 
Emschluss  von  x  =  —  1  und  x  =  + 1  —  besitzt,  weshalb  die 
Gleichung 


*)  DasB  es  genau  drei  reeUe  Wurzeln  (— 1,0, +1)  sind,  intere^irt 
vorläufig  nicht. 
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welche  nicht  mehr  durch  x  =  —  1  und  x  =  -\-l  erfüllt  wird,  im 
Intervall  ( — 1, +  1)  mindestens  n  reelle  Wurzeln  haben  muss. 

Nun  ist  aber  f    (x)  eine  algebraische  Function  n*«»  Grades. 

Folglich  hat  die  Kugelfunction  P  (x)  nur  reelle 
Wurzeln;  dieselben  liegen  sämmtlich  zwischen  ( — 1) 
und  (+1). 


§  117. 
Maxima  und  Minima  bei  mehreren  unabhängigen  Variabein. 

Von  einer  Function  /"(xjj, ...)  mehrerer  Variabein 
x,y,...  sagt  man,  dass  sie  an  der  Stelle  (x,y,...)  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  sei,  wenn  die  Function 

/"(x  +  g.t,  y  +  ^-t,...) 

bei  jeder  beliebigen  Annahme  von  §,^,...  ein  Maximum 
oder  Minimum  für  t  =  0  ist. 

Diese  Form  der  Definition  ist  identisch  mit  derjenigen,  dass 
f{x,  y, . . .)  nur  dann  ein  Maximum  genannt  werden  soll,  wenn  der 
Functionswerth  abnimmt,  wie  man  auch  die  Variabein  x,y, ... 
einzeln  oder  zugleich  ändern  mag;  —  analog  beim  Minimum. 
Wir  haben  sie  vorgezogen,  weil  in  ihr  schon  eine  Andeutung  für 
die  Auüsuchungsmethode  der  Maxima  und  Minima  liegt.  Denn 
sie  zeigt,  dass  nur  ein  unerheblicher  Unterschied  mit  den  Functionen 
von  einer  einzigen  Variabein  besteht;  weshalb  es  in  Absicht  auf 
die  allgemeinen  Theoreme  genügt,  auf  die  vorigen  §§  zu  verweisen. 

Wir  wollen  nur  noch  einen  besonders  wichtigen  Fall  heraus- 
heben, welcher  zugleich  als  Paradigma  für  die  Behandlung  ähn- 
licher Probleme  gelten  kann. 

Es  sei  die  Function  z  =  /*(x,y)  gegeben.    Wir  setzen 

F(t)  =  /-(x  +  g.t,y  +  ^.t), 

wo  §  und  fj  Constanten  bedeuten,  welche  nach  Belieben  ausgewählt 
werden  dürfen.    Dann  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  t: 

36* 
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F'm_^/'(^  +  g-t.y  +  ?-t)   ,  ,   b/-(x  +  §-t.y  +  i?-t) 


J)(x  +  §.t) 


b(x+g-t)-ö(y+j?-t) 


2 


,  bY(x  +  g-t,y  +  >/-t)     , 

_l ,j  . 

ö(y  +  j?-t) 


Die  Stetigkeit  der  partiellen  Derivirten  vorausgesetzt,  können 
deshalb  Maxima  und  Minima  von  z  nur  dort  vorkommen,  wo 


öx 


öy 


für  jedes  beliebige  g  und  ?;  verschwindet.     Und  dies  Letztere  ist 
nur  dann  möglich,  wenn  gleichzeitig 


wird. 


^  /•(^.  y)  _  n     ^/"(^.y) 

bx     ~"    '      "  öy 
Femer  muss  das  Vorzeichen  von 


=  0 


F"(0) = ?^!(fel) .  |'+ 2 .  ?!Vfc2) .  g  ,  +  >!4fel) . ,. 


dx 


öx-öy 


^y* 


=  ^-|*+2     "^       .      .   "-      « 


öx 


öx'öy 


öy 


festgestellt  werden.     Dies  kann  u.  a.  dadurch  geschehn,  dass  man 
das  Vorzeichen  von 

F"(0).^\ 
ox 


h\_  6'z 


■v\  + 


s 


b'z    b'z 
hx*'  hy* 


Vbxöy/       ' 


oder  von 
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F"(0)----. 


f    b*z       .  .    ö*z 


bx-by 


g  + 


öy 


2 


+  ^ 


ermittelt. 
Ist 


b  z    b  z       /   o 


J>*z    \   I      . 


bx*    öy*      Vöxby;  J 


bx'    by 


sü  gebt  demnach  hervor: 


F"(0)4'-4>0. 
ox 


F"(0)-^-*'>0, 
öy 


welche  Werthe  die  willkürlichen  Incremente  §  und  ij  auch  anneh- 
men mögen,  und  es  erhalten  die  drei  Grössen 


F"(0), 


h  z       6   z 
6?'      hp 


gleiche  Vorzeichen.     Dies  bleibt  auch  für 

OZOZ  /ÖZ\    

äx'*"  bp~\^~^)~ 

noch  richtig,  nur  dass,  wenn  g  und  ?;  geändert  werden,  F"(0)  bei 
einem  gewissen  Verhältniss  von  ^  zu  rj  ohne  Änderung  des  Vor- 
zeichens durch  Null  hindurchgeht;  was  die  Maximal-  oder  Minimal- 
eigenschaft von  z  nicht  beeinträchtigt  (§  115). 
Fällt  aber 

b*z    b'z       /   b'z     ' 

6x**6y'*      Uxbv. 


aus,  so  zeigen  die  obigen  Ausdrücke  für 

F"(0).^undF"(0).^; 
OX  oy 
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auf  eine  eben  so  einfache  Weise,  dass  F"(0)  bei  der  Änderung 
des  Verhältnisses  (§:^)  verschiedene  Vorzeichen  annehmen  kann, 
weil  es  dann  auf  die  absoluten  Werthe  der  beiden  Summanden 
ankommt,  aus  welchen  jene  Ausdrücke,  zusammengesetzt  sind.  — 
Mithin  hat  man  in  diesem  Falle  kein  Maximum  oder  Minimum  von  z. 
Sollte  sich 

ergeben,  so  steht  die  Entscheidung  noch  aus. 

Das  Resultat  der  Untersuchung  lässt  sich  so  zusammenfassen: 


Lehrsatz. 

Ist  z  =  /*(x,  y)  eine  Function  zweier  unabhängigen 
Variabein,  und  findet  sich  ein  Werthepaar  (x,  y),  bei 
welchem 

bx*    by'      Vöx.öyy/-     ' 

hervorgeht,  so  besitzt  z  für  dasselbe  einen  Maximal- 
oder einen  Minimalwerth,  je  nachdem  die  partiellen 
Derivirten 

O    Z  0    Z 

i      2'         N      2 

ox        oy 

negativ  oder  positiv  sind.  —  Hierbei  darf  auch  eine  von 

b^z 
ihnen  nebst  -^^ — ;r—  verschwinden. 

ox-öy 

Differiren  die  Vorzeichen  der  beiden  Derivirten 

o  z        ,  0  z 

=-     und    ;:> 
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so   findet   weder   ein  Maximum,   noch   eiu  Minimum   yon 
z  statt 

Ergiebt  sich 

ö'z         b'z         b'z 


öx*       öx-by      öy^ 


0, 


oder    treten    an    den    entscheidenden    Stellen    Unstetig- 
keiten  auf,  so  muss  man  andere  Kriterien  aufsuchen. 


Beispiele  für  die  Anwendung  dieses  Lehrsatzes. 

I. 

Soll  eine  Zahl  c  so  in  drei  Theile  getheilt  werden, 
dass  das  Product  aus  der  m^®^  n*®"  und  r*«*  Potenz  des 
ersten,  zweiten  und  dritten  Theils  möglichst  gross  aus- 
falle, so  handelt  es  sich  um  die  Auffindung  der  Maxima  Ton 

z  =  /'(x,y)  =  x".y^(c— X— y)' 

mit  Ausschluss  derjenigen  Fälle,  in  welchen  ein  Theil  =0  wird. 
Es  ergiebt  sich  zunächst: 

^=x"""^-y*.(c— X— y)'      «Imc— (m  +  r)x  — my}> 

^  =x".y"~'.(c— x~y)'"'.{nc  — nx  — (n+r)y}. 

Diese  Derivirtea^  müssen  verschwinden,  ohne  dass  x  oder  y  oder 
c — X — y  verschwindet.    Es  muss  demnach 

(m-j-r)x  +  niy  =  mc, 

nx4-(n+r)y  =  nc, 
mithin 

X y c — X — y c 


m      n  r  m+n+r 

sein;  d.  h.:  die  Theile  von  c  müssen   sich    verhalten,   wie 
ihre  Exponenten. 


—     568    — 

Zum  Zweck  des  analytischen  Entscheides  darüber,  ob  ein 
Maximum  oder  Minimum  bei  dieser  Relation  stattfindet,  entwickeln 
wir  die  zweiten  Derivirten  und  erhalten  bei  den  fraglichen 
Special  werthen: 

—  > 


b'z  m"-'n'^r'"'(m  +  r)c' 


"X  (m  +  n  +  r) 

b2  ra     11  — 1    r — 1  /       1       \     m-hn-hr  — 2 

z  mn       r       (n  +  r)c 


v2  _  m  _ii    r— 1     tn  +  n  +  r  — 2 

öz  mnr      c 


m  +  n  H-  r  —  2  • 


^^■^y  (m  +  n  +  r) 


2m-h2n-f-2r  — 5 


öx^   ^f       Vöx.öyy  (m  +  n  +  r) 

Sind   also   die  Exponenten  m,n,r  positiv,    so  findet  in  der 
That  ein  Maximum  statt,  weil  die  letztberechnete  Grösse  positiv, 


ö^ 


aber  negativ  ist. 


ox 

Sind  die  Elxponenten  m,  n,  r  negativ,  so  ergiebt  sich  unter 
den  gleichen  Bedingungen  natürlich  ein  Minimum. 

IL 

Soll  die  Summe 

z  =  (a^x  +  b^y— cJ*+(V  +  ^y""S)*"^ 1- (a^^  +  b^y— cj  « 

in  welcher  die  a,  b  und  c  gegebene  Constanien  sind,  mög- 
lichst klein  werden,  so  muss  —  indem  zur  Abkürzung  der 
Formeln  die  Bezeichnung 

S    =uv+uv+uv-| f-uv 

UV  11'       SS*       83'  '       nn 

eingeführt  wird  — 

||-  =  2.|s...x  +  S.,.y-S„|  =  0. 
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fl.  i.: 

o     •  S.  -  —  o  .  •  o. 
nc        DD  ab       he 

X=:  -         J 

S   -S,.— (S,)' 
S   -S,  -S,-S 

aa       nc  an       ac 

gomacbt  werden. 

Und   diese  Wertho   von  x  und  y    ergeben   in  der  That  ein 
Minimum  von  z,  weil 

^  =  2.S    >0,     ^'t=2.S,,>0, 

^    r     s  H    t'     - 


ist. 


§  118. 

Maxima  und  Minima  bei  mehreren  Argumenten,  zwischen 
denen  Bedingungsgleichungen  existiren. 

fixistiren  zwischen  den  n  Argumenten  x,  y,  z,  ...  einer  Func- 
tion f  (x,  y,  z,  .  .  .)  Bedingungsgleichungen  q)  (x,  y,  z,  .  .  .)  =  0, 
tp  (x,  y,  z,  . . .)  =  0,  . . .  in  der  Anzahl  r,  so  ist  /"(x,  y,  z,  . . .)  eine 
Function  von  nur  (n  —  r)  unabhängigen  Variabein,  da  man  aus 
den  r  Bedingungsgleichungen  r  Argumente  als  Functionen  der 
übrigen  (n  —  r)  ausdrücken  und  hierauf  in  /'(x,y,z,  ...)  einsetzen 
kann. 

Der  praktischen  Ausfuhrung  dieser  Operationen  stellen  sich 
aber  zuweilen  unüberwindliche  Hindernisse  entgegen,  häufig  sind 
die  dazu  nöthigen  Rechnungen  wenigstens  unbequem,  während 
man  vermittelst  ausgedehnter  Anwendung  der  Differentiation  durch 
Mittelfunctionen  schneller  zum  Ziele  gelangt. 

Wir  wollen  nur  die  einfachsten  Fälle  behandeln,  zumal  da 
sie  auch  die  wichtigsten  sind  und  eine  an  sich  klare  Induction 
auf  den  aUgemeinen  Fall  ergeben. 
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I. 

Sollen  die  Maxiraa  und  Minima  von  f{x,y)  gefunden 
werden,  während  x  und  y  durch  die  Gleichung  9)(x,y)  =  Ü 
verbunden  sind,  so  ergiebt  die  letztere  für  alle  Werthe  von  i 
und  y: 

w  bT-^  +  ftf-y^^' 

wo  x'  und  y'  die  Derivirten  von  x  und  y  nach  irgend  einer  neuen 
Variabein  t  bedeuten,  von  welcher  sie. in  einer  mit  der  Gleichung 
9>  (x,  y)  =  0  verträglichen  Weise  abhängen. 

Wir  beschränken  uns  bei  unserer  weiteren  Untersuchung  auf 
die  am  häufigsten  vorkommenden  Functionen  /"(xjy),  deren  erste 
Derivirten  stetig  variiren.  Bei  diesen  muss  an  den  Maximal- 
und  Minimalstellen 

mithin,  weil  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  gleichzeitig  gelten, 

(3)  hf     hg)        ^y.^/'^Q 

^  8x     öy        bx     hj 

sein. 

Aus  (3)  und  g>  (x,  y)  =  0  lassen  sich  aber  die  simultanen 
Werthe  von  x  und  y  bestimmen.^) 

Ob  dieselben  wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  von  /"(x,  j) 
ergeben,  kann  man  meistens  bequemer  auf  andere  Weise  als  durch 
die  Ermittelung  des  Vorzeichens  von 


')  W&ren  die  Yariabeln  x  und  y  von  einander  unabhängig,  wie  ei  im 
vorigen  §  angenommen  wurde,  so  hätte  man  sie  zunächst  durch  eine  ▼iU- 
kOrlich  gewählte  Gleichung  <p  (x,  y)  =  0  mit  einander  verbinden  können  — 
was  dem  Wesen  nach  auch  dort  geschehen  ist  —  und  mOsste,  weil  dann 

4^  und  ^  völlig  willkürliche  Zahlen  sind,  aus  (3)  schliessen,  dass  v^=-0 
bx  by  *  '  ftx 

und  -r-^  BS  0  zu  machen  sei,  aus  welchen  beiden  Gleichungen  dann  x  and  7 

berechnet  werden  können. 
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dt*       bx'        ^      ö^öy   ^  ^  by»  ^    ^  J>^        ^  öy    y 

beurtbcilen.     Denn,   um   diesen  Ausdruck   verwenden  zu  können, 
muss  man  zunächst  x"  Ycrmittelst  der  aus  (1)  folgenden  Gleichung 

öx*  öxby       -^  ^  5y«    «^    ^  öx        ^  by    -^ 

eliminiren,  wobei  wegen  der  Gleichung  (3)  auch  j'  fortfällt;  so  dass 
die  Relation  erhalten  wii*d: 

dV    b^ 

dt*  *  öx 

_  j  bV  »9)  __  ^V   ^n     '«,   o  i   ^!L  ^^  _    ^V     ^  I      '  ' 


+ 


bV    Ö£_  b^    6/1     .2 
by*    bx        öy«  'bx  j   ^ 


by"    öx        öy 

—  eine  Relation^  in  welcher  man  x  mit  y  vertauschen  darf;  und 

endlich   ist   noch   mit   Hülfe  von  (1)   und  (2)  die  eine  von  den 

Grössen  x',  j  zu  eliminiren.  In  der  Regel  verlohnt  sich  dies  der 
Mühe  nicht. 

IL 

Sollen  die  Maxima  und  Minima  einer  Function  /*(x,y,z) 
ermittelt  werden,  deren  Argumente  x,  y,  z  zwei  Gleichun- 
gen 9?(x,y,z)  =  0,  ^(x,y,z)  =  0  genügen,  so  erhält  man  zur 
Bestimmung  der  drei  Unbekannten  x,  y,  z  die  dritte  Gleichung 
durch  Elimination  von  x',  j\  z   aus  den  Relationen 

b/-      ,  ,    bf      ,  ,     bf     ,      ^ 
bx         '     by    -^    '     bz 

bx    ^+  by    y+  bz  ^~^' 

bx  by    "^    '    bz 

Die  dritte  Gleichung  ist  daher: 
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(i) 


bx' 

bj' 

bz 

bgp 
bx' 

h<P 

bj' 

bg> 
bz 

htp 

^   9 

• 

bif) 

bx       bj       öz 


0 


ni. 


Sollen  die  Maxima  und  Minima  einer  Function  /(x,y,z) 
ermittelt  werden,  deren  Argumente  x,  y,  z  nur  durch  eine 
Gleichung  9)(x,  y,  z)  =  0  mit  einander  verbunden  sind,  so 
kann  man  zunächst  eine  zweite  willkürliche  Gleichung  ^(x,y,z)  =  0 
zwischen  ihnen  stipuliren  und  die  Aufgabe  dadurch  auf  den  Fall  D 
zurückführen,  muss  dann  aber  bei  der  Endgleichung  (4)  im  Auge 

behalten,   dass   die   partiellen   Derivirten  -c- — » 

willkürliche  Zahlen  sind. 

Dies  erfordert,  dass  die  Goefficienten  dieser  Derivirten  in  der 
Entwickelung  der  Determinante  verschwinden,  dass  also  zur  Be- 
stimmung von  X,  y,  z  ausser  der  Gleichung  g)  (x,  y,  z)  =  0  noch  die 
beiden  Gleichungen  vorliegen: 


bj       bz 


völlig 


(5) 


oder: 


(6) 


^f 

bq) 

b(p 

i^f 

bx 

öy 

bx 

öy 

ö/- 

bg> 

bq> 

&/• 

öx 

bz 

bx 

bz  ■ 

&/• 

^f 

ö/- 

bx 

öy 

bz 

bq> 

bg) 

b9> 

=  0, 


=  0 


bx 


^7 


bz 


Mithin  stimmt  auch  in  diesem  Falle  die  Anzahl  der  Gleichungen 
mit  derjenigen  der  Unbekannten  x,  y,  z  überein. 
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§  119. 

Bestimmung  der  Maxima  und  Minima 
von  impliciten  Functionen. 

Ist  diejenige  Function^  deren  Maxima  und  Minima  gefunden 
werden  sollen,  nicht  in  entwickelter  Foim  gegeben,  sondern  durch 
eine  mehr  oder  weniger  verwickelte  Gleichmig  9)  (x,  y,  . . .)  =  0 
mit  ihren  Argumenten  verbunden,  so  braucht  man  diese  Glei- 
chung nicht  erst  aufzulösen,  um  dann  die  obigen  Sätze  anzu- 
wenden, sondern  kann  die  Derivirten,  deren  man  benöthigt 
ist,  mit  Hülfe  des  Satzes  über  die  partielle  Differentia- 
tion (§  9)  ableiten,  wie  es  in  §  32  gelehrt  wurde. 

Wesentlich  neue  Gesichtspunkte  treten  hierbei  nicht  hci*vor. 
Wohl  aber  kann  man  sich  einige  Erleichterungen  in  der  Rechnung 
beschaffen,  wenn  der  Vorzeichenwechsel  der  Derivirten  stetig  durch 
Null  hindurch  vor  sich  geht 

Wir  wollen  dies  an  den  beiden  Fällen  zeigen,  welche  das 
grössere  Interesse  in  der  Praxis  beanspruchen. 


L 

Fragt  man   nach   den  Maximis   und  Minimis   von  y   in  der 
Gleichung 

9>(x,y)  =  0, 

•  *  d  V    . 

so  treten  dieselben  ein  bei  den  Zeichenwechseln  von  -j^  in  der 

Gleichung 

6y        by     dy  ^^ 

bx        by      dx 

Ist  an  einer  solchen  Stelle  ^^=-  =  0  und  -.-     endlich,  so  findet 

dx  ö  V 

man  dieselbe  denmach  durch  die  Berechnung  von  x  und  y   aus 

den  beiden  Gleichungen 
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d'y 
und  es   lässt  sich  das  Vorzeichen  von  — j-  bestimmen  aas  ia 

Gleichung  ^^ 

öx'  "^öy*  Adxy  "^bxby'  dx  "^  öy  '  dx* 

welche  bei  endlichen  Werthen  Ton  — ~  und  ir — ^—  an  der  Stelle 

^y^  hxby 

dy 

des  Maximums  oder  Minimums  wegen  -j^:=0  in 

dx 

h^       h^    d'y  _ 
bx'^öy  •dx'"    ' 

d  y  h^q)  ^  hg) 

tibergeht. 

Sind  also  die  Variabein  x  und  y  durch  die  Gleichung 

g)(x,j)  =  0 

mit  einander  verbunden,  so  zeigen  die  simultanen  Wur- 
zeln der  Gleichungen 

ein  Maximum  oder  Minimum  von  y  an,  je  nachdem 

^:4^>0oder<0 

ist,  vorausgesetzt,  dass 

bg>       h  q)        b  g> 


hy        öy*      ^xöy 

endliche  Werthe   haben,   von   denen   der   erstere  anch 
nicht  verschwindet.*) 


^)  Es  soll  nicht  empfohlen  werden,  dies  als  einen  Lehrsatz  zu  merkeß. 
sondern  nur,  nach  denjenigen  Gesichtspunkten  zu  verfahren,  aus  welches 
der  obige  Schluss  gezogen  ist 


dx        ax  — y* 
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Beispielsweise  sei  die  Gleichung 

X»— 3axy  +  y'=0 
gegeben.     Aus  ihr  folgt  durch  Differentiation: 

(x*-ay)  +  (y'-ax)-||-  =  0, 

2x-2a4l  +  2y(-^/+(y*-2ax)i^  =  0; 

und  es  handelt  sich  darum,  die  Stellen  der  Zeichenwechsel  von 

dy  _  X*— ay 

au&usuchen. 

d  V  • 

Der  Zähler  von  -^  verschwindet  für  ay  =  x  ,  d.  i.  nach  der 

dx  ^  ' 

vorgelegten  Gleichung  für 

x»_3x»-f  iL==o,    x*(x^-2a*)  =  0, 

a 

d.  i.  für 

X  =  0    und    x  =  ay2 . 

Macht  »»  »näoW  ,  =  .V^,  »  .rgieb.  .ich  .„r  B^- 
nung  von  y  die  Gleichung 

y»-.3a*y2.y  +  2a'=0, 

dy 
welche  drei  reelle  Wurzeln  besitzt,  für  welche  der  Nenner  von  -V^ 

3_  dx 

nicht  verschwindet*)     Da  demnach  für  x  =  ay2  hervorgeht: 


dx  dx*        ax  — y* 


')  Dass  die  Gleichung  drei  reelle  Wurzeln  besitzt,  folgt  aus  dem  nega- 
tiven   Vorzeichen   ihrer  Discriminante   a*— 2a*;   und   sollte   ax  — y*   ver- 

schwinden,    so   mttsste   die   fragliche   Gleichung  durch   y'=»ax  =  a^y2, 

y  =  -jl^y  2  erfüllt  werden,  was  nicht  der  Fall  ist. 
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so  ist   an  dieser  Stelle  y  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nach- 

dem  die  Grösse  (a  —  —  j   einen   negativen   oder   einen  positiven 

Werth  erlangt 

Ausserdem  liegen  Maxima  und  Minima  von  y  an  der  Stelle 

3 —  1 

y  =  aV2,  weil  an  dei-selben  der  Nenner  von  ^~-  sein  Vorzeichen 
^  dx 

ändert,  während  der  Zähler  sein  Vorzeichen  bewahrt  —  ein  Sdiluss. 
der  sich  unmittelbar  aus  der  Symmetrie  der  Gleichung  zwischen 
X  und  y  rechtfertigt. 

An  der  Stelle  x  =  0  wird  auch  y  =  0,  weil  nur  Potenzen  von 
X  mit  positiven  Exponenten  in  die  cubische  Gleichung  für  y  eiu- 
gehn  und  die  algebraischen  Gleichungen  mit  endlichen  Coef&cieuteii 

nur  endliche  Wurzeln  haben.     Daher  wird  der  Substitutionswerth 

dy 
von  -j^  unbestimmt.    Fragt  man  aber  nach  den  etwaigen  Greuz- 

werthen  an  dieser  Stelle,  so  kann  man  dieselben  ermitteln,  indem 

man  die  verschwindenden  Zähler  und  Nenner  des  Ausdrucks  von 

dy 

-5-^  einzeln  diflferentiirt  (§  83).     Dadurch  findet  man 


/       ^x  —  3,y  ,2  '1  /-v 


,       i.±)/T'*-'^ 


y  = 


1    -1/1  , 


wo  nun  noch  x  und  y  der  Null  genähert  werden  müssen.  Mithin 
folgt  y'=oo  und  auch  =0,  das  Erstere  beim  oberen,  das  Zweit»' 
beim  unteren  Vorzeichen  der  Quadratwurzel.  Auch  findet  in 
beiden  Fällen  oflfenbar  der  für  Maxima  und  Minima  erforderliche 
Zeichenwechsel  statt.  Jedoch  ist  es  misslich,  hier  von  Maximi^ 
und  Minimis  zu  reden,  weil  aus  dem  Obigen  hervorgeht,  das3  y 
eine  au  der  Stelle  x  =  0  mehrdeutige  Function  darstellt,  d.  i.  eint* 
Function,  welclie  sich  von  dieser  Stelle  aus  auf  mehrfache  Weise 
stetig  fortsetzt. 
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n. 


Ist  z  als  Function  zweier  unabhängigen  Yariabeln  mit  diesen 
durch  eine  Gleichung 

9>(x,y,z)  =  0 

verbunden,  so  folgt  durch  Differentiation: 

h^       hjp^    bz  _ 
hx^  hz'  bx~    ' 

by        bz     by 
bybg)    /özXog)      ozbgs    bz . 

"bT""'"^?' '^W  "'"bybi'*"b7+"b7*ö7^~"' 

ö^jb^p      bz^^bg)      bzb^p     bz     bz 


bxby       bxbz     by        bybz     bx         52*     ^^     ^7 

bz     bxby 

Richten  wir  unser  Augenmerk  nur  auf  diejenigen  Fälle,   in 
denen  die  Grössen 

hg)       hg)        hg)         hg) 


bz        Ö2*       bxbz       bybz 

endliche  Werthe  behalten,  und  in  denen  die  erstere  Yon  ihnen  auch 
nicht  verschwindet,  so  finden  wir  nach  §  117  ein  Maximum 
oder  Minimum,  wo 

bx       ^'      by       ^' 

b V     bV       /  bV  \  ^^ 
bx*     by*        Vbxby/  = 

Worpitxky,  DliTerential-  u.  Integnlreehnung.  37 
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ist  und  die  Grössen 

bx^  '  ^z  '      by^  '  ^z 

positive  oder  negative  Werthe  haben. 
Beispielsweise  folgt  aus 

durch  Differentiation: 

|£  =  4x  +  4,-.'.    |f^  =  4x  +  6„     ^=-2«, 

b  y  .  &  <p  n  ^  9    A 

Es  ist 

für  x=  +  3,  y  =  —  2,  z  =  +  2;  und: 

b  g)     bg> 1        b  g)     bg) 1 

~h^'''bV~^'3'     "^'"bT~+2" 

Mithin  besitzt  z  für  x  =  +  3  und  y  =  —  2  einen  Maximalwertli 
z  ==  —  2  und  einen  Minimalwerth  z  =  +  2.  *) 


*)  Die  Fläche,  durch  welche  der  Verlauf  der  Function  z  veranschau- 
licht werden  kann,  liegt  symmetrisch  gegen  die  (xy)- Ebene,  schneidet  die- 
selbe aber  nicht,  sondern  nähert  sich  ihr  nnr  bis  zur  Entfernung  abs-z«:^ 
—  Sie  liegt  ausserdem  ganz  auf  der  positiven  Seite  der  (yz)- Ebene,  bat 
dieselbe  zur  doppelten  Asymptotenfläche  und  wird  von  der  parallelen  Ebeoe, 
deren  x  =  -[-  3  ist,  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  geschnitten. 


Anhang 


über  die 


wichtigsten  geometrisclien  Anwendungen. 


37* 


Capitel  XVm. 

Anwendungen  in  der  Planimetrie. 

§  120. 

Die  BerühruDg  einer  Curve  mit  einer  Graden  bei  schief- 

and  rechtwinkligen  Coordinaten. 

Der   Begriff  der   Tangente   einer   Curve  ist  bereits  in   §  4 

erörtert     Dort  handelte  es  sich  um  die  geometrische  Yeraüschau- 

lichmig   der  Derivirten   einer  Function  y  =  /*(x),  und   es   wurde 

dy 
erkannt,  dass  die  Existenz  der  Deriyirten  -r^  die  Existenz  der 

dx 

Tangente  an  eine  Curve  zur  Folge  habe,  deren  Gleichung  y  =  f(x) 

ist,  im  Punkte  (x^j).     Wächst  der  Quotient  -H^  bei  der  unend- 

^      '^  Jx 

liehen  Verkleinerung  von  Jx  unendlich  —  was  man  bekanntlich 

dy 
durch  die  symbolische  Gleichung  -r^  =  oo  anzeigt  —  so  bedingt 

dies  ebenfalls  eine  Tangente,  und  zwar  eine  solche,  welche  parallel 

zur  Axe  der  y  liegt;  denn  dann  erhält  man  durch  die  Yertauschung 

dx 
der  Variabein  -^ —  =  0,  was  ein  völlig  bestimmter  Werth  ist 

dy 

Auch  haben  wir  bereits  in  §  4   dargethan,   dass   man   den 

Schluss  von  der  Derivirten  auf  die  Tangente  umkehren  darf. 

Wir  recapituliren  die  Resultate  durch  den 

Lehrsatz  L 

Die  Curve,   deren  Gleichung  j  =  f(x)  ist,  besitzt  im 
Punkte  (x,y)  genau  so  viele  Tangenten,  wie  viele  bestimmte 
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dy 

Werthe  die  Derivirte  -^  =  /*Yx)  besitzt,  falls  man  hier- 

dx  ^  '^ 

dy 
bei  auch  ~^  =  oo  als   einen   bestimmten  Werth   ansieht, 
dx 

dy 
Und  es  bedeutet  -^r^  das  Verhältniss  der  Zuwachse  von 

dx 

Ordinate  und  Abscisse  eines  auf  der  Tangente  gleitenden 

Punktes. 

Um  sogleich  einige  Curven  anzuführen,  welche  in  einzelnen 

Punkten  mehr  als  eine  Tangente  besitzen,  so  ist  diejenige,  weldie 

durch   die   Gleichung   x* — 3axy  +  y*=0  bestimmt  wird,   eine 

dy 
solche;   denn  bei  ihr  hat  -=-^  nach  §  119  im  Punkte  (0,0)  zwei 

Werthe,  nämlich:  0  und  oo;  —  die  Curve  verzweigt  sich  in  diesem 

/dx 
—  ist, 
3  4. 10^^ 
hat  in  demjenigen  Punkte,  dessen  Abscisse  x  =  1  ist,  zwei  Tan- 

.  .        dy  1 

eenten,  weil  dort  die  Derivirte  ^j-^  sowohl  =  0  als  auch  ^=  -f ., 

^  dx  .  ö 

wird  (§  1);  —  die  Curve  ist  an  dieser  Stelle  geknickt.     Dass  sie 
einen  stetigen  Verlauf  hat,  folgt  aus  §  19. 

Um  endlich  auch  eine  Curve  vorzuführen,  welche  einen  Punkt 
ohne  Tangente  besitzt,  machen  wir  darauf  aufmerksam,  das^ 
die  überall  stetig  verlaufende  Curve 


=f'^l 


dx 

X 

an  der  Stelle  x  =  0  diese  Eigenthümlichkeit  zeigt  Dass  sie  sieb 
nämlich  mit  der  Ordinatenaxe  in  einem  völlig  bestinmiten  Pnnku 
schneidet  und  durch  diesen  continuirlich  hindurch  geht,  folgt  au> 
§  49,  (6);  denn  es  ist  für  jedes  positive  p: 

lim  •  x^"'"^  sin  —  =  0 . 
x=0  ^ 

Hinsichtlich  andrer  Punkte  kann  überhaupt  kein  Zweifel  über  den 

dy  1 

stetigen  Verlauf  aufsteigen;   denn   die  Derivirte  ^-^  =  sin—  )si 

dx  X 
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überall  eindeutig  bestimmt,  ausser  an  der  Stelle  x  =  0,  wo  sie  gar 
keinen  Werth  —  weder  einen  Substitutions-  noch  einen  Grenz- 
werth  —  besitzt  und  auch  nicht  unendlich  wird.  Daher  gilt  das, 
was  wir  oben  über  die  Tangente  behauptet  haben. 

Im  Folgenden  werden  wir,  wo  wir  es  nicht  ausdrück- 
lich yerneinen,  überall  die  Existenz  der  Tangente  yoraus- 
setzen. 

Die    geometrische    Veranschaulichung    der    Kreisfunctionen, 

welche  wir  in  §  63  besprochen  haben  —  jene  Veranschaulichung, 

welche  sich  die  formale  Identität  des  Pythagoreischen  Satzes  mit 

dem  Molvreschen  Satze  über  den  Zusammenhang  des  Moduls  einer 

complexen  Zahl  mit  deren  reellen  Bestandtheilen  zu  Nutzen  macht 

und   die  Verwendung   der   Kreisfunctionen   in   der  Trigonometrie 

zur  Folge  hat  —  bietet  die  Handhabe,  um  durch  den  Werth  von 

dy 

Y^  die  Winkel  zu  messen,  welche  die  Tangente  der  Curve  mit 

dx 

den  Coordinatenaxen  bildet.  Dabei  ist  daran  zu  erinnern,  dass 
man  unter  dem  Maass  eines  Winkels  oder  schlechthin  unter 
einem  Winkel  die  Maasszahl  desjenigen  durch  den  Radius  ge- 
messenen Bogens  versteht,  auf  welchem  der  Winkel  als  Centri- 
winkel  steht. 

DeflnitioneiL 

I.  Eine  solche  Bewegung  um  einen  Punkt  herum,  wie 
mau  um  den  Nullpunkt  des  Coordinatensystems  auf  dem 
kürzesten  Wege  von  der  Abscissenaxe  zur  Ordinatenaxe 
gelangt,  heisst  reehtlSnflg,  die  entgegengesetzte  rflck- 
läufig. 

II.  Ein  Winkel  wird  als  positiv  oder  negativ  ange- 
sehn,  je  nachdem  er  in  rechtläufiger  oder  in  rückläufiger 
Richtung  durch  das  Winkelfeld  hindurch  gemessen  ist. 

III.  Unter  dem  Bielitnngs Winkel  der  Tangente  einer 
Curve  versteht  man  irgend  einen  von  denjenigen  Winkeln, 
welche  beim  Berührungspunkt  von  der  einen  Tangenten- 
richtung mit  dem  zur  Verlängerung  der  Abscissenaxe 
gleichgerichteten  Strahl  gebildet  und  von  diesem  aus 
gemessen  wird. 
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Lehrsatz  11. 

Bedeutet  r  den  Richtungswinkel  der  Tangente  der 
Curve  y  =  f(x)  im  Punkte  (x,y)  und  /i  den  Coordinaten- 
winkel,  so  ist 


(1) 


sinr 


sin  (^  —  r)        d  X 


=4f=r(x). 


ootr=oot//  +-T 


Binfi    dy 


dx  .       .  1 


mni4'f'(x)  * 

und   im   Besondem, 

wenn  der  Coordina- 
tenwinkel  fi  einen 
rechten  beträgt: 

(2)tngr=^  =  rW. 

—  Der  Beweis  erfor- 
dert nichts  als  die  An- 
wendung des  sogenann- 
ten Sinussatzes  auf  das 
Dreieck  PUP',  wobei 
man  zu  beachten  hat, 
dass  in  der  zweiten 
Figur  der  positire 
Winkel  ÜPF=-T 
und  derpositiveQuotient 

i^— iy  ist 

Pü-        dx    "^^ 


Anmerkang. 

In  der  Begel  findet 
man  r  definirt  als  den- 
jenigen spitzen  oder 
stumpfen  Winkel»  wel- 
cher auf  der  positiv^) 
Seite  der  Abscissenaxe 
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von  der  Tangente  und  der  Yerlängerungsrichtung  der  Abscissen- 
axe  in  T  gebildet  wird.  Dies  hat  aber  sein  Missliches  darin,  dass 
dann  der  Winkel  r  dort  eine  discontinuirliche  Function  von  x 
mit  einem  Sprunge  von  der  Grösse  n  wird«  wo  f{^  stetig  durch 
Null  hindurch  das  Vorzeichen  ändert.  Bei  unserer  Definition  voa  r 
dag^en  ändert  sich  r  an  einer  solchen  Stelle  stetig. 

Dies  erscheint  uns  als  eine  hinreichend  gewichtiges  Moment, 
um  von  dem  bisherigen  Gebrauch  abzuweichen,  zumal  da  die  Be- 
handlung der  Krümmung  und  der  Berührung  der  Curven  dadurch 
erleichtert  wird. 

Was  die  Benutzung  Ton  Goordinatensystemen  mit  verschieden 
grossen  Goordinaten winkeln  bei  derselben  Gurve  betrifft,  so  rührt 
die  grössere  Eleganz  der  obigen  Formeln  für  ein  rechtwinkliges 
System  daher,  dass  die  Verwendung  der  Kreisfunctionen  in  der 
Geometrie  eben  auf  einer  Eigenschaft  des  rechtwinkligen  Drei- 
ecks beruht. 


§  121. 

Ermittelung  derjenigen  Curven, 
deren  Tangenten  ihre  Richtungswinkel  einem  gegebenen 

Gesetze  gemäss  ändern. 

"Aus  den  Gleichungen  (l).und  (2)  des  vorigen  §  folgt  durch 
Integration  unmittelbar,  was  sich  so  aussprechen  lässt: 

Lehrsatz  I. 

Ist' der  Richtungswinkel  r  der  Tangente  einer  Gurve 
als  eine  eindeutige  Function  der  Abscisse^)  x  gegeben 
und  jM  der  Goordinatenwinkel,  so  geht  durch  jeden  belie- 
big gewählten  Punkt  (a,b)  der  Ebene  eine  einzige  Gurve 


')  Selbstverständlich  darf  t  anstatt  dessen  auch  als  Fanction  von  y 
gegeben  sein.  Dies  bewirkt  in  den  Gleichungen  nur  die  Yertauschnng  von 
X  mit  y,  a  mit  b,  x  mit  {pL  —  r). 
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(1) 


y 


=/ 


sinr 


siu  (fi  —  r) 


dx, 


deren  Tangenten  dem  gegebenen  Gesetze  folgen.  Wo  die 
Function  r  von  x  mehrdeutig  wird,  verzweigt  sich  die 
Curve. 

Bei   einem   rechtwlnkllgeii   Coordinatensystem    stellt 
sich  die  Gleichung  (1)  in  der  einfacheren  Gestalt 


(2) 
dar. 


X 

—  h  =  l  tng 


rdx 


Beispiel  I. 

Die  Gleichung  der  graden  Linie 

kann   man   daraus   ableiten,   dass  ihre  —  mit   ihr   zusammenfal- 
lende —  Tangente  einen  constanten  Richtungswinkel  r  besitzt, 


weshalb  die  rechte  Seite  der  Gl.  (1)  in 
geht 


smr 


sin  {(i  —  r) 


(x — a)  über- 


Die  nebenstehende  Figur 
erläutert  die  Bedeutung 
der  Symbole  bei  einer 
Lage  des  beweglichen 
Punktes  (x,  y)  gegen  den 
festen  Punkt  (a,  b).  Die 
absolute  Entfernung  beider 
Punkte  ist  mit  r  bezeichnet. 
Daim  folgt  naxih  dem  Sinus- 
satz, weil  (y  —  b)  und  sin  r 
gleiche  Vorzeichen  haben: 


X  —  a 


y-b 


sin  (gl  —  t)       sin  r       sin  (i 

Wegen  der  hervorragenden  Wichtigkeit  des  Resultats  forma- 
liren  wir  es  als 
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Lehrsatz  IL 

Die  Gleichung  derjenigen  Graden,  welche  durch  den 
Punkt  (a,  b)  hindurchgeht  und  gegen  die  Abscissenaxe 
den  Richtungswinkel  r  besitzt,  lässt  sich  in  den  Formen 

(3)  y  —  b  =  -  — r .  (x  —  a) , 

(4)  X  — a  =  — ^-^ —     -(y— b), 

sinr        ^  ^ 

(5)  (x  —  a)  sin  r  =  (y  —  b)  sin  (//  —  t)  , 


(6) 


X  —  a  y  —  b         r 


sin  (//  —  t)        sin  t       sin  (i 


darstellen,  r  bedeutet  die  Länge  der  vom  Punkte  (a,b) 
zum  Punkte  (x,  y)  führenden  Strecke.  Im  Besondern 
zeigt  y  —  b  =  0  eine  Grade  an,  welche  mit  der  Abscissen- 
axe parallel  ist,  x  —  a=0  aber  eine  solche,  welche 
parallel  zur  Ordinatenaxe  liegt.*) 

Ist    das    Coordinatensystem    rechtwinklig,    ist    also 


H  =  ^y  so  kann  man  die  Gl.  (6)  in  der  Form 

tu  ^ 

(7)  ^^^^^yz^^r 

cos  T         sm  T 

schreiben. 

Zusatz. 

Die  Gleichung  einer  Graden  ist  für  die  „laufenden 
Coordinaten"*)  x  und  y  stets  vom  ersten  Grade;  und  um- 
gekehrt zeigt  jede  Gleichung  ersten  Grades  zwischen 
den  Coordinaten  x  und  y  eine  grade  Linie  an.^) 

^)  Alle  Fankte  einer  [Graden,  welche  einer  Coordinatenaxe  parallel 
ist,  haben  die  eine  Coordinate  constant,  w&hrend  die  andere  sich  mit  der 
Lage  des  Punktes  ändert.  Deshalb  fällt  die  veränderliche  Coordinate  — 
als  unabhängig  von  der  andern  —  aus  der  Gleichung  aus. 

')  d.  i. :  Coordinaten  des  verschiebbaren  oder  „laufenden''  Punktes. 

^  Man  nennt  daher  die  Gleichungen  ersten  Grades  auch  „lineare" 
Gleichungen,  selbst  wenn  mehr  als  zwei  unbekannte  vorhanden  sind. 
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—  Dass  die  zuletzt  ausgesprochene  Behauptung  zutrifft,  folgt 
aus  der  Möglichkeit,  drei  Grössen  a,  b,  t  so  zu  bestimmen,  dass 
die  beliebig  gegebene  Gleichung 

mx  +  ny  =  q 

mit   der   Gleichung  (5)   identisch   wird.     Eine   leichte   Rechnung 
zeigt  nämlich,  dass  zu  diesem  Zwecke  r  reell  aus  den  Ausdrücken 


sin  T  =  + 


msm  fi 


sin  (ß  —  r)  =  -(- 


Vm^—  2mnco8^  +  ^* 

n  sin  fi 
Vm* —  2  m  n  cos^m  +  ^^ 


bestimmt  werden  muss,  was  immer  angeht,  und  dass  die  Stahlen 
a  und  b  der  Gleichung 

ma  +  nb  =  q 

zu  genügen  haben,  was  sogar  die  willkürliche  Wahl  der  einen  von 

ihnen  gestattet,  selbst  wenn  eine  von  den  Zahlen  m  und  n  =  0 

sein  sollte. 

Ein  anderer  Beweis  hierfür  ist  der  folgende. 

Berechnet  man  für  x 

und  y  drei  Werthepaare, 

welche  der  vorgelegten 

Gleichung  ersten  Grades 
genügen: 

mx  +  ny  =  q 

m\+ny,=  q 

und  construirt  diejeni- 
gen drei  Punkte  P,  P^, 
P  ,  welche  die  zusam- 
mengehörigen  Werthepaare  von  x  und  y  zu  Coordinaten  haben, 
so  folgt,  dass  der  Punkt  P  stets  in  der  Graden  P  P^  liegt; 
denn  die  drei  Gleichungen  ergeben  zimächst 


woraus 
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m(x  — X,)  +  n(y  — y,)  =  0, 

X— X,     y  — y,     P,u       Pü 


d.  i.: 


X  _x        y  — y        P  U         P  U 


erhalten  wird.  —  Die  Bedeutung  der  Punkte  U  und  ü.^  erhellt 
aus  der  Figur.  Es  müssten  aber,  genau  genommen,  noch  alle 
denkbar  yerschiedenen  Lagen  der  zu  zeichnenden  Punkte  einzeln 
durchgegangen  werden,  um  des  Schlusses  völlig  sicher  zu  sein. 

Bei  dem  häufigen  Gebrauch,  welchen  man  von  der  Gleichung 
der  Graden  zu  machen  hat,  empfiehlt  es  sich  —  trotz  der  etwas 
weiten  Abschweifung  von  unserm  eigentlichen  Thema  —  dieselbe 
noch  etwas  eingehender  zu  besprechen. 

Aus  dem  Obigen  ist  es  klar  geworden,  dass  die  Gestalt 
und  Lage  einer  jeden  Curve  vollständig  durch  die  Form 
und  die  Coefficienten  ihrer  Gleichung  bestimmt  wird, 
und  dass  die  in  ihr  enthaltenen  Variabein  (x  und  y) 
einzig  und  allein  nur  dazu  dienen,  einzelne  Punkte  der 
fraglichen  Linie  herauszuheben. 

Daher  muss  sich  aus  der  Beschaffenheit  der  Coefficienten  der 
linearen  Gleichung  die  Lage  der  von  ihr  angezeigten  Graden 
herauslesen  lassen,  bei  welchem  Geschäft  die  Variabein  x  und  j 
gewissermassen  nur  als  Trennungszeichen  wichtig  sind. 

Zusatz. 

Die  Gleichung  einer  Graden,  welche  durch  die  bei- 
den gegebenen  Punkte  (x^,  y^)  und  (x  ,  y  )  hindurchgeht, 
lautet: 


oder: 


i-x, 

y  - 

-y. 

\-\ 

y,    y. 

X       x^ 

^» 

• 

y    y^ 

7, 

— (; 

1     1 

1 

—    590    — 
Häufige  Anwendung  finden  die  folgenden  Sätze. 

Lehrsatz  in. 

Stellt  sich  die  Gleichung  einer  Graden  in  der  Gestalt 

(«)  1+1=' 

dar,  80  ist  a  die  Abscisse  ihres  Schnittpunktes  mit  der 

Abscisscnaxe,  b  die  Ordi- 
nate ihres  Schnittpunk- 
tes mit  der  Ordinatenaxe. 
Denn  für  den  erstge- 
dachten   Punkt    ist    y  =  0, 

also  —  =  1 ,  X  =  a;  und  für 
a 

den  zweitgedachten  Punkt  ist 

y 

X  =  0,  also  r^  =  1>  y  =  b. 


Lehrsatz  lY. 

Stellt  sich  die  Gleichung  der  Graden  in  der  Gestalt 

(9)  y  =  ax  +  b 

dar,  so  bedeutet  b  die  Ordinate  ihres  Schnittpunktes 
mit  der  Ordinatenaxe,  während  bei  einem  schiefen  Co- 
ordinatenwinkel 

(10)  a  = 


sin  {fi  —  r) 
und  bei  einem  rechten  Coordinatenwinkel 

(11)  a  =  tngr 

ist. 

—  Das  Erstere  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man  x  =  0  einsetzt, 

das    Zweite    am    bequemsten    durch    die   Yergleichung    mit    der 

Formel  (3). 
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Lehrsatz  Y. 

In  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
kann  man  die  Gleichung  einer  jeden  Graden  in  der  Form 


(12) 


X  cos  tp  +  ysin^  —  p  =  0 


darstellen,  wohei  p  die  absolute  Länge  derjenigen  Senk- 
rechten   bedeutet,    welche   man   vom  Nullpunkt  auf  die 
Grade    gefällt    hat,    und   tp   den  Richtungswinkel   dieser 
Senkrechten  gegen  die  Abscissenaxe. 
Beweis.    Dass  jede  lineare  Gleichung 

mx  +  ny  =  q 
auf  die  Form 

xcos^  +  ysin^  —  p  =  0 

gebracht  werden  kann,  ist  selbstverständlich;   denn  man  braucht 


sie  zu  diesem  Zweck  nur  mit  demjenigen  Werthe  von  Ym*-\-n 
zu  dividiren,  welcher  dasselbe  Vorzeichen  mit  q  besitzt,  und  dann 
p  und  tp  den  Relationen 


m 


P  = 


Vm^4"  ^^ 


9      COS  ip  = 


Viü*  +  n' 


9     sm  ^  = 


n 


Vi^T^ 


gemäss  zu  bestimmen. 

Dies  gilt  sowohl  für  schiefwinklige  Goordinaten  als  für  recht- 
winklige. 
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E^  handelt  sich  also  nur  noch  darum,  nachzuweisen,  dk^ 
p  und  ip  bei  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystem  die  Be- 
deutung haben,  welche  wir  in  Anspruch  nehmen. 

Vergleicht  man  aber  unsere  Gleichung  (12)  mit  der  Gleichung  (5), 
d.  i.  mit: 

xsinr  —  ysin(^  —  t)  —  [asinr  —  bsin(j[i  —  r)J=0, 

und  erwägt,  dass. beide  Gleichungen  wegen  der  Veränderlichkeit 
von  X  und  y  nur  dann  identisch  sein  können,  wenn 

cos  ^  =  sin  r ,    sin  ^  =  —  sin  (^  —  t)  , 
p  =  a  sin  T  —  hsia  (ji  —  r) 

ist,  so  folgert  man  zunächst  aus  der  Relation  cos^ -(- ^^i^V  =lf 
dass 

Bmz^'{-Bm(ji  —  r)  ==1,    sin(jM  —  t) — cost*=0, 


8in(~/«jsin(2r  +  ^  — Jj  =  0 


sein  muss.  Von  den  beiden  Lösungen  interessirt  uns  nur  die  fur 
alle  T,  d.i.  die  für  alle  Graden,  geltende  (i  =  ^-  Sie  macht 
cos  v^  =  sin  r,  sin  ^  =  —  cos  r,  tp  =  r  —  ^9  so  dass  y)  der  Rich- 
tungswinkel einer  Graden,  z.  B.  der  Graden  OP,  ist,  welche  auf 
der  Graden  xcos^  +  jsintp  —  p  =  0  senkrecht  steht.  Verstehen 
wir  jetzt  unter  dem  auf  ihr  beliebig  auszuwählenden  Punkt  (a,b) 
den  Fusspunkt  P  der  Senkrechten  0  P  und  bezeichnen  deren  Länge 
vorläufig  durch  r,  so  ist  nach  (7): 

ab  -  •  i_  • 

=  -: —  =  r,    a  =  rcos^  =  r8mr,    b  =  rsm^  =  —  rcosr, 


cos  V'      sm  ^ 
mithin: 
p  =  a  sin  T  —  b  sin  (^  —  r)  =  a  sin  t  —  b  cos  r  =  a  cos  y  +  b  sin  v^ 

=  r  (cos  ^^+  ^^  V>^)  =  r. 

Das  heisst:  unsere  Behauptung  trifft  in  jeder  Beziehung  zu. 

Wird  beispielsweise  nach  der  Lage  derjenigen  Graden  gefragt 

deren  Gleichung 

5x  — 12y  +  39  =  0 
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ist,  so  kann  man  p  und  tp  dadurch  bestimmen,  dass  man  zunächst 
mit   V6^-\-12^= — 13  dividirt,  wodurch 


-13^  +  13^-^  =  ^ 


und  demnach 


..  5         .  ,   12 

p  =  3 ,     cos  ip  =  —  jg  >     sini^  ^  +  1^ 

erhalten  wird. 

Die  Senkrechte  vom  Nullpunkt  auf  die  Grade  5x  —  12y+39=0 
ist  demnach  3  Längeneinheiten  lang  und  liegt  im  zweiten  Qua- 
dranten des  Goordinatensystems  so,  dass  die  Abscisse  und  Ordinate 
ihres  Fusspunktes  sich  dem  absoluten  Maasse  nach  verhalten, 
wie  5: 12. 

Beispiel  II. 

Die  Gleichung  der  Parabel 

lässt  sich  u.  a.  aus  derjenigen  Eigenschaft  dieser  Curve  ableiten,  dass 
ihre  Tangente  gleiche  Winkel  bildet  mit  einer  *  Graden,  welche 
nach  einem  festen  Punkte  hin  gerichtet  ist,  und  mit  einer  Graden, 
welche  einer  festen  Richtung  parallel  ist.  Den  festen  Punkt  nennt 
man  den  Brennpunkt  und  die  durch  ihn  hindurchgehende  Grade, 
welche  der  festen  Richtung  parallel  ist,  die  Axe  der  Parabel. 

Wir  wählen  den  Brennpunkt  zum  Nullpunkte  eines  rechtwink- 
ligen Goordinatensystems  und  die  Axe  zur  Abscissenaxe.  Ist  dann 
P  ein  Punkt  der  Parabel,  OQ  =  x  seine  Abscisse,  QP  =  y  seine 
Ordinate,  T  der  Schnittpunkt  der  Tangente  mit  der  Abscissenaxe, 
'  so  ist  das  /\  POT  gleichschenklig  mit  den  Basiswinkeln  t  an  der 
Basis  PT;  man  hat  demnach  Z.  Q0P=^2t,  woraus 

gdy  

y  2tngT  ^'dx  dy       — x+fx^-{- 


2 


^  =  tng2T=  „^  2      , 

X  1  —  tngT         ^       /dy\      ax 

folgt.    Diese  Gleichung  lässt  sich  nicht  direct  integriren.   Führt  man 
jedoch  anstatt  der  Ordinate  y  den  „Vector"  OP  =  v  =  yx^+y^ 

Worpitzky,   Differential-  u.  Intogralreelmaag.  38 
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dy        d  V 
als  abhängige  Variable  ein,  substituirt  also  7^  =  ^  3 ^'  ^ 

dv 
erhält  man  -r-=:r  +  l,  v  =  p  +  x,  wo  p  eine  willkürliche  Constante 
dx 

bedeutet. 

Entscheidet  man  sich  für  ein  bestimmtes  von  den  beiden  zu- 
lässigen Vorzeichen  von  x,  so  hat  dies  offenbar  nur  die  Bedeutung, 
dass  man  den  Entscheid  über  die  Richtung  der  Abscissenase  trifil 


Wir  wählen  das  Zeichen  +,  setzen  also  v  =  p4-x  und  erhalten 
schliesslich,  indem  wir  wieder  v^=x^+y*  restituiren:  y^=p(p+2x^ 

und  hieraus:  Y^  =  tngT=-- 

dx  °         y 

Die  Parabel  liegt  symmetrisch  gegen  ihre  Axe,  weil 
zu  jedem  x  zwei  nur  durch  das  Vorzeichen  verschiedene  Ordioaten 
y  =  +  Vp(p  +  2x)  gehören,  ist,  wie  der  Ausdruck  für  die  letz- 
teren zeigt,  nach  der  Seite  der  positiven  x  hin  unbegrenzt 
und  entfernt  sich  dabei  unendlich  von  der  Axe.    Dagegen 
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schneidet  sie  dieselbe  auf  der  andern  Seite  des  Brenn- 
punktes rechtwinklig  in  einem  Punkte  S,  dem  „Seheitel" 
der  Parabel,  dessen  absolute  Entfernung  vom  Brenn- 
punkte gleich  der  Hälfte  ihres  „ Parameters "^  p  ist.  Der 
„Vector"  v  =  OP  übertrifft  die  Abscisse  x=+:OQ  um 
eine  constante  Grösse,  welche  dem  Parameter  p  gleich 
ist.  Der  Schnittpunkt  T  der  Tangente  mit  der  Axe  liegt 
eben  so  weit  vom  Brennpunkte  0,  wie  der  Berührungs- 
punkt P.  Je  weiter  der  letztere  sich  vom  Scheitelpunkte 
S  entfernt,    desto    genauer    wird   die  Tangente   parallel 

zur  Axe,  weil  lim  •  tngT  =  lim  .  —  =  0  ist. 

y=oo  7=00? 

Die  Gleichung  y^  =  p  (p  +  2x)  heisst  die  Brennpunkts- 
gleichung der  Parabel. 

Bezieht  man  die  Parabel  auf  dasjenige  Goordinatensystem, 
welches  seinen  Nullpunkt  im  Scheitel  der  Parabel  hat,  ohne  die 
Lage  der  Abscisseuaxe  im  Übrigen  zu  ändern,  so  bleibt  die  Or- 
dinate 7  ungeändert,  während  die  Abscisse  um  SO  =  ^p  wächst. 
Man  muss  also  in  der  Gleichung 

y'=P(P  +  2.0Q)  =  2p(ip  +  OQ)-2p.SQ 

bei  dem  neuen  System  SQ  =  x  setzen. 

Die  auf  das  neue  System  bezogene  Gleichung  y  =2px  heisst 
die  Scheitelgleichung  der  Parabel. 


§  122. 
Subtangente  nnd  Sabnormale  auf  der  Abscissenaxe. 

Definitionen. 

L    Unter  der  Normalen  einer  Curve  y  =  /*(x)  im  Punkte 

(x,  y)    versteht   man   diejenige   Grade,    welche   in   diesem 

Punkt    auf   der    ihm    zugehörenden   Tangente    senkrecht 

steht. 

IL    Die  Sabtangente  ist  der  Überschuss  der  Abscisse 

38* 
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des  Berührungspunktes  über  die  AbscisSe  des  Schnitt- 
punktes der  Tangente  mit  der  Abscissenaxe. 

III.  Die  Sabnormale  ist  der  Überschuss  der  Abscisse 
des  Schnittpunktes  der  Normale  mit  der  Abscissenaxe 
über  die  Abscisse  des  Berührungspunktes. 

Die  zum  Curvenpunkt  P  gehörende  Tangente  und  Normale 
schneiden  in  der  nächsten  Figur  die  Abscissenaxe  beziehungsweise 
in  T  und  N,  während  Q  der  Endpunkt  der  Abscisse  von  P  ist. 
Wir  haben  hier  eine  positive  Subtangente  +  TQ  und  eine  positive 
Subnormale  +QN,  weil  die  Punkte  T,  Q,  N  in  der  Richtung  der 


wachsenden  Abscissen  auf  einander  folgen;  und  es  thut  dabei  nicht> 
zur  Sache,  welche  Lage  der  Nullpunkt  0  des  Coordinatensystcm^ 
gegen  diese  Punkte  einnimmt. 

Wäre  PN  die  Tangente  und  demnach  PT  die  Normale  — 
d.  i.,  schnitte  die  Curve  ihre  hier  verzeichnete  Lage  rechtwinklig 
in  P  —  so  würde  die  Subtangente  =  —  N  Q  und  die  Subnormal«- 
=  — QT,  beide  also  negativ  sein. 

Ist  das  Coordinatensystem  rechtwinklig,  so  besitzen 
die  Subtangente  und  die  Subnormalo  stets  gleiche  Vor- 
zeichen; bei  schiefwinkligen  Goordinatensystemen  i>t 
dies  nicht  nöthig.  —  Man  erkennt  dies  unmittelbar,  wenn  man 
den  rechten  Winkel  TPN  um  P  dreht. 
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Lehrsatz* 

Bezeichnet    man    durch    n    den    Coordinatenwinkel, 

durch  t  und  n  die  Subtangente  und  Subnormale  auf  der 

x-Axe   und  durch  t  den  Richtungswinkel  der  Tangente, 

so  ist: 

(\\  k      ^    sin (^  —  r)  dx 

( 1 )  t  =  y ; =  y  .  —  - 

^  ^  ^  smT  dy 


—  > 


/rtN  cos(/i  —  t)  ,        y-sin// 

(2)  n  =  y -^ ^==y.co8^H ^- ^ 


9 


COST  J  r-  ,      dx 

COS//+  "p- 

dy 

1  +  V-  •  cos  a 
dy  *^ 


dx     . 

-:; Y  cos  U 

d  V 


und  im  Besondern  bei  einem  rechtwinkligen  Coordinateu- 

system: 

ON  X  ^  dx  dx 

(o)  t-- v-cotr^^y  •- 


.-     -   » 


fl  y        d  •  Zy 

dy        1      d-y* 
(4)  n  =  y.tngr=y.^=2-d^. 

—  Der  Beweis  erfordert  nur  die  Anwendung  dos  Sinussatzes  auf 
die  Dreiecke  PQT  und  PQN  nebst  den  numerirten  Formeln  des 
i?  120.  Dabei  muss  man  natürlich  bei  der  Betrachtung  der- 
jenigen Fälle,  in  denen  die  Grössen  t,  n,  y,  t  theil weise  negativ 
werden,  den  Vorzeichen  gebührende  Rechnung  tragen.  Im  Übrigen 
sind  die  Schlüsse  so  einfach,  dass  wir  uns  hier  nicht  mit  ihnen 
zu  bemühen  brauchen. 


Beispiele. 
I. 

Die  Gleichung   einer  Curve   in  Bezug   auf  ein  Coordinaten- 
system  mit  dem  beliebig  gewählten  Coordinatenwinkel  /m  sei 

y  =:2px. 
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Dann  ist: 


dx 


y . 

—  j 
P 


mithin  nach  (1)  die  Subtangente: 

P        P 
und  nach  (2)  die  Subnormale: 

y  *  sin  (i^    y +  2x008 /K 


n  =  y  cos  jt£  -[- 


cos/t/  + 


y  +  pcos/i/ 


•P 


Der  Ausdruck  für  die  Subtangente  bleibt  also  derselbe,  welchen 
Werth  der  Goordinatenwinkel  auch  haben  mag;  er  giebt  an,  dass 
die  Abscisse  über  den  Nullpunkt  des  Coordinatensystems 
hinaus  verdoppelt  werden  muss,  um  den  Schnittpunkt 
mit  der  Tangente  zu  erhalten. 

Die  Subnormale  ist  bei  einem  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystem  constant  gleich  dem  Parameter  p  der  Parabel 
In  diesem  Falle  ist,y^=2pz  deren  Scheitelgleichung. 
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Übrigens  steUt  y  =  2  p  x  auch  bei  schiefwinkligen  Coordinaten 
eine  Parabel  dar,  und  zwar  eine  solche,  deren  Axe  der  Abscissen- 
axe  parallel  ist. 

Aus  §  120,  (1)  folgt  nämlich,  weil  4-  =  -  ist: 

^  dx        y 

sinr  p  . 


sin  (fi  —  r)        y 


und  hieraus  ergiebt  sich  für  die  Coordinaten  a  und  b  desjenigen 
Curvenpunktes  0^,  in  welchem  die  Tangente  einen  rechten  Rich- 
tungswinkel \r  =  —  ]  besitzt: 

P      K  b'       1  , 

=  T->    b  =  —  pcos^,    a:^=-^T— =  ^pcos^  . 


—  cos^         b  fr  2p 

Macht  man  nun  0  zum  Nullpunkt  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  der  x^  und  y^,  dessen  x^-Axe  mit  der  x-Axe  gleich- 
gerichtet ist,  so  erhält  man  aus  der  Figur  für  den  beliebigen 
Curvenpunkt  P  sofort  die  Relationen: 

J^=  (y  —  b)  sin  jM,  Xj  =  X  —  a  +  (y  —  b)  cos  jm; 

^  ""snhZ"^^®^'      ^  =x^  — y^cot/M+ 2^pcos/i^  . 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  y*=2px  ein,  so  folgt: 

y'==2.(psin/).x^, 

was  die  Scheitelgleichung  einer  Parabel  mit  dem  Parameter 
p^  =  p  sin  (i    ist.     Also : 

Die  Gleichung  y*=2px  zeigt  unter  allen  Umständen 
eine  Parabel  an,  welche  die  Ordinatenaxe  im  Nullpunkte 
berührt  und  ihre  Axe  der  Abscissenaxe  parallel  richtet. 
Bedeutet  (i  den  Goordinatenwinkel,  so  ist  ihr  Parameter 
p^  =  p.sin/M  .  Jede  Sehne,  welche  einer  festen  Tangente 
parallel  ist,  wird  Yon  dem  ,,coiiJaglrten  Durchmesser^^ 
halbirt,  d.  h.  von  derjenigen  Graden,  welche  parallel  zur 
Parabelaxe    durch    den   Berührungspunkt    der    Tangente 
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geht     Geht  die  Sehne  durch  den  Brennpunkt,  so  ist  sie 
=r2p  und  schneidet   auf  dem  Durchmesser  eine  Strecke 

=  -p  ab. 

^  1 

—  Das  Letztere  ergiebt  sich  daraus,  dass  dann  x  —  a  =  ^Pj 

ist,  woraus  x  =  a  +  — p^  =  — p,  y^=2p- 2-^p  =  p*  folgt. 


IL 

Sollen  die  Gleichungen  aller  Curven  gefunden  werden,  welche 
eine  constante  Subnormale  n  besitzen,  so  folgt  zunächst  aas 
Gleichung  (4),  dass  bei  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystem, 
dessen  Nullpunkt  in  einem  Punkte  der  Curve  liegt, 


2 

-  =  2n,     y'^=2nx 


d-y         ..  2 

dx" 


sein   muss,    die   Curve   also    nur    eine    Parabel    mit    dem   Para- 
meter n  sein  kann,  deren  Axe  mit  der  Abscissenaxe  zusammenfällt 
Verlangt  man,  dass  die  Curve  durch  einen  beliebig  gewählten 
Punkt  (a,b)  hindurchgehe,  so  folgt 


y^— b  =2n(x  — a). 

Dies  ist  ebenfalls  eine  Parabel  mit  dem  Parameter  n,  deren  Axe 
in  der  Abscissenaxe  liegt;  wovon  man  sich  leicht  überzeugt 

Setzt    man    aber    ein    schiefwinkliges    Coordinatensystem 
voraus,  so  folgt  aus  (2): 

dx y  —  ncos/M 1  nsin^ 


dy        n  — ycos^M  cos  fi        ycos^*— ncos^M 

und  wenn  man   diese  Gleichung  unter   der  Bedingung   integrirt 
dass  die  Curve  durch  einen  gegebenen  Punkt  (a,  b)  hindurchgehe: 

s 

(x-a)co8/.  =  -(y~b)--^n8m//tng^.2(^-^— ^^— ^j- 
Die  Curve  hat  also  eine  transcendente  Gleichung. 
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HL 

Die  Mittelpunktsgleicbung  einer  Ellipse 

s  * 

a*  ^  b* 
ergiebt  durch  Differentiation: 

dx  a*y 


dy  b*x 

Folglich  erhält  man  nach  (1)  für  die  Subtangente: 


oder: 


*~       b*x~       X  ^'      aV 


a»  a'-x* 

t  =  x =  — 


X  X 


Und,  wenn  wir  das  Coordinatensystem  alß  rechtwinklig 
voraussetzen,  so  wird  die  Subnormalo  nach  Gleichung  (4): 

__  b»x 
n  2    • 

a 

Dass  der  Curve,  wenn  a  >  b  angenommen  wird,  die  hier  um- 
stehend verzeichnete  Gestalt  zukommt,  ist  aus.  ihrer  Gleichung  leicht 
herauszulesen.  Man  erkennt  ohne  Schwierigkeit,  dass  OA=OA  =a 
und  OB  =  OB  =b  ist,  und  dass  für  alle  Curvenpunkte 

abs-x<a,  *ab8-y<b 

sein  müsae.     Auch  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

dy  b'x 

ax  a  y 

ohne  Weiteres,  dass  die  Tangenten  in  A  und  A^  der  Ordinaten- 
axe  und  die  Tangenten  in  B  und  B^  der  Abscissenaxe  parallel  sind. 

Für  alle  Punkte  P,  welche  eine  positive  Abscisse  haben,  sind 
Subtangente  und  Subnormale,  wie  ihre  Ausdrücke  zeigen,  negativ. 

Die  Subnormale  QN  hängt  nach  ihnen  von  der  Länge  der 
beiden  ^^albaxen^^  a  und  b  ab,   während  die  Subtangente 
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TQ  bei  allen  Ellipsen  über  der  Axe  AA  für  die  gleiche 
Abscisse  x=rOQ  einerlei  Werth  hat,  so  dass  sich  die 
Tangente  TP  um  den  Punkt  T  dreht,  wenn  man  die  Halb- 
axc  b  ändert 


Für  b  =  a  wird  die  Ellipse  ein  Kreis  und  die  Grade  PQ 
die  Polare  des  Poles  T  für  denselben.  Also  sind  die  Punkte 
T,  A,  Q,  A  harmonisch  gelegen.  Dies  kann  man  auch  leicht 
durch  Rechnung  finden;  denn  es  folgt: 

A  Q  =  a  +  x,  A  T  =  -?^^?^tl).',  AQ  =  a-x.  AT  =  ^^?^< 

1  1  X  X 

mithin: 


AiQ 
A^T 


AQ 
AT 


Auch  ergiebt  sich  aus  dem  Ausdruck  für  t  sofort: 

(x  — t)-x=a*,    OT.OQ  =  a*. 

la  ganz  analoger  Weise  liegen  auf  der  Ordinatenaze  die 
Punkte  T  ,  B,  R,  6  harmonisch,  wie  man  s(^leidi  aus  der  Ver- 
tauschung von  a  mit  b  und  x  mit  y  ersieht 
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Die   beiden  Punkte  F  und  F    auf  der  grossen  Axe  AA 
seien  dadurch  erhalten,  dass  man  um  B  mit  dem  Radius  a  einen 
Kreis  zog,  welcher  dort  schnitt.     Sie  heissen  die  Brennpunkte 
(foci)  und  OF==OF  =e  heisst  die  Excentricität  der  Ellipse. 
FP^v  und  F^P  =  v^  nennt  man  die  Vectoren  der  Ellipse. 

Es  ist: 

^*      ««      k* 
e  =a  —  D 

und: 

ex 


a  — 


a 


^  =  a  +  — 


wegen  der  aus  ^  F  P  Q  und  A  ^^  ^  Q  folgenden  Gleichungen 

in  welche  man  nur  für  7  zu  substituiren  braucht,  um  diese  Resul- 
tate zu  erhalten. 

Mithin  hat  man  u.  a.  die  Relation  y -{-▼.=  2  a. 

Berechnet  man  die  Abstände  der  Punkte  T  und  N  von  F 
und  F^,  so  findet  man  zunächst: 

TO  =  x-t  =  -,    ON  =  x-|-n  =  ^^::;^x=^ 

X  -  a*  a' 

und  hieraus: 

a*  a 

TF  =TO~OF  =-!= e  =  -.v, 

X  X 

TF=TO  +  OF=— +e  =  -v, 
1  1         X  X      1 

NF=OF  — ON=e-^  =  -.v, 

a*        a 

NF=OF  +  ON=e  +  ^  =  --v  : 
^  .  a*        a     1 

TF        NF        V        PF 


TF        NF        V        PF 
1  11  1 

Mithin    balbirt    die    Normale    PN    den    Vectorenwinkel 
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FPF^    und   die   Tangente   PT   dessen   Nebenwinkel.     Die 
Punkte  T,  F,  N,  F^  liegen  harmonisch. 

Wir  wollen  sogleich  noch 
einige  andere  Eigenschaf- 
ten der  Ellipse  besprechen, 
welche  mit  den  obigen 
in  engem  Zusammenhang 
stehn. 

Zieht  man  durch  den 
Mittelpunkt  0  der  Ellipse 
einen  beliebigen  Durch- 
messer B'B'j  und  parallel 
mit  der  Tangente  in  B' 
einen  zweiten  Durchmesser 
A'  A'  ,  so  heissen  A'  A'  und 
B'B'i  conjugirte  Durch- 
messer. Wir  bezeichnen  OA'=a',  OB'=b',  Z.  A'OB'^=tf. 
Z  A  0  A'=  9.  Der  letztere  ist  gleich  dem  Richtungswinkel  der  Tan- 
gente in  B'.  Mithin  erhält  man,  wenn  x  und  y  für  den  Augenblick 
die  Coordinaten  von  B'  bedeuten,  nach  der  für  ihn  geltenden  Formel: 


dx  a*y 

cote=^— = J 

Aj  b*x 


während 


X 


=  tng(//  +  e) 


tng^  +  tngÖ 


1  —  tng//tng6 
ist.     Aus  der  Combination  dieser  beiden  Gleichungen  entsteht: 

tng(^  +  e)  =  -^'cote, 

a 


tng  ^  =  — 


a*sine^+b*cose* 


2 


2 


cos  //    = 


(a*— b') sine  COS e 
c  sin  6  cos  6 


sm  fi  = 


a  sin  0  -\-h  cos  6 
(a*8inO*+b*co8e*) 


a*8ine*4-b*co8e 
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Liegt  demnach  OA'  im  ersten  und  OB'  im  zweiten  Quadranten 
—  wie  in  der  Figur  —  so  ist  ^  ein  stumpfer  Winkel.  Er  erlangt 
seinen  grössten  Werth,  wenn  OA'  sich  in  der  Diagonale  des  aus 
OA  und  OB  vervollständigten  Rechtecks  befindet. 

Die  Coordinaten  des  Punktes  A'  sind  a'cosÖ  und  a'sinO. 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Ellipse  ein,  so  er- 
hält  man: 


'2 

a    : 


a  b 


a  sin  0  -J-  b  cos  ö 

Die  Coordinaten  des  Punktes  B'  sind  b'cos  (/i  +  ö)  und  b'sin  (/i  -f-  6). 
Daher  ist  analog: 


b'*= 


a  D 


a*sin  (fi  +  6)^  +  b^cos  (fi  +  6)^ 


oder,    wenn    man    (i    vermittelst    der    oben    bewiesenen    Formel 

b* 

tng  (^   1-  Ö)  = Y  ^^  ®  eliminirt: 


a 


. '2       a*sin6*+  b*cos9" 
b   =  — r — 


2 


a'sinÖ'+b  cos6= 

Summirt  man  ferner  die  beiden  Ausdrücke  für  a  und  b  ,  indem 
man  im  Zähler  des  ersteren 

a'b*(sine'+cos6') 
für  a  b    schreibt,  so  ergiebt  sich,  dass 

^'2    ,     v'2         ^2    I     v2 

a   -\-  0   ==a  +  b  , 

dass  also  die  Summe  der  Quadrate  der  conjugirten  Halb- 
messer der  Ellipse  eine  constante  Grösse  ist,  oder  —  was 
dasselbe  heisst  —  dass  die  conjugirten  Halbmesser  zu  Ka- 
theten von  rechtwinkligen  Dreiecken  gemacht  werden 
können,  deren  Hypotenusen  sämmtlich  der  Ellipsensehne 
AB  gleich  sind. 

Die  Tangente  im  Punkte  A'  hat  einen  Richtungswinkel  r, 
welcher,  wenn  wir  die  Coordinaten  von  A'  für  den  Augenblick 
durch  X  und  y  bezeichnen  und  dann  x  =  a'cosO,  y  =  a'sin9  ein- 
setzen, durch  den  Ausdruck 


—     606    — 

a*y            a*        , 
cot  T  = z^  = ,-  tng  Ö 

b*x  b" 

bestimmt  wird.  Vergleicht  man  denselben  mit  der  früher  erhal- 
tenen  Gleichung 

tng(^  +  e)  = g-cote, 

a 

so  erkennt  man,  dass  die  Tangente  in  A'  dem  Durchmesser  KB'^ 
parallel,  dass  also  überhaupt  die  Tangente  in  dem  End- 
punkte eines  Durchmessers. dem  conjugirten  Durchmesser 
parallel  ist. 

Das  Feld  des  Parallelogramms  A'O  B'U  hat  die  Grösse  a'b'siQ^- 
Berechnet  man  deren  Werth  aus  den  obigen  Formeln  für  a  ,  b 
und  sin^^  so  erhält  man  den  constanten  Ausdruck: 

a'b'8in^  =  ab. 

Dies  kann  man,  nachdem  mit  4  multiplicirt  ist,   so  aussprecheu: 
Alle  Parallelogramme,  welche  sich  einer  Ellipse  um- 
schreiben lassen,  besitzen  gleiche  Felder. 

Endlich  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  der  Ellipse,  x'=  +  OQ' 
seine  Abscisse  und  y'=  +  OR'  seine  Ordinate  für  das  schiefwink- 
lige Coordinatensystem,  dessen  Axen  A  '0  und  B  '0  sind,  und 
dessen  Coordinatenwinkel  =  ii  ist.  Denken  wir  uns  dann  noch 
die  Grade  OP  =  r  gezogen  und  bezeichnen  Z  A'OP  =  g),  so  ist 
im  /\Q'OP  nach  dem  Sinussatz: 


>    r  sm  gp  =  y  sm  ^, 


-T—T r  =  — : '    rsmiicos®  —  rcosiisma)  =  x  smii. 

8m(fi  —  gp)        sm/M  v       ^  r-       ^  r- 

• 
Dies  giebt,  nachdem  man  aus  der  ersten  Gleichung  in  der 
zweiten  für  rsingp  substituirt  hat,  auch 

r  sin  9)  =:r  y'sin  ^,     r  cos  gp  =  x'  +  y'cos  ^. 

Im   ursprünglichen   Coordinatensystem    sind    aber   die  Coor- 
dinaten  von  P: 

« 

x  =  r  cos  (^  +  6)  =  r  cos  gp  cos  6  —  r  sin  gp  sin  6, 
y  =  rsin  (gp -f  9)  =  r8in  gpcos6-|- rcosgpsinO. 


y 

r 

singp 

sin^ 

X 

r 
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Folglich   erhält   man  durch  Substitution  aus  den  voranstehenden 

Formeln: 

X  =  x'cos  6  +  y'cos  (^  4-  6), 

y  =  x'  sin  6  +  y'  sin  {/i  +  Ö). 
Diese  Werthe  setze  man  in  der  Ellipsengleichung 

bx+ay=ab 
für  X  und  y.     Dadurch  entsteht  nach  gehöriger  Ordnung: 

x'*{a*sin  6^ -r  b*cos  e'}  +  y*  {a^sin  (^  +  6)*+ b'cos  (/[£  +  6)*} 

+  2 x'y'  {a^sin  6  sin  (^  +  6)  +  b*cos  6 cos  (^  +  6)}  =  a'b*. 
Der  Coefficient  von  2  x'y'   verschwindet   in  Folge  der  Gleichung 

tug  (/[£ -f  ö)  = j-cotO,  und  die  Coefficienteu  von  x'*  und  y'* 

a 

sind  die  Nenner  der  oben  entwickelten  Werthe  von  a'*  und  b'*. 

Durch  die  Substitution  gelangt  man  zu  dem  Resultat: 

Sind  a'  und  b'  zwei  conjugirte  Halbmesser  der  Ellipse, 

so  ist 

a  •  ^  b'« 

die  Mittelpunktsgleichuug  der  Ellipse,  bezogen  auf  jene 
Halbmesser  als  Coordinatenaxen. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  jede  Sehne,  welche  einem 
festen  Durchmesser  parallel  liegt,  von  dem  conjugirten 
Durchmesser  halbirt  wird. 

Sodann:  Zieht  man  von 
einem  Punkte  T  einen 
Durchmesser  TAOA 
durch  eine  Ellipse  und  an 
dieselbe  eine  Tangente 
TP,  schliesslich  vom  Be- 
rührungspunkte P  eine 
zum  conjugirten  Durch- 
messer parallele  Sehne, 
welche  sichmitdemerste- 
ren  in  Q  schneide,  so  sind 
T,  A,  Q,  A^     harmonische 
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Punkte.  —  Denn  der  Ausdruck  für  die  Subtangente  TQ  in  dem 
schiefwinkligen  System  ist  demjenigen  für  das  rechtwinklige  System 
durchaus  analog,  nur  dass  a'  für  a  und  x'  für  x  eintritt;  wir  haben 
also  auch  hier: 

^?=4t'    OQ•OT  =  a*  =  OA^ 

Da  es  ferner,  in  Absicht  auf  den  Werth  der  Subtangente, 

OA^ 

gleichgültig  ist,  welche  von  den  beiden  möglichen  Tangenten  vön 
T  aus  gezogen  sein  mag,  so  ergiebt  sich: 

Zieht  mau  von  einem  Punkte  T  aus  die  beiden  Tan- 
genten TP  und  TP^,  so  wird  die  zwischen  den  beiden 
Berührungspunkten  liegende  Sehne  von  der  Centrale  TO 
halbirt. 


IV- 

Die  Mittelpunktsgleichuug  einer  Hyperbel 

2  2 

a*      b* 

ergiebt  durch  Differentiation 

1  2 

dx  ^      a_y 

cly       "^b^x' 


Daher  ist  die  Subtangente 

«2     2  2    /    2 

oder: 

2  2  2 

a  x  —  a 

X  X        ' 
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und    bei    einem   rechtwinkligen    Coordinatensystem    die  Sub- 

normale: 

,   b'x 
n  =  +  — -. 


Die  Hyperbel  besteht  aus  zwei  unzusammenhängendeu  Ästen, 
welche  die  x-Axe  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems  in  den 
Scheiteln  A  und  A^  schneiden,  symmetrisch  gegen  die  Axen 
liegen  und  ins  Unendliche  verlaufen.  Es  bleibt  dabei  ein  mit 
der  y-Axe  paralleler  Streifen  von  der  Breite  AAi  =  2a  frei. 
Dies  erkennt  man  leicht  aus  der  Form 


=+^-.V7:^ 


a 


a 


der  Hyperbelgleichung. 

Errichtet  man  auf  der  Strecke  OA  =  a  im  Scheitel  A  der 
Hyperbel  eine  Senkrechte  AB  =  b  und  schlägt  mit  dem  Badius 


OB  xim  0  einen  Kreis,  welcher  die  Grade  OA  in  den  beiden 
Punkten  F  und  F^  schneide,  so  erhält  man  die  Brennpunkte 
F  und  Fj  der  Hyperbel.  Man  bezeichnet  OF  =  OFi  =  e  und 
nennt  e  die  Excentricität  der  Hyperbel.     Es  ist: 

e  =a  -|-  b  • 

PF  und  PFj  heissen  die  Vectoren  des  Punktes  P;  wir  wollen 
sie  mit  v  und  v^  bezeichnen. 

Worpitzky,  Differential-  a.  Integralrechnung.  89 
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Nachdem  die  Rechnungen  für  die  Ellipse  ausgeführt  sind, 
können  wir  sie  uns  für  die  Hyperbel  ersparen,  da  man  offenbar 
in  den  Ellipsenformeln  nur  ( — b  )  für  b  ,  d.i.  ib  für  b,  zu  setzen 
braucht,  um  die  Hyperbelformeln  zu  erhalten.  Es  bleiben  also 
auch  alle  Resultate  bestehn,  welche  durch  die  Verschiedenheit  des 
Vorzeichens  von  b^  nicht  alterirt  werden,  z.B.,  dass  die  Punkte 
Aj,  T,  A,  Q,  so  wie,  dass  die  Punkte  F^,  T,  F,  N  harmonisch 
sind.  Aus  dem  Letzteren  folgt,  dass  die  Tangente  PT  den 
Vectorenwinkel  FPFj  und  die  Normale  PN  den  Neben- 
winkel desselben  halbirt. 

Für  die  Länge  der  Vectoren  ergiebt  sich 

ex 

v  = a, 

a 

,_  ^  +a, 

V  — v  =  2a. 

Wir  wollen  hier  nicht  die  ganze  Kette  der  aus  der  ange- 
deuteten Analogie  entspringenden  Schlüsse  aufrollen,  sondern  die- 
jenige Eigenthümlichkeit  der  Hyperbel  hervorheben,  durch  w^elche 
sie  sich  am  augenfälligsten  von  der  Ellipse  unterscheidet. 

Berechnet  man  die  Strecke  OT  =  OQ  —  QT  =  x  —  t,  si» 
findet  man 

0T  =  -. 

X 

Daher  nähert  sich  die  Tangente  PT  desto  mehr  der 
Grenzlage  OB,  je  weiter  der  Berührungspunkt  P  auf  der 
Hyperbel  vom  Scheitel  A  wegrückt;  m.  a.  W.:  die  Grade 
OB  ist  eine  Asymptote  der  Hyperbel,  und  gleicherweise 
die  symmetrisch  zu  ihr  liegende  Grade  OB^.  Für  den 
halben  Asymptotenwinkel  AOB  gilt  die  Formel 

tngAOB  =  -. 
a 

Macht  man  die  Asymptoten  zu  Axen  der  Coordinaten 
x'  und  y',  so  erhält  man  als  Hyperbelgleichung: 
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x',='(.-+b')  =  f|)'. 


Schneiden    die    Asymptoten    sich    rechtwinklig 
a  =  b  —  so  heisst  die  Hyperbel  rechtwinklig. 


ist   also 


V. 

Die  gemeine  Cycloide 

ist  diejenige  Curve,  welche  von  einem  Punkte  eines 
Kreises  beschrieben  wird,  während  dieser  auf  einer 
Graden,  der  Basis,  rollt  (sich  auf  ihr,  ohne  zu  gleiten,  ab- 
wickelt). 

In  der  Basis  liege  die  Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  so,  dass  die  Abscisse  des  Berührungspunktes 
des  rollenden  Kreises -wächst,  und   der  Nullpunkt  liege  an  einer 


solchen  Stelle  0,  an  welcher  der  fixirte  Punkt  P  des  Kreises  in 
die  Basis  fiel;  so  dass  die  Strecke  von  0  bis  zu  dem  augenblick- 
lichen Berührungspunkte  A  dem  Bogen  PA  gleich  ist.  ACB  =  2r 
sei  der  „verticale"  DurcTimesser  des  Kreises,  ZACP  =  6  der 
„Wälzungswinkel".  Man  ziehe  PQ_L0A,  PRj_AB.  Dann  ist 
OQ  =  x,  QP  =  AR  =  y. 

Dann  ergiebt  sich  ohne  irgend  welche  Schwierigkeit  aus  der 
Figur: 

Die  Coordinaten  x  und  y  der  Cycloide  werden 
durch  den  Radius  r  des  rollenden  Kreises  und  durch 
den  Wälzungswinkel  6  in  der  Form 

39* 
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x  =  r(e  — sine), 

y  =  r(l  — cos  6) 
ausgedrückt. 

Die  Elimination  von  9,  um  eine  Gleichung  zwischen  r,  x  und 
y  allein  zu  erhalten,  ist  unpraktisch,  weil  die  unhandlichere  tran- 
scendente  Gleichung 

X  =  r  arc  cos —  yy(2r  —  y) 

resultirt. 

Durch  Differentiation  ergiebt  sich: 

—  =  r  (1  —  cos  ö)  =  2r  sm  -^  f 

^  =  rsiue  =  2rsin^cos2; 

mithin  ist: 

dy  6  Jt       ^ . 

*"«^  =  di  =  '^'2'    ^  =  ^-25 

dx      o     •    ö\      6 
t  =  y^  =  2r8m2tng2. 

dy      ft     •    ö     ^  6         .   ^ 
n  =  y  T^  =  2r  sm  -s  cot  ^^  =  r  sin  ö . 
•'dx  2        2 

Das  bequemste  von  diesen  Resultaten  ist  der  Ausdruck  für 
die  Subnormale  n  =  rsin9  =  PR=QA;  denn  er  zeigt  direct  an, 
dass  die  Normale  durch  den  Punkt  A  geht.     Es  folgt  daher: 

Die  Normale  der  Cycloide  geht  stets  durch  deu 
Berührungspunkt  A  des  Wälzungskreises  mit  der  Basis, 
die  Tangente  durch  dessen  Gegenpunkt  B.  Wo  die 
Cycloide  mit  ihrer  Basis  zusammentrifft  (nach  jeder 
ganzen  Umwälzung  des  Kreises)  hat  sie  eine  Spitze,  io 
welcher  die  Tangente  senkrecht  zur  Basis  steht;  iiTid 
in  der  Mitte  dazwischen  (nach  einer  halben  Umwälzung  des 
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Kreises)  liegt  die  Taugente  parallel  zur  Basis.  Gegen 
die  Senkrechte  SM  von  diesem  Punkte,  dem  Scheitel  S, 
aus  zur  Basis  liegt  die  Cycloide  symmetrisch. 

Anmerkung. 

Ausser  der  oben  behandelten  Cycloide  betrachtet  man  auch 
solche,  bei  welchen  der  beschreibende  Punkt  P  innerhalb  oder 
ausserhalb  des  Kreisfeldes,  fest  mit  diesem  verbunden,  liegt  — 
gestreckte  und  geschleifte  Cycloiden  —  und  solche,  welche 
beim  Rollen  eines  Kreises  auf  einem  andern  innerhalb  oder  ausser- 
halb seines  Feldes  entstehn  —  Epicycloiden  uiid  Hypocyloi- 
den.  Sie  haben  sämmtlich  eine  Reihe  von  Eigenschaften,  durch 
welche  sie  sich  zu  eleganten  Exemplificationen  in  der  Curven- 
theorie  eignen. 


§  123. 

Tangente,  Subtangpnte  and  Subnormale 
bei  Polarcoordinaten. 

Ist  die  Gleichung 
einer  Curve  in  der  Form 
einer  Relation  zwischen 
dem  Vector  0  P  =  v 
des  Punktes  P  und  dem 
Richtungswinkel  A  0  P 
=  g)  dieses  Vectors  ge- 
gen die  Axe  XO  gege- 
ben, so  bedeute  <d  den     ^ 

Blchtangswinkel  der 
Tangente  gegen  den  Yector,  indem  dieser  Winkel  die 
positive  Verlängerungsrichtung  des  Vectors  als  einen 
Schenkel,  die  dem  wachsenden  q)  entsprechende  Richtung 
der  Tangente  als  zweiten  Schenkel  hat  und  in  demselben 
Sinne  um  P  herum  wächst,  wie  g)  um  0. 
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Denken  wir  uns  durch  P  eine  Secante  gezogen,  welche  die 
Curve  zum  zweiten  Male  in  P  schneidet,  und  den  zugehörigen 
Vector  0  P  =  V  -f  zJ  V,  so  ist  Z  P  0  P  =  4  gp.  Machen  wir  ferner 
auf  OP^  die  Strecke  OU  =  OP  =  v,^o  bleibt  ÜP^=Jv  übrig. 
Schieben  wir  nun  den  Punkt  P  auf  der  Curve  näher  an  P  heran, 
so  nähert  sich  Z  P  P  ü  dem  örenzwerthe  cö,  Z.  P  U  P  dem  Grenz- 

werthe  -^-;  und  es  ist  daher 


UP  /fv 

cot  CO  =  lim  •  v^  ^   =  lim  • 


ÜP 


s  Afp 

vJ^'lTF 


oder,    weil    das   Grenzyerhältnis    zwischen   dem   Kreisbogen   UP 
=  yA(p  und  der  Ereissehne  ÜP  den  Werth  1  hat: 


cot  (ö  =  lim  • 


Jv 


d.  i. 


cot  CO  = 


y  'A(p 


l     dv 

V 


dZv 


dgo         d^) 


Subtangente  und  SnV 
normale  nennt  man  bei 
Polarcoordinaten  d  i  e 
Abschnitte  OT  und  OX. 
welche  von  der  Tan- 
gente, beziehungsweise 
von  der  Normale,  auf 
der  durch  dea  Null- 
punkt gelegten  Senk- 
rechten zum  Vector  be- 
grenzt werden. 
Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  POT  und  PON  ergiebt  sich: 

0T  =  vtnga>  =  v'.4^-,    ON  =  vcot«  =  ^» 

d  V  dff 

wodurch  auch  die  Vorzeichen  geregelt  sein  sollen. 
Wir  fassen  die  Resultate  zusammen  durch  den 
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Lehrsatz. 


Ist  eine  Gurve  durch  eine  Gleichung  /'(v,9p)=0  zwischen 
ihren  Polarcoordinaten  gegeben,  so  werden  der  Rich- 
tungswinkel CD  der  Tangente,  die  Subtangente  t  und  die 
Subnormale  n  durch  die  Formeln  • 


(1)  cotc»  = 


1     dv 
V    Afp 

d.?v 
d^ 

%  dgp 
dv 

dv 

ergiebt: 


(2) 


(3)  n  =_   , 

bestimtnt. 


Beispiele. 

I. 

Die  Archimedische  Spirale 
v  =  a9) 

a       1 
cota>  =  — =  — >       tne<»  =  cp; 

2 

t==  —  =  aa),  n  =  a. 

a 

Sie  geht  vom  Nullpunkte  0  der  Coordiuaten  in  der  Weise 
aus,  dass  sie  dort  von  der  Axe  XO  berührt  wird  (a)  =  0 
für  9>=r0),  umwindet  dann  bei  unendlich  wachsendem  g>  den 
Nullpunkt  in  einer  unendlich  wachsenden  Anzahl  von  Windungen, 
zwischen  denen  auf  jeder  durch  den  Pol  0  gehenden 
Graden  gleiche  und  von  deren  Richtung  unabhängige 
Strecken 

t  P^=  a  (9)  +  2jr)  —  a  90  =  2  jra 

liegen. 
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Die  Länge  dieser  Strecken  PP^=2jra  beträgt  so  viel,  wie 

der  Umfang  eines 
Kreises ,  dessen 
Radius  der  Sub- 
normale ON 
gleich  ist  Wegen 
der  Constanten 
Länge  der  letz- 
teren (ON  =  a), 
gehen  die  Nor- 
malen aller 
Curvenpunkte 
P,P^,...,  welche 
von  demselben 
StrahrOP  ge- 
troffen werden, 
durch  densel- 
selben  Punkt  N. 

Je  weiter  man  die  Spirale  fortsetzt^  desto  genauer  stellt  sich  ihre 

Tangente  rechtwinklig  zum  Vector. 

IL 

Die  hyperbolische  Spirale  i) 
v9P  =  a, 
a 

umwindet  den  Pol  der  Coordinaten,  indem  sie  sich  demselben 
asymptotisch  bei  unendlich  wachsender  Windungsanzahl  nähert. 
Aus 

dv  a  V* 

folgt: 


^)  So  genannt  wegen  der  Aehnlichkeit  ihrer  Gleichung  mit  der  Asymp- 
totengleichung der  Hyperbel. 
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cot  CO  = ^ '     tngoj  =  —  w, 

t=  —  a, 


n 


a 


^ 


8 


a 


Es  fällt  sofort  die  grosse  Aehnlichkeit  dieser  Beziehungen  zu  den 
analogen  bei  der  Archimedischen  Spirale  in  die  Augen,  nur  dass  die 
Subtangente  die  Rolle  der  Subnormale  übernimmt.    Der  Winkel  co 


dv 
ist  ein  stumpfer,  da  -= —  einen  negativen  Werth  besitzt;  und  des- 
halb erscheinen  auch  die  Subtangente  und  Subnormale  mit  nega- 
tiven Vorzeichen.  Rechnen  wir  mit  den  absoluten  Werthen,  so  ist 
der  constante  Werth  der  Subtangente  OT  =  a.  Durch  densel- 
ben Punkt  T  gehen  die  Tangenten  aller  derjenigen  Cur- 
venpunkte  P»P-> ...,  in  welchen  die  Curve  von  dem  Strahle 
OP  geschnitten  wird.  Die  Tangente  stellt  sich  desto  mehr 
rechtwinklig  gegen  den  Vector,  je  enger  die  Windungen  werden. 
Lässt  man  dagegen  den  Winkel  q>  unendlich  abnehmen,  so  nähert 
sich  CO  dem  Grenzwerthe  jr,  die  spitzen  Winkel  XOT  und  OTP 

dem  Grenzwerthe  —  >  mithin  nähert  sich  die  Tangente  T  P  hierbei 
der  Grenzlage  AB,  welche  mit  der  Axe  XO  im  Abstände  a  parallel 
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ist:  Diese  Grade  AB  ist  Asymptote  der  hyperbolischen 
Spirale;  was  man  auch  daraus  entnehmen  kann,  dass  von  den 
rechtwinkligen  Coordinaten 


acoso) 
X  =  Y  cos  Gp  = -  J 

9 


y  =  V  Sin  q> 


asm^p 


des  Punktes  P  die  erstere  bei  unendlich  abnehmendem  q>  unend- 
lich wächst,  die  zweite  aber  sich  dem  Grenzwerthe  a  nähert. 

Construirt  man  in  einer  Figur  die  Archimedische  und  die 
hyperbolische  Spirale,   nämlich   die   beiden  Curven  v^=a9)  und 


a 


v^=  — >   so  sind  die  zu  demselben  (p  gehörigen  Punkte  v    und 

v^  reciprok  (v^-v  —  a*)  für  den  Kreis  vom  Radius  a;  und  es  gehen 
die  Normalen  aller  Punkte,  in  welchen  die  erstgedachte  Spirale 
von  einem  aus  0  gezogenen  Strahl  geschnitten  wird,  durch  den- 
selben Punkt,  durch  welchen  die  Tangenten  der  Schnittpunkte  der 
zweiten  Curve  gehen. 


IIL 

Die  logarithmische  Spirale 
v==a.e"^,    («:^0) 

schneidet  die  Verlängerung  der  Axe  XO  des  Coordinatensysteiu> 

u.  a.  in  einem  Punktf 
A  so,  dass  OA=a 
ist,  und  umwindet 
den  Punkt  O  so,  das- 
sie  sich  ihm  von 
hier  aus  unend- 
lich nähert,  nach 
der  andern  Seite  hi" 
aber  unendlich  ent- 
fernt. Was  von  Bei- 
dem  bei  wachsendeu 
und  was  bei  abneh- 
mendem g>  geschieht 
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häDgt  vom  Vorzeichen  der  Cbnstanten  a  ab. 
setzt  ein  positives  a  voraus. 
Man  findet: 


dv 


atp 


cot  CO  = 


dZv 


d^) 


«5 


,  a        atp  V 

t  =  —  -e  ^=      > 
a  a 


n  =  aa-e  ^=av. 


Unsere  Zeichnung 


Dies  heisst  in  Worten: 
Die  Tangente  der  logarithmischen  Spirale  besitzt  einen 
Constanten  Neigungswinkel  gegen  den  Yector.    Die  End- 
punkte der  Subtangente  und  der  Subnormale  beschrei- 
ben ebenfalls  logarithmische  Spiralen. 
Für  a  =  0  ist  die  Spirale  ein  Kreis. 


IV. 

Die  focalen  Polargleichungen  der  Kegelschnitte. 

Schneidet  man  eine  Rotationskegelfläche  durch  eine  Ebene, 
welche  nicht  durch  den  Scheitel  derselben  hindurchgeht,  so  ent- 
steht je  nach  der  Neigung  der  Ebene  gegen  die  Rotationsaxe  eine 
Ellipse  oder  Parabel  oder  Hyperbel  als  Schnittfigur. 

Dies  ist  der  Grund,  weshalb  man  die  genannten  drei  Gat- 
tungen  von  Linien   unter 
dem  Collectivnamen  „Ke- 
gelschnitte^  zusammen- 
fasst. 

Für  die  Ellipse  haben 
wir  in  §  122  gefunden, 
dass  der  Vector  FP  =  v 
durch  die  Relation 


v  =  a  — 


ex 
a 
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ausgedrückt  wird,  wenn  OF==e,  OQ  =  x,  OA  =  a  ist.  Bezeichnet 
man  Z.AFP  =  9),  80  ist  daher: 


x  =  e-\-YCOBg)y     Y  = 


a  —  e  (e  +  y  008  g)) 


a 


A  A  O 

woraus  unter  Berücksichtigung  der  Relation  a  — e  =b    folgt: 


a  +  e  cos  9 


mithin: 


Für  die  Hyperbel 
ist  nach  §  122: 

ex 

'  Y  = a. 

a        ^ 

wobei  OF==e,  OA=a, 
OQ  =  x,  FP  =  v  be- 
deutet 

Bezeichnet  man  nun 
wieder  —  wie  bei  der 
ElUpse  —  den  Z.  AFP 
=  g>,  so  ist 

x=e  +  voo8(jr  —  f) 
=  e  —  voosy, 


v  = 


e  (e  —  y  cos  9)) 
a 


—  a, 


A  A  ^ 

woraus  unter  Berücksichtigung  der  Relation  e  —  a  =  b    folgt: 

b« 

v  =  — j 

a  +  ecosgp 

Für  die  Parabel   ist  nach 

§  121: 

v  =  p  +  x, 

wobei  FQ  =  x  bedeutet 

Macht    man     also     wieder 

Z.  A  F  P  =  9?,  so  geht 

x  =  vcos(jr  —  g>)  =  —  vcosf 

hervor,  mithin: 
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v  =  p  —  vcosgp, 


1  4-C089) 


Bei  der  Ellipse  ist  e<<a,  bei  der  Hyperbel  aber  ist  e>a. 
Nach  dieser  Vorbereitung  erhellt  der 

Lehrsatz. 

Die    focalen    Polargleichnngen    aller    Kegelschnitte 
lassen  sich  in  der  gemeinsamen  Form 


1  +  e  cos  (p 


darstellen,  indem  v  den  Voctor  und  g>  denjenigen  Winkel 
bedeutet,  welchen  derselbe  mit  der  Richtung  vom  Brenn- 
punkt zum  nächsten  Scheitel  bildet. 

Bei  der  Parabel  ist  die  ^^Dnmerlsehe  ExeentrleitSt^^ 
£  =  1  und  p  der  Parameter.  Bei  der  Ellipse  ist  €<Cl>  bei 
der  Hyperbel  aber  £>1;  und  bei  diesen  beiden  Gattun- 
gen von  Kegelschnitten  haben  der  ^^Parameter^^  p  und  die 
„numerische  Excentricität^'  b  die  Werthe 

b'  e 

'^       a  a 

Macht  man  gp  =  — »  so  geht  aus  der  Gleichung  für  v  hervor: 

v  =  p. 

Mithin  ist  bei  allen  Kegelschnitten  der  Parameter  p 
der  Vector  des  senkrecht  zur  grossen  Axe  über  dem  Brenn- 
punkt liegenden  Curyenpunktes. 

Die  Diflferentiation  der  Polargleichung  ergiebt  für  die  Sub- 
normale bei  Polarcoordinaten: 

dv             pesinop  £      «  . 

n  =  -= —  = =- — r-  =  — .  V  sm  9) 

^<P        (l  +  ecos9))         P 
und  für  die  Subtangente: 
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t  = 


für  den  Richtungswinkel  a>  aber: 


cota>  = 


£  sin  O)  6 

- — ; —  =  —  •  V  sm  o) 

1  +  f  cos  9)       p 


•y- 


Diese  Formeln  zeigen  einige  bemerkenswerthe  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte  an. 

Fällt  man  nämlich  vom  Endpunkte  T  der  Polarsubtangente  OT 
eine  Senkrechte  TT    auf  die  Axe,  so  findet  man: 


0  T^  =  t  •  cos  f  9)  —  —  j  =  t  •  sin  9)  = 


P 
e 

Daher  liegen 
die  Endpunkte 
T  der  focalen 
Polarsubtan- 
genten sämmt- 
lieh  auf  einer 
Graden  TT  ,der 

„Dlrectribc", 
welche  auf  der 
A xe  O  A  des 
Kegelschnitts 
senkrecht  steht 
und  vomBrenn- 
punkte     0     um 


OT  =il- 

>  £ 


ent- 
fernt ist  —  Mau 
kann  die  Tangentt^ 
in  P  so  construiren,  dass  man  im  Brennpunkte  0  auf  dem  Yector 
OP  eine  Senkrechte  errichtet  und  vom  Schnittpunkt  T  derselben 
mit  der  Directrix  die  Grade  TP  zieht. 

Fällt  man  vom  Punkte  P  die  Senkrechte  PU  =  u   auf  die 
Directrix,  so  ist 


u  = V  cos  cp, 

£ 


6U  =  p  —  6VCOS9)  = 


_       p       _ 


14-6  COS  9? 


V. 
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itliin  ist  s  das  constante  Verhältnis  der  Abstände  y 
ul  u  der  einzelnen  Punkte  P  eines  Kegelschnitts  vom 
rennpunkte  0  und  von  der  Directrix  TT  .  —  Sind  zwei 
-eimpunkte  vorhanden  (Ellipse  und  Hyperbel),  so  giebt  es  noch 
ne    zweite  Directrix. 

Die  Formel  für  cot  cd  zeigt,  dass  Z.  OUT  =co  ist. 

V. 

Die  (Jacob  Bernoullische)  Lemniscate 

v  =  aycos29), 
3ren    Gestalt  in  der  folgenden  Figur  angedeutet  ist,  ergiebt 


zunächst: 


cot  (o  =  -  T =  —  tng  2  g>, 


dg) 


Jt 


woraus  für  den  von  g)  =  0  bis  9P  =  7-  reichenden  Theil  der  Curve 
AO  folgt: 
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Wir  brauchen  nur  diesen  näher  in  Betracht  zu  ziehen,  weil  die 
ganze  Figur  gegen  die  Grade  X  0  A  und  gegen  die  auf  ihr  in 
0  senkrechte  Grade  symmetrisch  ist. 

Für  die  Subtaugente  und  Subnormale  ergiebt  sich: 

a*sin  2  g) 
t=  — vcotzo),     n= ^• 

V 

Die  Tangente  bildet  also  mit  der  Subtangente  einen 
Winkel  PTO  =  29d,  welcher  doppelt  so  gross  ist  als  der 
Richtungswinkel  des  Vectors,  im  Scheitelpunkte  A  steht 
die  Tangente  auf  dem  Vector  senkrecht,  und  im  Doppel- 
punkte 0  giebt  es  zwei  rechtwinklig  auf  einander  stehende 
Tangenten.  Halbirt  man  den  Winkel,  welchen  eine  von 
ihnen  mit  der  Axe  bildet,  so  erhält  man  einen  Curven- 
punkt,  für  welchen  Vector,  Subtangente  und  Subnormale 
gleich  lang  sind.  Auf  dem  dritten  Theil  der  Winkel- 
annäherung an  die  Axe  berührt  die  Tangente  beide  Schlei- 
fen zugleich. 


§  124. 
Rectification  der  Curven. 

Schreibt  man  in  eine  Curve  zwischen  zwei  Punkten  A  und  B 
derselben  eine  Folge  von  Sehnen  ein  und  dreht,  indem  jede  Sehne 
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mit  dem  dai*au&itzenden  Curventheil  starr  verbunden  bleibt,  die 
einzelnen  Sehnen  um  ihre  gemeinsamen  Punkte  so  weit  herum, 
bis  sie  Verlängerungen  von  einander  werden,  so  bedecken  sie  iiis- 


gesammt  eine  bestimmte  Strecke  A'B'  auf  einer  Graden,  deren 
Länge  =2 As  ist,  wenn  man  die  einzelnen  Sehnen  durch  Js 
bezeichnet. 

Ist  imn  die  Gurve  so  beschaffen,  dass  die  Länge  von  A'B' 
sich  einem  bestimmten  Grenzwerthe  nähert,  wenn  mau  die  einzel- 
nen Sehnen  Js  irgendwie  unendlich  verkleinert  (und  dadurch  ihre 
Anzahl  unendlich  vermehrt),  so  ist  die  Strecke  lim -A'B'  die  völlig 
bestimmte  Grenzgestalt  der  aus  Curventheilen  zusammengesetzten 
Linie  A'B',  und  lim^-Tzls  die  Länge,  in  welche  sich  der.  Curven- 
bogen  AB  „ausstrecken^*  oder  „rectificiren"  lässt. 

Nach  dem  Begriff  des  Integrals  ist  lim-2^-ds=/ds.  Mithin 
erhält  man,  indem  die  Abscissen  der  Punkte  A  und  B  durch  a 
und  b  bezeichnet  werden,  für  den  Curvenbogen  AB  den  Ausdruck: 


J    rt  X 


dx 

ds 
welcher  ausserdem  noch  voraussetzt,  dass  das  Symbol  -^j —  einen 

dx 

Sinn  habe. 

Um  AB  vermittelst  der  Gleichung  /*(x,y)  =  0  der  Curve  zu 

ds 
berechnen,  bleibt  nur  noch  die  Berechnung  von    ,  -    aus  derselben 

dx 

übrig. 

Zu  dem  Zwecke  greifen  wir  aus  der  Folge  der  Sehnen  As 
irgend  eine  heraus  und  bezeichnen  die  Coordinaten  ihres  einen 
Endpunktes  P  durch  x  und  y,  diejenigen  des  andern  daher  durch 
(x-f- Jx)  und  (y  +  ^y)-  Analytisch  wird  As  als  Sehne  der  Curve 
dadurch  charakterisirt^  dass  die  beiden  Gleichungen 

/•(x,y)  =  0,     f(x  +  Ax,y  +  Aj)  =  0 

erfüllt  sein  müssen. .  Dieselben  reichen  aus,  um  y  und  J  y  zu  be- 
rechnen, wenn  man  den  beiden  Argumenten  x  und  Ax  beliebige 

Worpitzky,  Differential  a.  InUgralroobnnng.  40 
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Werthe  ertheilt  hat.  Dann  kann  man  aber  auch  Js  berechneo, 
und  zwar  vermittelst  des  erweiterten  Pythagoreischen  Satzes  aus 
demjenigen  Dreieck,  in  welchem  die  beiden  andern  Seiten  Az  und 
A  j  das  Supplement  des  Coordinaten winkeis  //  oder  den  Winkel  // 
selbst  einschliessen,  je  nachdem  Ax  und  Aj  gleiche  oder  ungleiclie 
Vorzeichen  haben.     Man  findet  in  beiden  Fällen: 

(As)^={Ax)\2AxAjcosfi  +  (Ay)\ 
Nähert  mau  Ax  dem  Grenzwerthe  Null,  so  folgt  hieraus: 

»  -  .2 


ds 
dx 


■+^lJ-''+(S)^ 


und  es  geht  aus  dem,   was   oben  über  die  Berechnung  von  Jy 

d  y 
gesagt  ist,  hervor,  dass  -~  aus  der  Gleichung  der  Curve  /*(x,y) 

=  0  bestimmt  werden  muss. 

Im  Verlauf  der  obigen  Deduction  hat  s  die  Bedeutung  der 
absoluten  Länge  des  Bogens  AB  angenommen;  denn  wir  fanden 

A  B  =  lim  '2!  As  =/ds  =  s. 

Anstatt  diese  Bedeutung  stricte  beizubehalten,  ist -es  praktischer, 
einen  Theil  der  Curve  selbst  als  eine  (gekrümmte)  Ab- 
scissenaxe  anzusehn,  welche  —  von  einer  besonders  zu  verab- 
redenden Seite  herkommend  und  in  einem  ebenfalls  besonders  zu 
verabredenden  Punkte  endigend  —  um  eine  positive  oder  nega- 
tive Länge  s  vergrössert  werden  muss,  damit  ein  auf  der  Curve 
gesuchter  Punkt  gefunden  werde.  Unter  dieser  Voraussetzung  soW 
s  die  Bogenabsclsse  des  gesuchten  Punktes  heissen. 

Die  Formel,   welche  wir   für  f-^ — j    erhalten  haben,   bleibt 

dabei  offenbar  in  Kraft.  Sie  lässt  sich  nun  auch  so  auffassen, 
dass  sie  das  Grenzverhältnis  der  durch  einander  bedingten  posi- 
tiven oder  negativen  Vergrösserungen  der  Bogenabscisso  s  und  der 

ds 

gradlinigen  Abscisse  x  eines  Punktes  P  angiebt;  wobei  -j—  selbst- 
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yerständlich  einen  positiven  oder  negativen  Werth  erlangt,  je  nach- 
dem s  und  X  gleichzeitig  wachsen  und  abnehmen  oder  sich  in 
entgegengesetztem  Sinne  ändern. 

Wählen  wir  in  unserer  Figur  den  Curventheil  A  A  zur  Bo- 
genabscisseuaxe  mit  dem  Nullpunkt  A,  so  erhält  nicht  nur  s,  son- 

ds 
dem  auch  -:; — >  für  alle  Punkte  P  des  Bogens  AB  einen  posi- 
dx 

tiven  Werth  —  das  Letztere,  weil  s  uud  x  hier  überall  gleich- 

zeitig  wachsen  oder  abnehmen.     An  solchen  Stellen  dagegen,  wo 

x  bei   der   stetigen  Änderung  von  s  ein  Maximum  oder  Minimum 

ds 
wird  —  wie  in  M,  ändert  -^ —  sein  Vorzeichen,  desgleichen  häufig 

ds 
an  andern  Stellen,  wo  -, —  unendUch  wird,  abgesehen  von  solchen, 

ds 
an  denen   -7 —  springt.     (Vergl.  Beispiel  IL) 

Achtet  man  nicht  darauf,  so  erhält  man  beim  Durchgang 
durch  solche  Stellen  leicht  falsche  Residtate,  weil  die  Formel 

diesen  Vorzeichenwechsel  nicht  selbst  anzeigt. 

Macht  man  anstatt  x  irgend  eine  Grösse  t,  von  welcher  x 
und  y  abhängen,  zur  unabhängigen  Variabein,  so  folgt  nach  be- 
kannten Regeln  der  Differentialrechnung: 


dt 
oder: 


1 //dx\*  ,  _  dx     dy  ,  /dy\' 

8==rx   +2xycos/M  +  y  • 


Wenden  wir  uns  noch  einmal  an  das  Dreieck,  dessen  Seiten 
Asy  Ax  und  Jy  sind,  indem  wir  den  Umstand  ins  Auge  fassen, 
dass  der  Aj  gegenüberliegende  Winkel  sich  bei  unendlicher  Ab- 
nahme von  Ax  dem  Grenzwerthe  r  nähert,  so  überzeugen  wir  uns 

sofort  von  der  Gültigkeit  der  Relation: 

40* 
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t  r  r 

8    ^  X  V 


Sin  II        sin  (/<  —  r)         sin  t 

welche  häufig  Anwendung  findet 

Den  obigen  Deductionen  liegt  die  Voraussetzung  zu  Gruiidi. 
dass  die  Curve  sich  strecken,  d.  i.:  sich  durch  eine  Strecke  me^^^'a 
lasse,  Länge  habe. 

Man  ist  aber  meistens  in  der  Lage,  dies  erst  erfahren  rj 
wollen,  anstatt  es  voraussetzen  zu  können.  Wir  suchen  desbl! 
nach  einem  aus  der  Beschaffenheit  der  Curvengleichung  /"(XjT)  — ' 
leichter  sichtbaren  Kriterium,  als  dass  das  Urtheil  über  die  Exist»iii 
des  Grenzwerthes  lim'-S'zls=^s  von  dem  Erfolge  der  meLsMj- 
umständlichen  Berechnung  abhängig  bleibe. 

In  §  120  haben  wir  gesehn,  dass  die  Existenz  einer  Tangent* 

im  Curvenpunkt  (x,y)  gleichbedeutend  ist  mit  der  Existenz  ein^^ 

bestimmten  endlichen  Werthes  für  mindestens  eine  von  den  Der:- 

d  V  d  X 

virten    ,--  und     , — ;  daher  ist  sie  auch  gleichbedeutend  mit  de. 
dx  dy 

Existenz  eines  bestimmten  endlichen  Werthes  für  mindestens  eiu 

von  den  Derivirten 

ds  sin /El  ds         sin/t/ 


—  j 


d  X        sin  (//  —  r)         d  y         sin  r 
Soll  aber 


lim«  SAh^^  /   ,  -  dx 

dx 


/: 


d  s 
gesetzt  werden  können,  so  muss        -  in  dem  Integrationsintervali 

wenigstens  generell  einen  endlich  bestimmten  Werth  haben,  uiüi 

es    existirt    jedenfalls    dann    ein    völlig    bestimmter   Grenzwerti 

lim--S/ls  =  s,   wenn  das  fragliche  Integral  einen  solchen  Wert! 

ds 
besitzt.    Substituirt  man  in  ihm  für    ;   -  den  zuletzt  citirten  AiJ>- 

dx 

druck,   so  gelangt  man  zu  dem  Urtheil,   dass  s  gleichzeitig  mit 

dem  Integi-al  /  -.—, — —  -r-  d  x  einen  bestimmten  Werth  hübe  — 

J  sm  {fi  —  t) 

mithin  auch  gleichzeitig  mit  dem  Integral  /  —r- -  d  y. 

%.'    sin  T 
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Wo  das  Differential  des  ersten  Integrals  unendlich  wächst, 
nähert  sich  im  Differential  des  gleich werthigen  zweiten  Integrals 

.   -    dem  Grenzwerthe  +1,  weil  t  =  u  A-kx  wird;  ebenso  um- 
smr  ■"  ^ 

gekehrt,  wo  sinT  =  0  wird.  Die  Stellen  also,  an  denen  die  Tan- 
gente einer  Coordinatenaxe  parallel  wird,  sind  an  sich  kein  Hin- 
dernis für  die  Existenz  des  Grenzwerthes  lim--S/ds,  da  stets  das 
eine  von  den  gleichwerthigen  Integralen  ein  bestimmtes  endliches 
Differential  hat,  wo  dasjenige  des  andern  unendlich  wird. 

Es  ist  aber  sehr  wohl  möglich,  dass  der  Richtungswinkel  r 
der  Taugente  innerhalb  eines  Theils  des  Integrationsintervalls  eine 
unzählbare  Anzahl  mal  von  einem  Werthe  zu  einem  andern  springt 
und  dadurch  solche  Veränderungen  des  Differentials  hervorbringt, 
dass  das  Integral  bedeutungslos  wird  (§  19).  —  Bei  Curven,  deren 
Gleichung  in  endlicher  Form  aus  Elementarfunctionen  zusammen- 
gesetzt ist,  kommt  dies  nicht  vor. 

Wir  resumiren: 


Lehrsatz  L 

Rectificirbar,  d.  h.  messbar  durch  eine  Strecke,  sind 
alle  Curvenbogen,  welche  in  ihren  einzelnen  Punkten 
Tangenten  haben,  deren  Richtungswinkel  r  sich  generell 
stetig  ändern,  wenn  man  die  Abscisse  x  oder  die  Ordi- 
nate y  des  Berührungspunktes  stetig  ändert. 

Zwischen  r,  x,  y  und  der  Bogenabscisse  s  existiren 
die  folgenden  Relationen,  in  denen  der  Abkürzung  wegen 
für  eine  beliebige  unabhängige  Variable  t 

dx ,        d^ ,       ds  _^  , 

geschrieben  ist  und  (i  den  Coordinatenwinkel  bedeutet: 
(1)  8  =x  +2xy  C08//+y  , 


(2) 


S  X 


,8in  (i        sin  (fi  —  r)         sin  t  ' 
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(3)  s  =ji  t  V x'"-|-  2 x' y' cos ^  -|-  y'*, 


\ 


(4)  s  =  sin  u  '  I    . 

*/   si 


dx 


J     Hl 


sm  {fi  —  r) 

^0 


y 


8111  r 
yo 


In  den  Formeln  (2)  und  (4)  bedeutet  r  den  Rich- 
tungswinkel desjenigen  Theils  der  Tangente,  welcher 
sich  an  die  Verlängerung  von  8  anschmiegt. 

Ist  das  Goordinatensystem  ein  rechtwinkliges,  so  hat  man 
sin^  =  l,  cos^  =  0,  8in(^  —  t)  =  cost,  und  es  ergeben  sich  zur 
Übertragung  auf  die  Polarcoordinaten  v  und  g?  die  Relationen 

X  =  V  cos  ^,     y  =  V  sin  9?; 
x'=  v'cos  q>  —  V  sin  9)  •  gp',     y'=  v'sin  9)  +  v  cos  g)  •  9)', 

s   =x   +  y   =     V   4-v  -g)  , 


'         V  '8    I        2        /2 

s=  r  V   +  V  -9)  . 

Dieselbe  Formel  erhält  man  auch  direct  aus  der  zu  Anfang  von 
§123  verzeichneten  Figur,  in  welcher  die  Sehne  PP  =  Js  ist. 
Denn  aus  derselben  folgt: 

O  B 

(J  s)  =  v*+  (v  +  ^v)  —  2v(v  +  Jv)cosJ9> 

2 
=  (Jv)+v(v  +  Jy)(28in-2-). 

.     2 

/  4      ^      /  A     ^  /  2  sin  -^f~ 

in  welchem  Ausdruck  nur  noch  die  Grenzwerthe  zu  nehmen  sind. 
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Aus  derselben  Figur  ergiebt  sich  ferner: 

Js     V  Js  V  sinJq) 

sin  J  gp       sin  Ö  P^  P       jg)        sin  0  P  P       Ag) 

Nähert  sich  aber  Ag)  dem  Grenzwerthe  Null,  so  ist  lim — -.       ==1, 

dg) 

lim-OP  P  =  co;  mithin: 

ds  V  ,         V         , 

=    — ; )  S   =    -- flP    . 

d  ^        sin  07  sm  cd 

Diese  Resultate  fassen  wir  zusammen  in  dem 


Lehrsatz  IL 

Ist  die  Curve  durch  eine  Gleichung  zwischen  den 
Polarcoordinaten  v  und  g>  gegeben,  so  existiron  zwischen 
ihnen,  dem  Richtungswinkel  co  der  Tangente  und  der 
Bogenabscisse  s  die  Gleichungen: 

(o)  S    =  V    +  V  .  9P    , 

(f))  s'  =-.—  .9)'; 

^  sm  CO 


(7)  s  =/dt.V7*+v'.9)'*, 

(8)  8  =  /  -~-ig>^ 


Vo 


s',  v'  und  go'  bedeuten  hierbei  die  Derivirten  von  s,  v  und  g) 
nach  einer  beliebigen  unabhängigen  Variabein  t,  welche 
für  8  =  0  und  flp  =  g)    den  Werth  t    annimmt. 
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Beispiele. 

L 

Für  die  Parabel 

y*=2px  folgt,  wenn  wir  sie  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system  beziehn, 

Mithin   erhält   man   für   den  vom  Scheitel   aus   gemessenen 
Parabelbogen  zunächst  die  Formel: 


-f'V^+L- 


S 

0 


Integrirt  man  partiell  so,  dass  die  Wurzel  anfänglich  als  constant 
angesehn  wird,  und  wendet  schliesslich  das  Integrationsresullat 
§  95,  (12)  an,  so  resultirt: 

/a.|/,+;^=,K'+z+'p.rr/f^^V 


2p        ^4^      Vj^*+P*-y 

Der  vom  Brennpunkt  aus  zum  Endpunkte  des  rectificirten  Bogens 
fuhrende  Vector  v  ist  nach  §  121,  II  =x  +  -yp,  weshalb  s  auch 
m  der  Farm 


-^■^-^^h-'^i. 
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dargestellt  werden  kann.  Und  führt  man  den  zwischen  der  Ab- 
scissenaxe  und  dem  Endpunkte  von  s  liegenden  Theil  3t  der  Nor- 
male ein)  so  erhält  man: 

5Ry    .   1      ,^  +  j 

weil  9l  =  Vy*4-p*  ist. 

Die   eleganteste  Form  nimmt  s  für  die  focalen  Polarcoordi- 

naten  an.     Anstatt  in  den  obigen  Gleichungen  x  =  ^  p  —  vcosgp, 

y  =  v8in9P  zu  setzen,  kann  man  direct  von  der  Polargleichung 

v  = 


1  +  cos^  9,* 

2  cos  ^ 


ausgehn,  den  Richtungswinkel  a>  der  Taugente  aus  der  Relation 

dZv  ,       9>        9>  ^ 

""*°'=T9,  =-'^«2'   ä^^'-a 


bestimmen  und  dann 

p^__  ^p 

.^       w  2  sin  CO 

2  cos  ~ 

in  (8)  substituiren.     Dies  giebt: 

p 


,     dg>  =  2da> 


-  ■ 


2  d<ö 
^     sm  CO 


oder  vermittelst  der  Reductionsformeln  des  §  101: 

1  C^S  CO      .     1  .  ^         CO 

^        sm  CO         ^  -^ 

1  S"^  o"         1  I 

=  +  2  P 2+ 2^P-^*"g —4 — 

cosf 
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n. 

Für  die  gemeiue  Cycloide 

X  =  r  (6  —  sin  6),        y  =  r  (1  —  cos  6) 

ist  in  §  122,  V  bereits  für  den  Wälzungswinkel  6  als  unabhäDgige 
Variable 

x  =  2  r  sin^  >  y  =  2r  sm^cos^ 

angegeben.     Aus  (1)  folgt  daher,  weil  /£  =  ^  ist: 

s  =x  +y  =4rsin-s  Um-^  +co8-^  l  =  4r  sm-g  • 

Soll  die  Bogenabscisse  s  für  6  ^  0  verschwinden  und  zugleich 
mit  6  wachsen,  so  muss  daher 

,       ds        o     •    ö 
s  =  ^=2rsm^ 

genommen  werden,  so  lange  sin  ^  positiv  ist,  d.  h.  so  lange  6  deu 

Werth  2jr  nicht  überschreitet,   s  also  nicht  weiter,   als  bis  zur 
nächsten  Spitze  der  Cycloide  reicht    Dann  ergiebt  die  Integration: 

0  > 

8  =  2r  •.rsin^d6  =  4rf  1  — coS:^j  =  8rsin2  • 

0 

Für  den  Gycloidenbogen  von  einer  Spitze  bis  zur  näch- 
sten erhält  man  daher  den  Werth:  8r. 

Für   einen   längeren  Gycloidenbogen  wird  die  letzte 

Formel  falsch,  weil  sin^  einen  negativen  WSrth  erlangt,  was 

die  Abnahme  von  s  bei  wachsendem  0  anzeigt:   man  müsste  für 

6  — 

6>2:»:  setzen  s'=  — 2rsin^-   —    Unsere  nur  für  0<6<2j 

geltende  Formel  würde  z.  B.  für  6  =  4jr  den  unsinnigen  Werth 
s  =  0  ergeben. 
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III. 

Für  die  Archimedische  Spirale 

erhält  man  aus  (7)  oder  (8)  für  den  Bogen  OP  in  §  123,  I: 


s 


Bezeichnet  man  das  Stück  PN  der  Normale  durch  %  so  ist  dem- 
nach: 

4as  =  >R-v  +  ii-Z~---    • 


IV. 

Für  die  hyperbolische  Spirale 

a 
v  =  — 


ersieht  sich: 


s 


Die  Länge  der  Curve  von  irgend  einem  Punkte  P  aus 
wächst  also  nicht  bloss  nach  der  Seite  hin  unendlich,  auf  wel- 
cher sie  sich  von  0  entfernt  (Figur  zu  §  123,  II),  sondern  auch 
nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin,  auf  welcher  sie  sich 
dem  Punkte  0  asymptotisch  nähert. 


V. 

Für  die  logarithmische  Spirale 

v  =  ae  ^ 

folgt,  wenn  man  den  Nullpunkt  der  Bogenabscisse  s  in  dem  Punkte  A 
(§  123,  III)  annimmt: 
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jp 


s  =  aVl  +  «*.  ^e"'Pd9»  =  a.|/l+\-!o"^-l 


^:.(.<' 


I 


Mithin  nähert  sich  die  Länge  des  den  Punkt  0  asympto- 
tisch  umwindenden   Curventheils,   von  A   aus   gemessen, 


einer  Strecke  von  der  Länge 


a-l/l  +  ^,al 


—z  als  Grenzwerth. 


Anmerkang. 

Die  Längen  von  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen  lassen  sich  nicht 
in  geschlossener  Form  durch  Elementarfunctionen  ausdrücken, 
jedoch  auf  mannichfache  Weise  durch  schnell  convergirende  Reihen. 
Sie  sind  „elliptische  Integrale". 


§  125. 
Quadratur  der  krummlinig  begrenzten  Felder. 

Es  ist  bereits  in  §  18  gezeigt  worden,  dass  bei  einem  recht- 

h 

winkligen  Coordinatensystem  das  ebene  Feld  ABB  A   =Jjdx 


ist,  falls  man  unter  a  und  b  die  Abscissen  der  Punkte  A  und  B 
versteht. 
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Setzen  wir  jetzt  ein  schiefwinkliges  System  mit  dem  Coor- 
dinatenwinkel  ft  voraus,  zerschneiden  das  Feld  ABB  A^=2f  in 
Streifen,  welche  der  Ordinatenaxe  parallel  sind,  und  berechnen 
anstatt  derselben  die  Parallelogramme  mit  den  Seiten  y  und  Jx, 
so  ist  deren  Summe 

=  -S(y  •  J  X  •  sin  //)  =  sin  (i  •  2y  A  x. 

Daraus  folgt: 

/    ) 
5=sin^.y  ydx, 

vorausgesetzt,  dass  dieses  Integral  einen  bestimmten  Werth  hat. 

Die  Besonderheiten,  welche  hierbei  auftreten  können,  sind 
bereits  in  §  18  besprochen  worden.     Man  erhält  den 

Lehrsatz  I. 

Bedeutet  \i  den  Winkel  desjenigen  Coordinaten- 
systems,  auf  welches  die  Curve  y  =  f(x)  bezogen  ist,  so 
wird  der  zur  Ordinatenaxe  parallele  Streifen  der  Ebene 
zwischen  der  Curve  und  der  Abscissenaxe  durch  den  Aus- 
druck 

Z  X 

(1)  5  =  sin  ^  •  fy  d  X  =  sin  fi  -Jfix)  d  x 

a  a 

von  x  =  a  aus  gemessen.  Die  Elemente  dieses  Integrals 
bewahren  das  positive  oder  das  negative  Vorzeichen,  so 
lange  es  das  Product  ydx  thut.^)     Seine  Derivirte  ist: 

(2)  ^^=ysm^. 

Eines  völlig  bestimmten  Werthes  von  J  darf  man  sich 
versichert  halten,  so  weit  die  Curve  im  Endlichen  ver- 
läuft und  in  keinem  Streifen  von  messbarer  Breite  in 
lauter  einzelne  Punkte  aufgelöst  ist  oder  unzählbar  viele 
Maxima  und  Minima  besitzt. 

M  £s  heben  sich  also  in  ^  diejenigen  Theile  auf,  welche  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Abscissenaxe  liegen. 
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Hat  man  Polarcoordinaten  zu  Grunde  gelegt,  so  ist  es  durch 
deren  Natur  angezeigt,  dasjenige  Feld  ^  zu  messen,  welches  Tom 

Vector  V  bei  der 
stetigen  Verände- 
rung des  Rich- 
tungswinkels q 
bestrichen  wird;*i 
und  zwar  wollen 
wir  ^  als  positive 

oder  negative 
Grösse  behandeln 
je  nachdem  ^  da- 
bei wächst  oder 
abnimmt. 
Lässt  man  nun  9)  um  J  9)  =  Z.  P  0  P  wachsen,  so  ist  der 
Zuwachs  J5  =  Fläche  POP    ersichtlicher  Weise  ein  Mittelwerth 

zwischen   den   Kreisausschnitten   P  0  R  =  -^y  v*  J  q)   und    P^  0  R^ 

=r  ^(v  + Jv)  Ag),  falls  der  Vector  zwischen  den  Lagen  OP  mid 
OP    kein  von  ihnen  verschiedenes  Maximum  oder  Minimum  hat. 

Die  Werthe  ^  v^  und  ^-(v-j-^v)*,   zwischen   denen  -r^  liegt 

ergeben   aber  bei   stetig   variirenden  v  einerlei  Grenzwerth      V 

für  unendlich  abnehmende  J^, 
Hieraus  folgt  der 


Lehrsatz  IL 

Bezeichnet  man  bei  der  Anwendung  von  Polarcoor- 
dinaten das  vom  Vector  v  rechtläufig  bestrichene  Flächen- 
stück durch  5,  so  ist 


(3) 


dj.       1    , 
d<p       2 


')  Oben  wurde  das  von  der  laufenden  Ordinate  bestrichene  Feld  Ik- 
rechnet. 
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überall,  wo  y  sich  zugleich  mit  dem  Richtungswinkel  g> 
stetig  ändert  und  bei  einer  hinreichend  kleinen  Verän- 
derung von  g>  nur  eine  zählbare  Anzahl  mal  im  Wachsen 
und  Abnehme^i  wechselt. 

Sind  diese  Bedingungen  von  90^  bis  9p  erfüllt,  und 
wird  ^  von  dem  zu  90  gehörenden  Vector  aus  gemessen, 
so  ist 

(4)  ^=lfy'd<p. 

Anmerkung. 

Die  obigen  Formeln  setzen  nicht  nothwendig  die.  Existenz 
einer  Tangente  an  die  Gurve  Yoraus,  sie  gelten  aber  sicher  für 
alle  Gurvenbogen,  welche  überall  eine  Tangente  haben,  da  es  nach 
§  120  keine  Tangente  giebt,  wo  unsere  Formeln  (2)  und  (3)  ihre 
Gültigkeit  verlieren. 

Beispiele. 
L 

Bei  der  Parabel  y*=2px 

erhält  man  für  das  von  der  laufenden  Ordinate  bestrichene  Flächen- 
stück OPQ  nach  (1): 

z 

g  =  8in^  •  /  y2pxdx  =  sin//-ir^V?px*=  .j-xysin^. 


Mithin  zerschneidet  der 
Parabelbogen  OP  das  Feld 
des  Parallelogramms  OQPR 
im  Verhältnis  2:1.  —  Zwi- 
schen der  Sehne  OP  und 
dem  Bogen  OP  liegt  der 
dritte  Theil  des  Dreiecks- 
feldes OQP. 

Für  das  von  dem  Breun- 
punktsvector  aus  der  Scheitel- 
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läge  FS  bestrichene  Feld  ergiebt  die  Relation  (4)  den  Werth: 


V 


V 


1    /'  2 ,  1     2   /'   d  gp  \     2  (       q>       \         (f.   . 

^  /  V  ,ly=  g  p  .  /  -  -  -i  =  -4  P  -(tngg  +  3  tng  ^  )■ 


0     ^^^2 


IL 

Aus  der  Brennpunktsgleichung  der  Ellipse  und  der 

Hyperbel  v  =^ 


1  +  ^  cos  g) 
folgt  für  das  vom  Vector  aus  der  Scbeitellage  bestrichene  Feld 

1     .  / 


^•■/ 


d^ 


(1  +  f  cosgp) 


2 


2(1-0 


+  ,/  --  --arctng   ^  ^ 


l  +  fcos9P      y2_^2 


:-: '»« J 


P 

2 


2 


2(£'-l) 


fsing)  2        ^a+cos9)--{-sing)Vf"— 1 

1  -|-  f  cos  9P      y^s^  ^  1  -|1  f  cos y 


—  Vergl.  für  die  Integration  §  100,  (4). 

Der  erste  Ausdruck  giebt  §*  ^r  <Jic  Ellipse-  in  reeller  Form. 
weil  bei  ihr  6<1  ist,  der  zweite  dagegen  für  die  Hyperbel,  ^ 
deren  ^  >  1  ist 

Macht  man  bei  der  Ellipse  (2o=r;r,  so  erhält  man  für  dai 
halbe  Ellipsenfeld 


) 


-0  + 


X 


Vi 


2(vr-?) 

das  Letztere,  weil  Vi — £*=     >   p  =  —  ist        < 

a  a 

Daher  ist  das  ganze  Ellipsenfeld  =r^ab. 


^'P  1  L 


*)  Der  Factor  vor  der  Klammer  ist  —  -^^  b   sowohl  bei  der  Ellipse  «^V 
bei  der  Hyperbel. 
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UL 

Aus  der  Mittelpunktsgleichung  der  Ellipse 

a         b 

wollen  wir  das  Flächenstück  APQ  berechnen.    Nach  (1)  hat  es 
den  Werth 


Schlagen  wir  mit  dem 
Radius  0  A=a  um  0 
einen  Kreis  und  be- 
zeichnen den  Punkt» 
in  welchem  dieser  von 
QP  geschnitten  wii'd, 
mit  P  ,  so  ist  — 
ebenfalls  nach  (1)  — 
das  Flächenstück 


a 

AP^Q=  /*clxVa*— 


8 


Daher  gilt  für  die  entsprechenden  Stücke  des  Ellipsen- 
und  des  Kreisfeldes  die  Proportion: 

AQP:  AQPj=b:a. 

Zum  Zweck  der  numerischen  Auswerthung  bezeichnen  wir  Z.  AOP 
=  6.    Dadurch  wird 


X 


=  acos6,     ra* — x*=asin6,    dx  =  — asinOdO; 


9 
rdxVa'— x*=a*y'sin6Me  =  |-a*.(e  — sine-cosO); 


X 

mithin: 


1 


5  =  -^ ab. (0  — sine -cos 6). 

Worpitskjt  Differential-  11 .  Integralrechnung. 


41 
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IV. 


Aus  der  Asymptotengleichung  der  Hyperbel 

s 
/'e^ 


-{¥) 


(vergl.  §  122,  IV),  in  welcher  e  die  Excentricität  bedeutet,  folgt. 


e 


wenn  in  der  Figur  0  W  =  ^  die  Abscisse  des  Scheitels  S  ist,  und 

Z.  XO  Y  =  ^  gesetzt  wird,  nach  (1)  für  das  Flächenstfick  SWQP 
der  Ausdruck: 


Z  X 

S WQP  =  sinjM  •  /  ydx  =  — e*sin^  / 


dx 


e 


e 

T 


1       9  •  /i 

=  -r-  e  sin  II  •  Z 
4 


2x 


Nimmt  man  daher  bei  einer  rechtwinkligen  Hyperbel 

die  halbe  Excentricität   OW   zur  Längeneinheit,   so  ist 

bei  ihr 

SWQP  =  ix. 

—    Hieraus  hat  man   Veranlassung   genommen,    die   natiirlicben 
Logarithmen  auch  „hyperbolische*^  zu  nennen. 
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V. 

Bei  der  gemeinen  Gycloide 
x^r(6  — sinö),      y  =  r(l  —  cos  6) 

ergiebt  sich  für  das  von  der  laufenden  Ordinate  bestrichene  Flächen- 
stück OQP  (vgl.  die  Figur  zu  §  122,  V)  nach  (1): 

0  '    fi 

5  =  r'-  Al  — co8e)*de  =  r*-^(|-— 2co8e+^cos2ejde 

Ö  0 

=:r*-(|-e  — 2sinO  +  ^sin2ey 

Das  Feld  zwischen  der  Basis  und  dem  Gycloidenbogen 
von  einer  Spitze  bis  zur  nächsten  beträgt  also  3;rr  ,  d.  i. 
das  Dreifache  des  vom  Wälzungskreise  begrenzten  Feldes. 


§  126. 
Concavität  und  Convexität  der  Curven.    Wendepunkte. 

Unter  einer  krummen  Linie  versteht  man  bekanntlich  eine 
solche,  welche  keine  graden  Theile  enthält. 

Die  Tangente  der  graden  Linie  —  d.  i.  die  grade  Linie  selbst 
—  bewahrt  längs  ihres  ganzen  Verlaufs  ihren  Richtungswinkel  r; 
mithin  muss  eine  krumme  Linie  bei  ihrer  Verlängerung  denselben 
fortwährend  ändern.  Und  da  durch  jeden  Punkt  nach  §  12  nur 
eine  einzige  Linie  gelegt  werden  kann,  deren  r  von  dem  grade 
vorhandenen  Werthe  aus  einem  eindeutig  bestimmten  Änderungs- 
gesetze folgt,  so  können  krummen  Linien,  welche  verschiedenen 
Änderungsgesetzen  von  r  folgen  und  in  einem  Punkte  einerlei  Tan- 
gente haben,  sich  in  dessen  Nachbarschaft  nicht  decken. 

Wir  werden  trotzdem  in  einem  der  nächsten  §§  den  Begriff 
„gleich  krumm"  für  verschiedene  krumme  Linien  aufstellen. 

Jetzt  kommt  es  uns  zunächst  darauf  an,  handliche  Kriterien 

dafür  aufzufinden,  nach  welcher  Seite  hin  die  Curve  gekrümmt  ist. 

41* 
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Wir  schliessen  von  vorne  herein  diejenigen  Curven 
von  unserer  Betrachtung  aus,  bei  welchen  der  Richtungs- 
winkel der  Tangente  sich  nicht  nach  den  Goordinaten 
differentiiren  lässt.     Wegen  der  Formeln 

cotT  =  cot^  +  -J— .4^, §  120,  (1). 

sin^     dy  ^  ^ 

cot(»  =  4^ §  123,  (1). 

heisst  dies  m.  a.  W.:  Wir  schliessen  diejenigen  Curven  aus, 
bei  welchen  generell  keine  Derivirte  zweiter  Ordnung 
der  einen  Coordinate  nach  der  andern  vorhanden  ist. 

Indem  wir  dies  in  Zukunft  als  selbstverständlich  voraussetzen, 
stellen  wir  natürlich  nicht  die  leicht  zu  widerlegende  Behauptung 
auf,  alle  möglichen  Curven  zu  umfassen.  Für  die  elementaren 
Zwecke  genügt  diese  Einschränkung. 

Zunächst  entwickeln  wir  einige  Formeln,  welche  bei  der 
^Behandlung  der  Curven  veimittelst  recht-  oder  schiefwinkliger 
Goordinaten  mit  dem  beliebigen  Coordinatenwinkel  (i  wichtig  sind. 

Wo  fi  =  ^  ist,  wird  die  Substitution  nirgends  eine  Schvrierigkeit 

bereiten. 

Differentiirt  man  nach  einer  beliebigen  unabhängigen  Varia- 
beln  t  und  bezeichnet  der  besseren  Übersicht  wegen  die  so  ge- 
wonnenen Derivirten  durch  Accente,  so  folgt  aus  der  ersten  Foriu 
der  Gleichung  (1)  des  §  120,  nämlich  aus 

sin  r  y' 


sin  (/M  —  t)        X 
nach  und  nach: 

Z  sin  T  —  X  sin  {{i  —  t)  =  Zy' —  Zx', 

9 


V  X 


Sin  ^  ,      X  y  —  y  X 


sin  ( jM  —  t)  sin  r  x'  y' 
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Substituirt  man  hierin  aus  §  124,  (2)  die  Werthe 

r  •  f 

sin  (fi  —  r)  =  — r  siu  ^,     sin  r  :=:  -V  sin  /i, 

o  8 

SO  folgt: 

(1)  T  = -^ -.sm^. 

s 

Aus  dieser  Gleichung  erkennt  man  sofort^  dass  r  stets  das- 
selbe Vorzeichen  besitzt,  wie  die  Grösse  (x'y" —  y'x"). 

Macht  man  x  oder  y  zur  unabhängigen  Variabein,  so  ist  im 
ersten  Falle  x'=l,  x"=  0  und  im  zweiten  Falle  y'=l,  y"=  0; 
mithin: 

/ON  d^         idy.        /ds\ 

dr  d  x    .         /ds\ 

Macht  man  s  zur  unabhängigen  Variabein,  so  wird  8'=1; 
mithin: 

/A\  dr       /dx    äS        dy    dV\     . 

^  ds       Vds     ds*       ds     dsV         '^ 

Vermittelst  der  Gleichung  §  124,  (1) 

s  =x  -f2xycos//  +  y 

und  der  aus  ihr  folgenden 

/  //        f  ff  ,    /  f  ff  t     f  ff\  1     f  , 

ss=xx+(xy4-yx  )cos//  +  y  y 


/  // 


kann  man  in  den  Ausdruck  für  x  anstatt  der  einen  Goordinate 
überall  s  einführen.  Man  erhält,  wenn  man  zunächst  bloss  die 
letzte  Gleichung  benutzt: 

f  ff       f  ff  f  ff        f  ff 

(w  V  p         X  8     '  s  X  ,  8  y  ~~~~  y  s  . 

s  (x  cos  /^  +  y  )         *^       8  (x  +  y  cos  /t^) 

In  dem  ersten  von  diesen  beiden  Ausdrücken  muss  man,  um  y  ganz 
fortzuschaffen,  noch 
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f 

a 

y  =  —  X  cos  ^  +  '^  s   —  X   sm  ^ 

setzen  und  im  zweiten  den  analogen  Ausdruck  für  x',  so  dass  die 
völlig  entwickelte  Formel  lautet; 

f     ff  r      ff  t    tt  t     tt 

,  X8—  SX  .  ,  3'  8    —  SV 

r  =  -f 7 —  — T= sm /M  =  + f — =r:^-^^^  -  sin  w. 

—      /T/'ä  '2-  «  '1/'*  '2-  2 

srs— xsin/M  srs    —  y    sin  // 


Daher   compliciren   sich   die  Formeln   nur,   zumal   da  man  noch 
über  die  Vorzeichen  zu  entscheiden  hat. 

Nimmt  man  aber  im  Fall  eines  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems  s  zur  unabhängigen  Variabein,  so  geht  (5) 
in  die  zuweilen  nützliche  Form 

(6)  dr  ^       d'x    dy  ^       d^     dx 

ds  dg2*  ds        "^ds*'  ds 

über. 

In  dem  speciellen  Fall,  in  welchem  der  Coordinaten- 

winkel  iW  =  ö~  ist,  gewinnt  man  die  Differentiationsresultate 

(7)  r'=  ^y-yf  . 

X  +  y 

(8)  AL  =  +  .       d-* 


dx 

1 


^m 


(9) 


d'x 


dr  dy 


2 


dy 


<^) 


bequemer  aus  der  einfacheren  Ausgangsgleichung 


*  dy      y' 

tng  r  -"  -  -^  =- 


dx        X 


5 
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da  man  dann  in  der  Derivirten  der  linken  Seite,  nämlich  in 

(1+tngO-r, 

für  tng  r  nur  seinen  so  eben  geschriebenen  Ausdruck  zu  substi- 
tuiren  braucht,  um  die  Relationen  (7),  (8),  (9)  sofort  aufzustellen. 
Nach  diesen  analytischen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  zur 
Betrachtung  des  Zusammenhanges  der  verschiedenen  Werthe  von  x 
mit  der  Gestalt  der  Curve,  wobei  wir  nach  einander  x,  y  und  s 
als  unabhängige  Variable  ansehn  wollen. 


I.    Es  werde  x  als  unabhängige  Variable  angesehn. 

Ist  die  Tangente  der  Curve  im  Punkte  P  nicht  mit  der  Ordi- 
natenaxe  parallel,  so  besitzt 


smr 


Ay_ 

d  X        sin  (^  —  x) 

—  weil  dann  sin  {[i  —  x)  nicht  verschwindet  -  einen  bestimmten 

endlichen  Werth,  und  demnach  thut  dies  wegen  der  vorausgesetzten 

dv  d  V  dx* 

Differentiirbarkeit  von  -—-  auch  — ^'  Daher  ist  dann  nach  (2)  -^~- 

dx  dx*  dx 

ein  bestimmter  Werth 

mit    gleichem    Vor- 

dV 
zeichen,    wie   — ~  • 

dx* 
Nun    bedeutet    aber 

nach  dem  Begriff  der 

Derivirten  ein   posi- 

dr 
tiver  Werth  von  -:i — 

dx 

dieses,  dass  r  gleich- 
zeitig mit  X  wächst, 
d.i.,  dass  die  Tangente 
bei  wachsendem  x  eine 
rechtläufige  Drehung 
erfahrt,  oder  —  wie 
es  die  in  nebenste- 
hender Figur  unter  einander  verzeichneten  Hauptfälle  vor  Augen 
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fuhren  —  dass  die  Ordinaten  des  dem  Berührungspunkte  b^iach- 

harten  Curventheiles  grösser  sind  als  die  Ordinaten  der  Tangente 

dr 
für  dieselhe  Abscisse.    Hat  dagegen  -5 —  einen  negativen  Werth, 

dx 

so  nimmt  r  hei  wachsendem  x  ah,  die  Tangente  dreht  sich  rück- 
läufig und  die  Curve  hesitzt  kleinere  Ordinaten  als  die  Tangente. 

Dies  führt  zu  dem 


Lehrsatz  I. 

Derjenige  Theil  einer  Curve  /'(x,y)  =  0,  welcher  in  der 
Nähe  ihres  Berührungspunktes  mit  einer  Tangente  einen 

dV 
endlichen  Werth  von  — ^  ergiebt,  liegt  gegen  die  Tan- 

dx 
gente  auf  der  Seite  der  wachsenden  oder  abnehmenden  j, 

Q  y 

je  nachdem  — ^>0  oder  <C0  ist. 

dx* 

Diejenige  Seite  der  Curve,  welche  sie  ihrer  Tangente  in  der 
Nähe  des  Berührungspunktes  zuwendet,  heisst  ihre  convexe  Seite, 
die  entgegengesetzte  Seite  die  concave. 

Ist  die  Ordinate  des  Berührungspunktes  positiv,  wie  in  der 
Figur,  so  liegt  die  Abscissenaxe  gegen  die  Tangente  auf  der  Seite 
der  abnehmenden  Ordinaten;  umgekehrt  aber,  wenn  die  Ordinate 
negativ  ist. 

Man  kann  daher  den  obigen  Satz,  indem  man  die  Schnitt- 
punkte der  Curve  mit  der  Abscissenaxe  ausser  Acht  lässt,  auch 
so  aussprechen: 

dV 

dx^ 

Abscissenaxe  (der  Axe  der  x)  ihre  convexe  oder  concave 
Seite  zu,  je  nachdem  in  der  letzten  Ungleichung  das 
obere  oder  untere  Zeichen  gilt. 

Die  hierdurch  dargebotene  Anschauung  ist  jedoch  weniger  ein- 
fach, weil  sie,  um  völlig  klar  zu  werden,  doch  wieder  in  die  Fas- 
sung des  obigen  Lehrsatzes  zurückübersetzt  werden  muss. 


Ist  das  Product  y  ^    ^  ^0,  so  wendet  die  Curve  der 
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■ 

Zusatz«  t 

Ist  — ^  in  einem  Punkte  der  Curve  stetig  und  von 
dx* 

Null  verschieden,  so  sind  die  beiderseitig  benachbarten 
Curventheile  nach  einerlei  Seite  gekrümmt,  und  zwar 
nach  der  Seite  der  wachsenden  y  oder  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite  von  der  Tangente  abgewandt,  je  nachdem 

dV 
der  Werth  von  — ^  positiv  oder  negativ  ist. 

^^  dV 

—  Denn  unter  def  obigen  Voraussetzung  bewahrt  — ~  bei 

dx 
hinreichend  kleinen  Veränderungen  von  x  sein  Vorzeichen. 


Definition. 

Ein  Punkt,  in  welchem  die  beiden  zusammenstossen- 
den  Theile  einer  Curve  die  entgegengesetzten  Richtun- 
gen einer  einzigen  Graden  berühren,  von  dem  aus  sie 
aber  auf  verschiedenen  Seiten  der  Graden  liegen,  heisst 
ein  Wendepunkt  der  Curve. 

Lehrsatz  II. 

Wo  — ^   sein  Vorzeichen   ändert,   liegt  ein  Wende- 
dx 

punkt  der  Curve. 

Es  ist  dies  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  Lehrsatz  I, 

dx 

welcher  Seite  der  Tangente  der  Currentheil  verläuft. 

dx 
tiger  Veränderung  des  Werthes  zu  Stande  kommt,  thut  nichts  zur 

Sache. 


weil  es  nur  von  dem  Vorzeichen  der  Grösse       ^   abhängt,  auf 


U    Y 

Ob  der  Vorzeichenwechsel  von       ^   bei  stetiger  oder  unste- 


dV 
Jeder  Vorzeichenwechsel   von  — ^  bedingt  aber  nach   §  3 

dx 

dy 
ein  Maximum  oder  Minimum  von  ^r^« 

dx 
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A|ithin  kann  man  den  letzten  Satz  auch  so  aussprechen: 

Lehrsatz  III. 

Ist  j  =  f(x)  die  Gleichung  einer  Curve,  so  liegen 
überall  dort  Wendepunkte  derselben,  wo  die  Function 
/"(x)  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth  besitzt. 

Aus  der  Anwendung  des  in  §  115  entwickelten  Lehrsatzes 
auf  die  Function  /"(x)  ^^  Stelle  der  dort  abgehandelten  Function 
f{x)  erhält  man  daher  den 

Lehrsatz  IT. 

Verschwindet  /"'(x)  für  x==a,  und  besitzt  in  der  Reihe 
der  höheren  Derivirten 

f"'(x),  r(x),  f(x), . . . 

diejenige  von  niedrigster  Ordnung,  welche  dies  nicht 
thut,  eine  angrade  Ordnungszahl,  und  ausserdem  einen 
endlichen  Werth  mit  bestimmt  ausgesprochenem  Vorzei- 
chen, so  liegt  an  der  Stelle  x  =  a  ein  Wendepunkt  der 
Curve  j  =  f(x), 

IL    Es  werde  y  als  unabhängige  Variable  betrachtet. 

Da  die  Unterscheidung  von  Abscisse  und  Ordinate  auf  keiner 
wesentlichen  begriflflichen  Verschiedenheit  beruht,  so  hat  man  die 
in  I  gewonnenen  Resultate  nur  mutatis  mutandis  zu  übertragen. 
Die  Nothwendigkeit,  bei  der  Aufsuchung  der  Wendepunkte  x 

mit  y  zu  vertauschen,  liegt  nur  da  vor,  wo  die  Tangente  der  Ordi- 

dy 
natenaxe  parallel  läuft,  d.  i.  dort,  wo  -,-  -  unendlich  wird. 

dx 

III.    Es  werde  die  Bogenabscisse  s  als  unabhängige 

Variable  angesohn. 

dr 
Das  Vorzeichen  von  -;f—  lässt  sich  aus  der  Formel  (4),  nm- 

ds 


lieh  aus 


bestimmen. 


dr       /dx     dV        dy     dV  \ 
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dr 
Da  ein  positiver  oder  negativer  Werth  von  -^ —  anzeigt,  dass 

r  bei  wachsendem  s  wächst  oder  abnimmt ,  so  ergiebt  sich  sofort 
der 

Lehrsatz  Y. 

Man  gelangt  von  der  sich  an  die  wachsende  Gurve 
anschmiegenden  Richtung  der  Tangente  um  den  Berüh- 
rungspunkt herum   zur   Curve    in   rechtläufiger   oder   in 

dr 

rückläufiger  Bewegung,  je  nachdem  -7—  positiv  oder  ne- 
gativ ist.     Ändert  -^ —  beim  Durchgange   durch   den  Be- 

ds 

rührungspunkt  sein  Vorzeichen,   so  ist  der  Berührungs- 
punkt ein  Wendepunkt  der  Curve. 

Anmerkang. 

Aus  der  Gleichung  xcosip-{-jsmy)  —  p  =  0  für  die  Grade 
(§  121,  (12))  erhält  man  (wegen  des  dabei  als  rechtwinklig  vor- 
ausgesetzten Coordinatensystems)  beim  Übergange  zu  Polarcoordi- 
naten: 
x==vcoB9>,  y  =  vsin9>,  v (cos 9) cos tp  +  sin 9) sin ip)  —  p  =  0, 

y  = P 

cos  (9?  —  tp) 

Aus  der  letzten  Gleichung,  der  „Polargleichung  der  Graden", 

folgt  für  den  Richtungswinkel  co  der  Graden  gegen  den  Vector 

nach  §  123,  (1): 

.  AIy       ,      ,  .da)  . 

cot  CO  =  -Tj —  =  tng  (w  —  tp),   -, —  =  —  1. 
dg)  d<p 

Man   könnte  also  bei  Polarcoordinaten  die  Abweichung  einer 
Curve   von  ihrer  Tangente  danach  beurtheilen,   in  welcher  Weise 

sich  das  -5 —  der  Curve  von  ( — 1)  unterscheidet.    Die  Abweichung 

der  Chirve  von  einer  logarithmischen  Spirale  würde,  weil  bei 

der  letzteren  -z — z  =  0   ist,   daraus    erkannt    werden,    ob   bei   ihr 
A  dg) 

^^  >  0  oder  <  0  ist. 
dcp 

Die  eingehendere  Besprechung  dieser  und  ähnlicher  Fragen 
können  wir  uns  ersparen,  weil  die  Resultate  generell  ein  zu  ge- 
ringes Gewicht  haben. 
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BeiBplele. 
L 

Aus  der  Gleichung  y*=  2px  der  Parabel  folgt  — ^  =  -^  i 

dx  V 


Da  demnach  das  Product  y =^  =  —  ( — )  für  jeden  Werth  von  v 

^  dx*         \y/       ^ 

negativ  ist,  so  wendet  die  Parabel  der  Abscissenaxe  überall 

die  concave  Seite  zu. 

d*x        1 
Femer  ist  bei  ihr  r-  =  —  >>  0.    Dies  hat  im  WesenÜichen 

dy*       P 
dieselbe  Bedeutung,  weil  daraus  folgt,  dass  die  Parabel  sich  überall 

nach  der  Richtung  der  wachsenden  x  hin  krümmt. 


n. 

Die  Curve  y  =  xsinZx 
ergiebt:  ' 

■J  /  s 

-  r^  =  cosZx  +  sin2x=V2-cos(-. 2x1» 

dx  \4  / 

dV         cosZx  —  sinZx       T/2    .    /jr       ^   \ 

j^-- — 1. — =-r^^n4-^^J' 

— V  = «  cos  t  X. 

X  X 

-  —  2xj  =  0,  i  i- 

Überall,  wo  -: Zx=  —  kjr,  x  =  ye*-  (e*)   bei  einem  ganzen l 

ist;    denn  für  diese  Werthe  von  x  verschwindet  — ^>  aber  nie:;: 
d\  dx* 

— Y  —  vergl.  Lehrs.  IV. 
dx 

Die  Abscissen  der  Wendepunkte  bilden  demnach  eine 
geometrische  Reihe  mit  dem  Quotienten  e^;  desgleichen 
auch  die  absoluten  Werthe  der  Ordinaten,  weil 


y 

x 

erhalten  wird. 


=  sinZx  =  8infkjr  +  j-)  =  ( — ^)  'w    ^ 
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Aus  dem  letzten  Ausdruck  folgt  femery  dass  die  Wende- 
punkte abwechselnd  auf  zwei  Graden  liegen,  welche 
durch  den  Nullpunkt  des  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  symmetrisch  zur  Abscissenaxe  gezogenen  sind, 
und  deren  Richtungswinkel  a  und  a    durch  die  Ausdrücke 

tnga  =  l/ö'  tnga^= —  l^  9-'  cos2a  =  co8  2a^=7^  bestimmt 

werden. 

Für  die  Richtungswinkel  r  der  Tangenten  in  den  Wende- 
punkten ergiebt  sich  aus 

tngT=:-^-y-  =  V2.cos(j-ix)=(-l)'.V2 

zunächst,  dass  alle  Wendepunkte,  welche  auf  der  einen 
Graden  liegen,  parallele  Tangenten  haben,  dann  aber  auch, 
dass  diese  Tangenten  auf  dem  andern  Wendepunktträger 
senkrecht  stehn,  weil  unter  der  entsprechenden  Beziehung  von 
r  mit  den  a  die  Relation 

tng  a  •  tng  r  =  —  1 ,     tag  r  =  —  cot  a  =  tng  f  a  +  x  ) 
hervorgeht. 


Anmerkung. 

Die  Maximal-  und  die  Minimalpunkte  der  Curve  liegen  auf 

denselben  beiden  Graden  y  =  +  x  |/  ^  in  geometrischer  Progres- 
sion. Die  Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  Abscissenaxe  liegen 
in  geometrischer  Progression;  und  die  Tangenten  in  ihnen  sind 
mit  jenen  Graden  parallel.  Die  Halbirungslinien  der  Goordinaten- 
neben Winkel  berühren  die  Curve  in  Punkten,  welche  auf  ihnen 
ebenfalls  in  geometrischer  Progression  folgen.  Andere  elegante 
Resultate  erhält  man  bei  der  Quadratur,  u.  s.  w.  Daher  empfiehlt 
sich  die  Curve  zur  Exemplification. 
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m. 

Die  Curve  y  =  px"'*'^ 

bei  welcher  a  einen  positiven  Bruch  mit  ungradem  Nen- 
ner bezeichne,  erstreckt  sich  contiuuirlich  so  durch  die  Coor- 
dinatenebene,  dass  zu  jedem  einzelnen  Werthe  von  x  ein  einzelner 
Werth  von  y  gehört.  Die  Curve  hat  die  Abscissenaxe  im  Null- 
punkte des  Goordinatensystems  zur  Tangente,  weil 

sinr  dy        /      ,    ^v       « 

^     ^  --(a+l)px 


sin  {(i  —  t)        d  X 

für  x  =  0  verschwindet;   und  sie  kehrt  der  Abscissenaxe  überall 
ihre  convexe  Seite  zu,  weil  die  zweite  Derivirte 


=  a(a+l)px 


o  — 1 


dx 
überall  einen  positiven  Werth  von 


2 


0_ 


y.— ^  =  «(a+  l)-px 


8    2a 


dx 


ergiebt. 


dV 
Beim  Nullpunkte  der  Coordinaten  ist  — ^  für  cc  <  1   unste- 

_  ^^ 

tig  und-  für  a  >  1   stetig;   in   allen  Fällen  jedoch  wechselt  oder 

dV 
bewahrt  — ~  sein  Vorzeichen,  je  nachdem  der  Zähler  von  a  eiue 

dx 
grade  oder  ungrade  Zahl  ist. 

Mithin  ist,  wenn  a  einen  ungraden  Nenner  und  einen  graden 
Zähler  besitzt,  der  Nullpunkt  ein  Wendepunkt*  der  Curve,  in  wel- 
chem sie  von  der  einen  Seite  der  Abscissenaxe   auf  die    andere 

A 
+  1 

Übertritt  —  z.  B.:  y  =  px        .  :\^j 

Hat  aber  a  auch  einen  ungraden  Zähler  —  z.  B.  in  y  =  px^     » 

so  verbleibt  die  Curve  auf  einer  Seite  der  Abscissenaxe. 

Im  ersten  Falle   besteht   die  Curve   aus  zwei  im  Nullpunkt 

zusammenstossenden  cou^nienten  Theilen,  im  zweiten  Falle  aber 

nur  dann,  wenn  das  Coordinatensystem  rechtwinklig  ist. 
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§  127. 

Einige  Sätze  aus  der  analytischen  Geometrie  über  die 
Lagen  der  Graden  gegen  einander. 

Lehrsatz  I. 

Bedeuten  a  und  a  die  Bichtungswinkel  zweier  Rich- 
tungen gegen  eine  dritte,  q>  den  Richtungswinkel  der 
ersten  gegen  die  zweite,  so  ist  stets: 

(1)  cos  gp  =  cos  a  cos  a  +  sin  a  sin  a  , 

(2)  sin  g)  ==  sin  a  cos  a  —  cos  a  sin  a  . 

cot  a^  cot  a  +  1 


(3) 


cot  9)  = 


cot« —  cot« 


Beweis.  Zieht  man  von  einem  Punkte  P  aus  drei  Strahlen 
PQ,  PA,  PA^,  welche  mit 
den  drei  gegebenen  Richtungen 
gleichgerichtet  sind,  so  ist  nach 
dem  bekannten  Satze  über  die 
Gleichheit  der  Winkel  mit 
gleichgerichteten  Schenkeln  und 
nach  dem  BcgriflF  des  Rich- 
tungswinkels einer  Richtung  ge- 
gen eine  andere  (§  120)  unter 
allen  Umständen,  wie  die  Strahlen  auch  liegen  mögen, 

Hieraus  folgt,  was  behauptet  wird,  nach  §  61. 

Zusatz. 

Zwei  grade   Linien    stehen  auf  einander  senkrecht, 
wenn  ihre  Richtungswinkel  a  und  a^  der  Gleichung 

(4)  tnga'tnga^= — 1 

genügen. 

—  Dies  folgt  aus  (1)  oder  (3),  weil  cos9P  =  cos(4:  >>  j'^O, 

cot 9P  =  cot(  +  -^j  =  0  wird. 


—    656    — 

Lehrsatz  IL 

Sind  die  Gleichungen  zweier  Graden  in  der  Form 

a  x  +  b  y  =  c  , 

\^  +  ^y  =  ^1 

gegeben,  während  der  Coordinatenwinkel  =(i  ist,  so  lässt 
sich  der  Richtungswinkel  ^  der  zweiten  gegen  die  erste 
aus  der  Formel 

aa  — (ab +ba  Jcos^M  +  bb 

(5)  cot  99  =  — i y-j^ — ,    \    . 

^  (ab^ —  ba^)  smfi 

berechnen. 

Beweis.     Bringt  man  die  Gleichung  ax  +  by  =  c  auf  die 

Form 

a  c 

und  wendet  auf  sie  den  Lehrsatz  IV  des  §  121  an,  so  findet  man: 

sin«  a  ^  acosiu  —  b 

—  5      cota=  '^ 


sin  (^  — «)  b  a  sin  /E£ 

Setzt  man  dies  und  den  analogen  Werth  von  cot  a  in  (3)  ein,  so 
ergiebt  sich  die  Gleichung  (5)  vermittelst  sehr  einfacher  Reduc- 
tionen. 

Zusatz. 

Zwei  grade  Linien 

a  x  +  b  y  =  c  , 
a,x  +  b^y  =  c^ 

stehen  aaf  einandör  senkrecht,  wenn 

Iaa  —  (ab  +  a  b)  cos  ^  +  ^1>  =  0, 
a(a^ —  b^  cos /t^)  +  b  (b^ —  a^cos/t£)  =  0 
ist.    Unter  der  Bedingung 

(7)  ab-ba  =  0,    —  =  — 

1  1  a         h 

1        "1 
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sind  sie  einander  parallel,  wenn  man  hierbei  den  für 
(8)  a         b         c 


a         b         c 
1  1  1 


eintretenden  Fall  mitrechnet,  in  welchem  sie  sich  voll- 
ständig decken. 

—   Dass  das  Letztere  unter  der  Bedingung  (8)  in  der  That 
eintritt,  folgt  aus  der  dann  stattfindenden  Identität  der  Gleichun- 


gen der  beiden  Graden. 


Lehrsatz  III. 

Die  Entfernung  r  zweier  Punkte  (x,  y)  und  (a,  b)  von 
einander  wird  durch  die  Gleichung 

(9)  r'=  (x  -  a)'+  (y  ~  b)'+  2  (x  -  a)  (y  -  b)  cos  ^, 

bei     einem    rechtwinkligen    Coordinatensystem    f^=~-j 
also  durch  die  Gleichung 


2  -  .«    .       .  .  -« 


(10)  r'=(x_a)+(y-b) 

bestimmt. 

—  Dies  folgt  vermittelst  der  Elimination  von  r  aus  den  bei- 
den Gleichungen 

(x  —  a)Bin^  =  r  sin(^  —  r),     (y  —  b)8injM  —  rsinr, 

welche  sich  aus  §  121,  (6)  ergeben,  ohne  Mühe. 

fieflnltion. 

Zwei  Coordinatensysteme  heissen  isotrop,  wenn  man 
ibre  Nullpunkte  in  einerlei  Richtung  umkreisen  muss, 
um  auf  dem  kürzesten  Wege  von  der  Abscissenaxe  zur 
Ordinatenaxe  zu  gelangen.  Im  entgegengesetzten  Falle 
beissen  sie  antitrop.  Im  Besondern  nennt  man  diejeni- 
gen isotropen  Coordinatensysteme  gleichgerichtet,  deren 
gleichnamige  Axen  gleichgerichtet  sind. 

VTorpitxky,   Differential-  n.  Intogralrechnnng.  42 
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Lehrsatz  lY. 

Sind  X  und  y  die  Coordinaten  eines  Punktes  im  pri- 
mitiven, X  und  j  aber  in  einem  gleichgerichteten  seeun- 
dären  System,  a  und  b  endlich  die  primitiven  Coordina- 
ten des  Nullpunktes  des  letzteren,  so  gelten  stets  die 
Relationen: 

(    X  =  a  +  X  , 
(11) 

—  Der  Beweis 

^l Ij^ ^p  erfordert  nur  die 

einfache  Anwen- 
dung des  Begriffs 
der  algebraischen 
Addition. 

Die  ExempKfi- 

cation  an  der  ne- 
benstehenden Fi- 
gur ergiebt: 


fe 


x  =  +  OQ  =  +  RR+O^Q^=a  +  x^, 
y  =  +  OR=-QQ^+O^R=b  +  y^. 


Lehrsatz  Y. 

Sind  X  und  y  die  primitiven,  x  und  y  die  seeun- 
dären  Coordinaten  eines  Punktes  in  Bezug  auf  zwei  iso- 
trope rechtwinklige  Systeme  mit  einerlei  Nullpunkt,  und 
bedeutet  q>  den  Richtungswinkel  der  secundären  Abscis- 
senaxe  gegen  die  i)rimitive,  so  ist: 


(12) 


X  =  X  COS  gp  —  y^  sm  g), 
y  =  x^sing)  +  yjC0S9). 
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Beweis.  Die  absolute  Strecke  OP  =  r,  welche  von  dem 
gemeinsamen  Nullpunkt  0  der  beiden  Systeme  aus  nach  demjenigen 
Punkte  P  hin  ge- 
zogen iBt,  dessen  Co- 
ordinaten  yerglichen 
werden  sollen,  habe 
im  primitiven  System 
den  Richtungswinkel 
r  und  im  secundären 
den  Richtungswinkel 
T^.  Dann  ist  unter 
allen  Umständen: 

Hieraus  folgt: 

r cos T  =  r  cos  r  •  cos  g>  —  r  sin  r  -  sm<p, 
r8inr  =  rcoST  •  sing)  +rsinT  •  cosg). 

Substituirt  man  hier  die  aus  §  121,  (7)  folgenden  Werthe 

rcosr  =x  ,     rsinr  =y  ; 

rcosr  =^x  .     rsinr  ^=y  . 
11*  1      •'i' 

so  erhält  man  die  Gleichungen  (12)  ohne  Weiteres. 


Zasatz. 

Sind  die  Nullpunkte  verschieden  gelegen,  so  braucht 
man  auf  den  rechten  Seiten  fon  (12)  nur  noch  die  ent- 
sprechende primitive  Coordinate  des  neuen  Nullpunktes 
hinzuzufügen. 

X  =  a  -|-  X  cos  9)  —  y  sin  q>, 

y  =  b  +  x^  sin  9)  +  y^  cos  9). 

—  Denn  man  kann  die  Coordinatentransformation  successive  vor- 
nehmen, indem  man  zunächst  auf  ein  gleichgerichtetes  System  mit 
dem  neuen  Nullpunkt   übergeht  und  hinterher  die  Drehung   um 

den  Winkel  ^  eintreten  lässt. 

42* 


(13) 
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Lehrsatz  YI. 

Geht  man  von  dem  rechtwinkligen  Coordinatensystem 
der  X,  y  ohne  Veränderung  der  Abscissenaxe  zu  dem  iso- 
tropen schiefwinkligen  System  der  x  ,  y  mit  denf  Coor- 
dinatenwinkel  u    über,  so  ist: 


(14) 


y=y^sin^^. 


cos«^. 


—  Den  Beweis  liest 
man  unmittelbar  aus  der 
nebenstehenden  Figur 
heraus. 


Zusatz. 

Geht  man  von  dem  schiefwinkligen  System  der  x,  y,« 
ohne  Änderung  der  Abscissenaxe  zu  dem  isotropen  recht- 
winkligen der  X  ,y  ,  -  über,  so  muss  man 


(15) 


substituiren. 


x  =  x^— y^cot//, 


I 


3._ 

sin^ 


Lehrsatz  TIL 

Geht  man  ohne  Verschiebung  des  Nullpunktes  von  den» 
Coordinatensystem  der  x,  y,  fi  zu  dem  isotropen  System 
der  x^,  y  ,  fi^  über,  so  ist 


(16) 


xsin^  =  x^sin(^  — 9r))  +  y^sin(jM  —  f^^—  <p), 
y  sin  //  =  x^  sin  50  +  y^  sin  (//^  +  9)). 


In  diesen  Formeln  bedeutet  q>  den  Richtungswinkel  der 
secundären  Abscissenaxe  gegen  die  primitive. 
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Beweis.  Verwandelt  mau  das  schiefwinklige  System  der  x, 
y,  fi  zunächst  in  ein  rechtwinkliges  der,x',  y',  ^j  so  folgt  aus  (15): 

X  sin  ^  =  x'sin  ^  —  y'cos  //, 
y  sin  ^  =  y. 

Dreht  man  dieses  System  um  den  Winkel  9),  so  erhält  man 
aus  (12)  für  die  neuen  Coordinaten  x",  y": 

X  sin  jM  =  x"8in  {\i  —  q>)  —  y"cos  (jm  —  9), 
y  sin  ^  =  x"  sin  9)  +  y"  cos  9). 

Verwandelt  man  endlich  den  rechten  Coordinatenwinkel  der  x",  y" 
in  den  schiefen  u  ,  so  führen  sich  die  neuen  Coordinaten  x    und  y 
nach  (14)  durch  die  folgende  Substitution  ein: 

x"=  \  +  y^  cos  ^^ ,     y"=  y^  sin  ^^ ; 

und  man  erhält  die  Formeln  (16). 

Durch  die  blosse  Interpretation  der  Formeln  (16)  an  der 
Figur,  in  welcher  zwei  Axenpaare  in  der  vorgeschriebenen  Weise 
liegen,  ergiebt  sich  der 

Zusatz. 

Die  Relationen  (16)  lassen  sich  auch  in  der  Gestalt 

X  sin  (x  y)  =  x^  sin  (x^y)  +  y^  sin  (y^  y) , 
y  sin  (y  x)  =  x^  sin  (x  x)  +  y^  sin  (y^  x) 

darstellen,  falls  man  unter  (x  y)  den  Richtungswinkel  der 
y-Axe  gegen  die  x-Axe,  unter  (x^y)  den  Richtungswinkel 
der  y-Axe  gegen  die  x  -Axe  versteht,  u.  s.  w.  —  also  u.  a. 
auch  (xy)  =  —  (yx)  setzt. 

Lehrsatz  YIII. 

Aus  der  Gleichung 

X  cos  tp  +  ysi^^  —  p  =  0 
einer  Graden  für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem^) 

')  Vgl.  §  121,  Lehre.  V. 


(17) 
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ergiebt  sich  deren  Entfernung  p  von  einem  beliebigen 
Punkte  (x  ,  y  )  der  Ebene  durch  den  Ausdruck 

(18)  x^cos^  +  y^sinip  — p==  — p^; 

wobei  p  einen  positiven  oder  einen  negativen  Werth  au- 
nimmt,  je  nachdem  der  Punkt  (x  ,  y^)  und  der  Nullpunkt 
auf  derselben  Seite  der  Graden  liegen,  oder  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten. 

Beweis.     Legt  man  durch  den  Punkt  (x  ,  y  )  als  secundäreii 
Nullpunkt  ein  isotropes  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der  Pj»  Qj. 


dessen   Abscissenaxe   den  Richtungswinkel  tp   hat,   so   muss   m«ui 
nach  (13)  in  der  primitiven  Gleichung  substituiren: 

X  =  x^  +  p^  cos  tp  —  q^  sin  ip, 

y  =  yi+  Pi  sin  V^  +  % cosi/J. 

Thut  man  dies,  so  folgt: 

x^  cos  tp  +  y^  sin  tp  -f  p^  —  p  =  0; 

was  mit  (18)  übereinstimmt. 

Das  Wegfallen  der  Ordinate  q  bestätigt  die  —  übrigens  von 
vorn  herein  ersichtliche  —  senkrechte  Lage  der  Graden  gegen  die 
neue  Abscisse  p  .  Und  was  wir  über  das  Vorzeichen  der  letzteren 
behaupten,  erbellt  aus  unserer  Ableitungsmethode  als  selbstver- 
ständlich. 
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§   128. 

Die  Gleichungen  der  Tangenten  und  Normalen.     Eine 
Eigenthümlichkeit  der  algebraischen  Curven. 

A.     Die  Gleichung  der  Tangente. 

Um  die  Punkte  (x,  y)  einer  Curve  /*(x,y)  =  0  von  andern 
Punkten  der  Ebene  zu  unterscheiden,  wollen  wir  die  Goordinaten 
der  letzteren  durch  g,  tj  bezeichnen.  Wie  bisher,  heisse  der  Coor- 
dinatenwinkel  ^,  der  Richtungswinkel  der  Tangente  t,  die  Bogen- 
abscisse  s,  und  r  sei  die  Entfernung  der  Punkte  (|,  jj)  und  (x,  y) 
von  einander. 

Machen  wir  nun  (g,  rj)  zu  einem  beliebigen  Punkt  derjenigen 
Graden,  welche  die  Curve  im  Punkte  (x,  y)  berührt,  so  ist  die 
Gleichung  dieser  Tangente  (nach  §  121,  (6)): 

~x       _rj  —  l_      r 


sin  (//  —  t)         sin  r  sin  (i 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  die  Gleichung  (2)  des  §  124, 
nämlich  durch  die  Gleichung 

dx  dy 


ds  ds  1 


so  folgt: 


sin  (fi  —  t)        sin  r         sin  /i 


Zieht  man  schliesslich  noch  in  Betracht,   dass   aus   der  Curven- 
gleichung  /'(x,y)  =  0  die  Relation 

bx     ds         by     ds 

folgte  und  substituirt  aus  dem  Vorhergehenden 

dx       ^  dy 

ds  ds 

so  erhält  man  die  Tangentengleichung  noch  in  der  Gestalt: 

.    (g-x).|(  +  (,_y).-|/  =  0. 
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Wir  resumiren: 

Lehrsatz  L 

Versteht  man  unter  (xjy)  den  Berührungspunkt  der 
Tangente  an  die  Curvo  f(x,y)  =  0,  unter  s  die  Bogen- 
abscisse  des  Berührungspunktes  und  unter  (g,  tj)  einen 
beliebigen  Punkt  der  Tangente,  so  sind  die  wichtigsten 
Formen  der  O^leichung  der  Tangente  die  folgenden: 

(1)  (§-x)-K  +  (i?-y)-|^  =  o, 

(2)  (^^-^)-di=('/-y)4r 

(3)  -   ,_y_(i__x).Ay-, 


(^) 


§— X     _v—y 


sin  (//  —  t)  sJD  T 


9 


(5)  ,_y  =  (g-x) 


smr 


sin  {fi  —  t) 


Während  die  ersten  drei  Gleichungen  den  Coordinateii- 
winkel  (i  nicht  enthalten,  vereinfachen  sich  die  beiden 
andern  für  ein  rechtwinkliges  System,  wie  folgt: 


(4') 


g— X  _  rj—j 


cos  T  sm  r 

(o)  ^  — y  =  (g  — x).tngT. 

Bei  den  „algebraischen  Curvon",  d.  h.  bei  solchen  Cur- 
ven,  deren  Gleichung  /  (x,  y)  =  0  linker  Hand  eine  ganze  rationale 
algebraische  Function  f{x,j)  von  x  und  y  hat,  lässt  sich  die 
Gleichung  (1)  der  Tangente  auf  eine  bemerkenswerthe  Weise  trans- 
formiren. 

Die  algebraische  Function  /"(xjy)  heisst  eine  Function  m'" 
Grades,  falls  sie  sich  durch  die  Substitution  von  tx  und  ty  für 
X  und  y  in  eine  Function  /*(tx,  ty)   vom  m*®^  Grade  in  Bezug 
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jiuf  t  verwandelt.  Z.  B.  ist  /*  (x,  y)  =  x  y  +  a  x  eine  Function 
ö**«»  Grades,  weil  /"(tx,  ty)  =  xy.  t''+ ax*.t*  wird. 

Homogen  heisst  die  algebraische  Function,  wenn  bei  dieser 
Substitution  /*(tx,  ty)  =  t"-  /"(xjy)  resultirt.  Z.  B.  ist  /(xjy) 
-  X  y  -}-  ax  y  eine  homogene  Function  5*<^*  Grades,  weil  /'(tx,ty) 
-~^=  t  •  (xV^+  ax*y)  =  t^-  /"(x,y)  hervorgeht. 

Jede  algebraische  Function  m*'*"  Grades  lässt  sich 
als  eine  Summe  von  homogenen  Functionen  darstellen, 
deren  Grad  vom  m*®"  bis  zum  null*«"  fällt,  also  in  der 
Form: 

/■(x,y)  =  u^+u„_i  +  u„.2H l-^  +  V 

in  welcher  ganz  allgemein  Uj^  eine  homogene  Function 
l^ten  Grades  bedeutet. 

Da  Uj^=9)(x,y)  demnach  die  Eigenschaft 

9)(tx,  ty)  =  t^.  g,(x,y) 
hat,   so   folgt  durch  die  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  t: 

&y(tx,ty)    d(tx)  ,    6y(tx,ty)    d(ty)  .-i    ,,/    ^x 

oder,   wenn  man  noch  die  Werthe   -~—     =x,       -/=y  sub- 

dt  dt  -^ 

stituirt  und  hinterher  t=l  macht: 

äu  hu 


bx  by 

Wendet  man  dieses  Resultat  auf  die  DiflFerentiation  der  alge- 
braischen Function  /"(x,y)  an,  so  erhält  man: 
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Der  Bestandtheil 

u  +u      ,+  u      ^-1 r  u +u  = /'(x,y) 

m    '       m  — 1    '       m  —  2    '  '       1    '       0         '  ^      ^^ 

des  letzten  Ausdrucks  verschwindet  für  alle  Punkte  der  Curvo 
/'(x,y)  =  0,  so  dass  für  dieselben  nur 

X'^ — |-y.--^  =  —  (l.u      ,  +  2«u      ,-}-3-u      ,H l-ro*^*) 

ÖX  bv  m  — 1    '  m  — 2    '  m  — 3    '  '  o' 

Übrig  bleibt,  und  die  Gleichung  (1)  die  folgende  Gestalt  annimmt: 
g.     '  _L  ^.     L  _L  1  «u        J-2-U      ^+3-u      ,H f-m-u^=0. 

OX  bv  m-l    '  m  — 2    '  m  — 3    '  '  o 

Erwägt  man  noch,  dass  die  partiellen  Derivirten  r—  und  ^^^  ^  von 

einem  mindestens  um  1  niedrigeren  Grade  sind,  als  die  algebraische 
Function  /"(x,  y),  dass  die  eine  von  ihnen  aber  wegen  der  Relation 

« 

bu  du 

X--. h   y*-^i^ -:=:in-U 

ÖX     '   -^     by  ° 

vom  (m  —  1)***^  Grade  sein  muss,  so  kann  man  daher  das  Resultat 
aussprechen,  wie  folgt: 

Lehrsatz  IL 

Ist  die  Gleichung  /'(x,y)  =  0  einer  algebraischen  Curve 
vom  m***  Grade,  so  ist  die  Gleichung  ihrer  Tangente 

für  X  und  y  um  einen  Grad  niedriger  und  lässt  sich  iu 
der  Form 

(6)  l4^  +  '?-|-y+l-u„_.  +  2.u„_,+  3.u„_34--  +  m.u=n 

darstellen,  falls  man  allgemein  unter  u^^  den  homogeDeu 
Bestandtheil  k*«*^  Grades  versteht,  welcher  sich  bei  der 
Zerlegung 

(7)  /'(x,y)  =  u^+u^_,  +  u^_3H hu,+  u^ 

ergiebt. 
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Beispiel. 

Die  allgemeinste  Gleichung  der  Curven  zweiten  Grades 

a.x*+2b-.xy  +  c.y*+  2d.x  +  2e.y  +  f=0 
ergiebt: 

Uj=a-x*+2b-xy  +  c-y*,    u^=2d-x  + 2o-y,     u^=  f; 

|/._2(a.x  +  b.y  +  d),       ^/-  =  2(b.x  +  cy  +  e). 

Mithin  ist  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (x,  y): 

g-(ax  +  by  +  d)  +  i?-(bx  +  cy  +  e)  +  dx  +  cy4-f=0. 

B.     Die  Gleichung  der  Normale. 

Um  die  Gleichung  der  Normale  einer  Curve  zu  finden,  stelle 
man  nach  der  Anleitung  des  vorigen  §  die  Gleichung  derjenigen 
Graden  auf,  welche  auf  der  Tangente  im  Berührungspunkte  (x,  y) 
senkrecht  steht. 

Zunächst  muss  die  Gleichung  der  Normale  sich  in  der  Form 

(g-x).a  +  (^-y).b  =  0 

darstellen  lassen,  welche,  so  lange  a  und  b  nicht  näher  bestimmt 
werden,  weiter  nichts  ausdrückt,  als  dass  die  Normale  eine  von 
denjenigen  Graden  ist,  welche  durch  den  Punkt  (x,  y)  hindurch- 
gehn.    Dass  sie  auf  der  Tangente 

senkrecht  steht,  spricht  sich  nach  §  127,  (6)  so  aus: 


a .  -  -  • -  cos 


')+'•■('{ -i?"'^)=»- 


Um  diese  Bedingung  zu  erfüllen,  braucht  man  offenbar  nur 

hf  hf 

a  =  .  -  cos  u  —  r-  5 
ox  oy 

,         hf        hf 

b  =  -r^ r COS  U 

0  X        oy 
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zu  machen.     Demnach  ist 


(g  -  x)  •  (-^- cos /< 


|^)+(,-rt-(K-|f-.;=o 


eine  von  den  möglichen  Formen  der  Gleichung  der  Normale. 

Dieses  Resultat  ist  aus  der  Form  (1)  der  Tangentengleichung 
erhalten: 

Um  sogleich  das  Resultat  aus  der  Gleichung  (2)  zu  ziehii, 
hat  man  nur  darauf  zu  achten,  dass  diese  aus  (1)  entsteht,  wenn 

—  ^  -:; — )  für  TT—  schreibt.    Mithin  errieLt 

dy/         oy 


man 


für 


dx  öx 

sich  aus  (2): 


und  ( — 


(g-x).(^i.cos^  +  i^)  +  (,-y).(Al 


ds        ds 


dx        dy 


cos^j  =  0. 


Geht  man  endlich  von  der  Form  (4)  der  Tangentengleichung 
aus,  welche  den  Richtungswinkel  t  der  Taugente  enthält,  so  braucL: 


jt 


man  für  denselben  nur  t4-^-  zu  setzen,  um  die  Gleichxmg  der 

Normale  sofort  zu  erhalten.     Man  findet,  weil  mit  Beziehung  der 
Vorzeichen  auf  einander 


sin 


,-( 


^  + 


jt 


2/J 


^=  +  cos  {[i  —  r),     sin  ( r  ^f-    A  =  h  cos  r 


ist: 


cos  {[i  —  r)  


COST 


JT 


Alle  diese  Formeln  gewinnen  an  Eleganz,  sobald  f^=  ]y  ^^' 
Wir  fassen  die  Resultate  zusanmien. 


Lehrsatz  III. 

Die  Gleichung  der  Nonnale  einer  Curve  /'(x,y)  =  0  im 
Punkte  (x,  y)  kann,  wenn  man  unter  (§,??)  einen  beliebigen 
Punkt  der  Normale  versteht,  in  folgenden  Formen  dar- 
gestellt werden: 


(8)     fg-x) 


&/• 


ö/- 


.       COS  //  —  . 

Löx        ^       öy. 


+  (V-7) 


.  ö  X        0  y  j 
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(9)    (g  — x).[x'+ y- cos^]  +(y/  — y)-[y'+ x'.  cos^]  =  0/) 

(10)        ^""'^    ^  -f  1 -y=0,(g-x)cosT+(^-y)co8(^-r):=r=0. 

Im    Fall    eines    rechtwinkligen    Coordinatensystems 
nehmen   diese  Gleichungen   die   einfacheren  Formen   an: 

(«')      (g-x)-|{-(./-y)-||=o. 

(9')        (l-x)-x'    +(,_y).y'     =0,  , -y  =  - (g-x)-^-^-; 
(10')      (g  —  x)  •  cos  T  +  (7]  —  y)  •  sin  r  ^  0,  r/  —  y  =r  —  (g — x)  •  cot  t. 


§  129. 

Berührung  einer  Curve  mit  einer  Curve: 
Contacte  von  verschieden  hoher  Ordnung,  Krümmungs- 

curve,  Umhüllende. 

Besitzen  zwei  Curven  in  einem  gemeinsamen  Punkte  (x,  y) 
eine  gemeinsame  Tangente,  so  sagt  man,  dass  die  Curven  sich  in 
diesem  Punkte  ebenfalls  berühren. 

Der  Richtungswinkel  r  dieser  gemeinsamen  Tangente  ist  zwar 
selbstverständlich  bei  beiden  Curven  gleich,  folgt  aber  auf  beiden 
Curven  verschiedenen  Änderungsgesetzen,  "weil  die  beiden  Curven 
sonst  zusammenfielen  (§  121,  Lehrs.  I). 

Die  Grösse  von  r  wird  durch  die  Formel  (1)  des  §  120  be- 
stimmt, und  für  die  erste  Derivirte  von  r  haben  wir  in  §  126,  (4) 
für  den  Fall,  dass  die  Bogenabscisse  zur  unabhängigen  Variabein 
gemacht  wird,  den  Ausdruck  gefunden: 

(1)  r  —  (±y  —  j  X  )-sm|i/. 

Differentiirt  man  denselben  wiederholt,  so  erhält  man: 

')  Um  diese  Gleichung  zu  erhalten,  ist  diejenige,  welche  oben  s  enthält, 
mit  ~ — --^-  multiplicirt,  wo  t  irgend  eine  Variable  bedeutet,  von  welcher 
X  und  y  abhängen. 
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tr 


T    :sm(i  = 


.' .IV> 


T    :Hinfi  =  {x  y    —  yx   )  +(x  y    — y  X   ), 

yx  )    +2-(x  y    — y  X   ), 

y'x™)  +  4.(x"y'^-y"x^')  +  5.(x"'y 

U.  8.  W. 


IV      . 

r    :  siD  // 


VI     • 

r    :  sin  // 


(x'y" 
=  (x'y'"- 


— y  X   '• 

-y  X  )• 


) 


(2)    T'"":sin//=l.(xy'"+»>- 

+  m^.  (x'V'"^-y"xn  +  m,-(x"y""' - 


/"   (m  — 1) 


y"V"-^'), 


+ 


Die  Anzahl  der  Glieder  rechter  Hand  ist  gleich  der  grössten 

ganzen  Zahl,  welche  ^  m  nicht  überschreitet,  und  die  Coef&cieDteii 

m^  lassen  sich  —  wie  man  vermittelst  des  Leibnitzschen  Satze> 
(§  31)  leicht  findet  —  durch  Binomialcoefficienten  so  darsteUen: 


■^=(°r')-("ii)- 


Das  Letztere  interessirt  übrigens  för  unsem  Zweck  nicht 

Dagegen  ist  es  für  uns  wichtig,  dass  r^^^  sich  als  eine  ganze 
algebraische  Function  von 


f        fr        fff 
X,X    ,X       ,"yX 


(m  +  l)        /      ff      tff  (m  +  l) 

;  y^y  ,y  ,---,y 


darstellt,  mithin  einen '^ völlig  bestimmten  Werth  besitzt,  so  lange 
diese  einen  solchen  haben,  und  sich  gleichzeitig  mit  ihnen  stetig 
ändert. 

Man  kann  diesen  Schluss  umkehren,  weil  auch  die  Derivirt^n 
von  X  und  y  als  stetige  Functionen  des  Richtungswinkels  r  und 
seiner  Derivirten  darstellbar  sind.     Denn  es  ist  nach  §  124,  (L^). 


(3) 


X   •  sin  ^  = -f  sin  (jM  —  r). 

x"  •  sin  ^  =:  —  eo%{(i  —  r)  •  t\ 

X   »sin^       — sm  (//  —  t)-t   — 

■  cos  {(i  —  T)  •  r". 

IV      •                    1              /                \       '3 

X   -Sin//      +cos(/i/  —  t)-t  — 

-  3  sin  {(i  —  t)  •  t't" 

u.  s.  w. 

—  cos  (^  —  r)'t 

(4) 
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y"  •  sin  fi=  -\-  cos  t  •  t', 

y'"'«in  fi  =  —  sin  r  •  r'  +  cos  r  •  t\ 

y   •  sm  //  =  —  sin  r  •  T  —  3  sin  r  •  r  r   +  cos  t  •  r  , 

u.  s.  w. 


Die  Derivirten  von  r  nach  s  sind  unabhängig  von  der  Lage 
des  O>ordinatensystem8  gegen  die  Curve,  da  r  sich  nur  um  eine 
Constante  ändert,  wenn  man  der  Abscissenaxe  eine  andere  Rich- 
tung giebt,  die  Bogenabscisse  s  aber  dadurch  überhaupt  nicht 
afficirt  wird. 

Aus  dem  schon  erwähnten  Umstände,  dass  die  verschiedenen 
Curyen,  welche  in  einem  gemeinsamen  Punkte  eine  gemeinsame 
Tangente  besitzen,  verschiedenen  Gesetzen  der  Änderung  des  Rich- 
tungswinkels unterworfen  sind,  hat  man  die  Veranlassung  herge- 
nommen, den  folgenden  Begriff  aufzustellen: 

Definition. 

Genügen  die  Richtungswinkel  r  und  r  der  Tangen- 
ten zweier  Curven  in  einem  gemeinsamen  Punkte  der 
letzteren  den  Relationen 

Jni)  _      (m) 

—  die  Differentiationen  nach  den  Bogenabscissen  aus- 
geführt —  so  sagt  man:  die  beiden  Curven  besässen  in 
jenem  Punkte  einen  Contact  Ton  der  m'®^  Ordnang. 

Zusatz. 

Die  Ordnung  des  Contactes  zweier  Curven  ist  ein 
Attribut  ihrer  Gestalt  —  sie  ist  unabhängig  von  der 
Wahl  des  Coordinatensystems. 

Wollte  man  indessen  bei  der  Untersuchung  der  Contacte  die 
Derivirten   der  Richtungswinkel  nach   den  Bogenabscissen  in  der 
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That  analytisch  darstellen  und  dann  zur  Vergleichung  bringen,  so 
würde  dies  in  der  Regel  unbequeme  Rechnungen  erheischen,  da 
die  Curveu   nicht  durch  Gleichungen  zwischen  r  und  s  gegeben 
zu  sein  pflegen,  sondern  durch  Gleichungen  zwischen  x  und  y. 
Nun  zeigen  aber  die  Gleichungen  (3)  und  (4),  dass  aus 


folgt: 


_  '  '•         '/ .  /'  (m  -1)  (m  — 1) 


\ 


f  f      ff  ff      fff         fff 


(m)  (m) 

X  =X^  ,    X  =X^    ,    X    =X^     ,  .  .  .,  X'  '        =X^^  '; 

f  t         ff  ff         fff  fff  (m)  Cm) 

y  =71  y   J  =71  y  7  =7i    .  •  •  •>  7         =7i     • 

Und  die  Gleichung  (2)  zeigt,  dass  die  umgekehrte  Folgerung  eben- 
falls zutriflFt.  Ausserdem  sind  die  Derivirten  der  x  und  der  y  bei 
jeder  Curve  durch  die  Gleichung  (§  124,  (2)) 

x'sin  r  =  y'sin  (fi  —  t) 

und  durch  die  hieraus  vermittelst  Differentiation  entstehenden  ein- 
deutig verbunden,  so  dass  sich  die  Reihe  der  Gleichungen,  weicht* 
die  Derivirten  der  x  enthalten,  von  selbst  erfüllt,  wenn  die  Glei- 
chungen zwischen  den  Derivirten  der  y  Geltung  haben  —  und 
umgekehrt. 

Endlich  bedarf  es  auch  nicht  der  Differentiation  der  Ordinate 
y  nach  s.  sondern  es  genügt  die  Differentiation  nach  x,  wenn  nur 

die  Tangente  nicht  der  Ordinatenaxe  parallel  ist;  denn  ii> 

dy 
letzterem  Falle  ist  -7—  =  cx>  und  nach  (3)  x'sin  ^  =  sin  (/i  —  (^)  =  ^'' 

SO  dass  schon  die  Relation 

dy        dy     dx         ,      dy      , 
ds         dx     ds  dx 

dy        , 

zwischen  den  ersten  Derivirten  zur  Zurückführung  von  --—  auf 

dy  ^^ 

---^  unbrauchbar  wird.  Nehmen  wir  aber  diesen  besondem  Fall 
dx 

aus,  so  erweist  sich  unsere  letzte  Behauptung  als  stichhaltig.  Denn 
aus  der  Relation 

d7.  =  l'_ 
d  X        x' 

folgen  durch  Differentiation  nach  x  lauter  Ausdrücke 
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d»y 

X  y  —  y  X       ds 
x'*            dx- 

xy  —  y  X              T 

dx« 

/3                            '3      • 
X                            X     •  Slll  [L 

dV 

X  T  —  or  X 

dx' 

/6       •                  ' 

X   •  sinx/ 

U.  8.  W., 

welche  im  Neniier  die  Constante  sin  yi  mit  einer  Potenz  von  x' 
multiplicirt  enthalten  und  daher  —  weil  x'  nicht  =^  0  sein  soll  — 
völlig  bestimmte  Werthe  haben,  so  weit  den  Derivirten  von  t 
nach   s   solche   Werthe   zukommen.    Da  das   Bildungsgesetz   von 

—  dasselbe  ist,  wie  von  — —^  so  muss  demnach 

dxf  dx" 


dx"        dx^ 


(m-1) 


bis  zu  jeder  Nummer  m  erhalten  werden,  bis  zu  welcher  x 

^T^»-"    ist. 

Dass  man  auch  diesen  Schluss  umkehren  kann,  liegt  auf  der 
Hand.    Demnach  gilt  der 

Lehrsatz  L 

Zwei  Curven  j  =  f(x)  und  y  =  9p(x)  besitzen  bei  jedem 
Werthe  von  x,  für  welchen 

(6)  f(x)  =  fp  (x),  rix)  =  q>\x\  r\x)  =  ip'[(x\ . . . ,  /<"^^(x)  =  g>^™'^(x)  ; 

ist,  einen  Gontact  m*®'  Ordnung.  Und  umgekehrt  müssen 
diese  Relationen  überall  dort,  wo  ein  solcher  Gontact 
besteht,  Geltung  haben,  wenn  man  diejenigen  gemein- 
samen Punkte  ausnimmt,  in  denen  die  Tangente  parallel 
zur  Axe  der  y  liegt; ^)  —  dann  gelangt  man  durch  die 
Yertauschung  von  x  mit  y  zur  Entscheidung. 


^)  Unsere  Darstellang  des  Gegenstandes  weicht  von  derjenigen,  welche 
man  sonst  überall  vorfindet,  u.  a.  dadurch  ab,  dass  man  den  Grad  des  Con- 

Worpitsky,  Differential-  u.  Integrralrechnujigr.  43 
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Denken  wir  uns  jetzt  diejenige  Goordinatenaxe,  welche  der 
gemeinsamen  Tangente  der  beiden  Curven  nicht  paraUel  ist,  als 
Abscissenaxe  und  constmiren  eine  dritte  Curve 

deren  Ordinate  die  algebraische  Differenz  der  Ordinaten  der  bei- 
den gegebenen  Curven  ist,  so  wird  diese  dritte  Curve  bei  der 
fraglichen  Abscisse  x  die  Abscissenaxe  zur  Tangente  haben,  weil 
an  dieser  Stelle  nach  (6) 

y  =  /^(x)-9'(x)  =  0,     |^  =  /-(x)-9,'(x)=0 

hervorgeht,  und  ebendaselbst  von  der  einen  Seite  der  Abscissenaxe 
zur  andern  übertreten  oder  dies  nicht  thun,  je  nachdem  der  Rich- 
tungswinkel der  Tangente  fieser  dritten  Curve  —  und  demnach 
die  Function 

[fXx)-q>'(x)] 

—  an  der  fraglichen  Stelle  ein  Maximum,  respective  Minimum, 
ist  oder  nicht,  d.  h.  nach  §  126,  Lehrsatz  IV:  je  nachdem  die 
Differenz 

/•^™  +  0(x)_(p(-+^>(x) 

bei  einem  graden  oder  bei  einem  ungraden  m  zu  verschwinden 
aufhört. 

In  Bezug  auf  die  beiden  ersten  Curven  bedeutet  dies,  dass 
sie  sich  schneiden  oder  dies  nicht  thun,  weil  die  Differenz  ihrer 
Ordinaten  das  Vorzeichen  wechselt  oder  dies  nicht  thut. 

Daher  gilt  der 


tactes  durch  die  Relationen  (,6)  zu  definiren  pflegt  und  dann  die  Unabhän- 
gigkeit desselben  von  der  Wahl  des  Coordinatensystems  zu  beweisen  sacht. 
Dies  erfordert  aber  —  abgesehn  davon,  dass  hierbei  eine  wesentliche  Eigen- 
schaft der  Curven  an  sich  durch  ein  unwesentliches  Hülfsmittel  der  Be- 
trachtung, die  Coordinaten,  definirt  ist  —  complicirtere  Betrachtungen  nnd 
verschliesst  solche  Punkte,  in  denen  die  Tangente  der  Ordinatenaxe  paraUo) 
liegt,  dem  Begriff. 
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Lehrsatz  ü« 

Ist  der  Contact  zweier  Curven  von  grader  Ordnung, 
so  schneiden  sie  sich  im  Berührungspunkte,  ist  er  von 
ungrader  Ordnung,  so  verbleibt  jede  von  ihnen  auf  einer- 
lei Seite  der  andern  —  und  umgekehrt. 

Wendet  man  auf  die  Gleichung 

y  = /"(x)  —  9P  (x) 

derjenigen  dritten  Curve,  welche  die  Differenz  der  Ordinaten  der 
beiden  gegebenen  Curven  zur  Ordinate  hat,  den  Taylorschen  Satz 
an,  indem  man  der  grösseren  Einfachheit  wegen  die  Ordinatcnaxe 
durch  den  Berührungspunkt  der  Curven  gehen  lässt,  so  erhält 
man  (§  38,  (2)): 


V='' 


/•(0)-9.(0)|+jV{r(0)-9'(0)}  +  ---  +  ^"'j-|/nO)-9nO)| 


m- 


+ ^ /""  ^"'"'"^'' ~  "^^  ~ '''"""'("  ~  "''^r "' 


m 

0 


mithin  bei  einem  Contacte  von  der  m*®"  Ordnung: 

y  =  x"  +  '.y*^.^-^'^(x-Ux)-(p^"  +  ^^(x-Ux)    du=x"  +  ^J(x). 

In  diesem  Ausdruck  nähert  sich  das  Integral  J(x)  bei  der 
Annäherung  von  x  an  0  einem  nicht  verschwindenden  Grenzwerth 
J(0),  weil  der  Voraussetzung  gemäss 

\ 

ist. 

Durch  eine  ganz  analoge  Betrachtung  findet  man 

y,=  /-(x)-9',(x)  =  x""+'.J^(x) 

für  die  Ordinatendifferenz  y    der  Curve  y  =  f(x)  mit  einer  Curve 
y  =  ®  (x),  wenn  deren  Contact  von  der  m  *<^"  Ordnung  ist. 

43* 
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Es  folgt  ferner: 


y^ 3^m-mi       J(x) 


also: 


y,  J, « ' 


lim  •  -=!-=  ~—  für  m  =  m  , 

lim  •  —  =  0  für  m^m  . 

x=0    h  * 

Dies  lässt  sich  so  aussprechen: 

Lehrsatz  WL. 

Wird  eine  Curve  von  mehreren  Curven  in  einem 
Punkte  berührt,  so  schmiegt  sich  diejenige,  deren  Con- 
tact  mit  ihr  die  höchste  Ordnungszahl  besitzt,  in  hinrei- 
chender Nähe  des  Berührungspunktes  am  engsten  an  sie 
an:  und  zwar  in  der  Weise,  dass  das  Verhältnis  der  Ab- 
stände auf  jeder  nicht  zur  Tangente  parallelen  SecanteVl 
bei  der  Annäherung  der  letzteren  an  den  Berührungs- 
punkt dem  Grenzwerthe  Nu41  zustrebt,  wenn  die  Ord- 
nungszahlen der  Gontacte  verschieden  sind,  sonst  aber 
dem  nicht  verschwindenden  Grenzwerth  J(0):J  (0).  Ver- 
läuft eine  Curve  zwischen  zwei  sich  berührenden  Curven. 
so  ist  die  Ordnung  ihres  Contactes  mit  diesen  mindestens 
eben  so  hoch,  wie  diejenige  des  Contactes  der  beiden 
letzteren  gegen  einander. 

Zwei  Curven,  welche  beim  Berührungspunkt  einander 
ihre  convexen  Seiten  zuwenden,  besitzen  keinen  höheren 
Contact  mit  einander  als  mit  der  Tangente. 

Setzen  wir  nun  den  Fall,  dass  die  Function  9)  (x)  zwar  ihrer 
Form  nach  gegeben  sei,  aber  einen  oder  mehr  numerisch  noch 
nicht  bestimmte  Parameter  Pj  P->  p^?  ..•  enthalte,  so  wird  dadurch 


*)  nftmlich  t^-    —    Wir    hatten    den    Goordinatenwinkel   fi    beliebig 


—     677     — 

ein  gewisser  gemeinsamer  Charakter  aller  derjenigen  Curven  be- 
dingt, deren  Gleichungen  unter  der  Form  y  =  g)(x)  dargestellt 
werden  können.  Z.  B.  besitzt  die  Gleichung  y  =  ax  +  b  zwei 
Parameter,  a  und  b,  deren  Änderung  sich  geometrisch  als  Ver- 
schiebung einer  Graden  interpretirt,  die  Gleichung  des  Kreises 
um  den  Nullpunkt  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  x  +  y 
=  r^  enthält  nur  einen  Parameter  r,  dessen  Änderung  mit  der 
Änderung  des  Radius  allein  übereinstimmt,  während  die  Gleichung 
(x — a)^+(y — b)^=r*  drei  Parameter  hat,  deren  Veränderung  nicht 
nur  den  Radius  r  des  dargestellten  Kreises,  sondern  auch  die  Lage 
seines  Centrums  (a,  b)  variirt.  —  Übrigens  braucht  die  Änderung 
der  Parameter  in  einer  durch  die  Gleichung  y  =  q)(x)  zusammen- 
gefassten  Schar  von  Curven  durchaus  nicht  immer  solche  Verwandt^ 
Schäften  der  Curven  vorzuführen,  welche  wir  der  Ähnlichkeit  der 
Gestalt  wegen  von  vorne  herein  anzuerkennen  geneigt  sind,  wie  den 
Übergang  eines  Kreises  in  einen  andern.    Z.  B.  verwandelt  sich  der 

Kreis,  welcher  durch  die  Gleichung  y  =  yr'* — x°  oder  x'-\'J^=t^ 
für  n  =  2  dargestellt  wird,  für 
n=l  in  eine  Grade,  für  r=3 
ungefähr  in  die  hiemeben  ver- 
zeichnete Gestalt  mit  einer 
Asymptote  durch  den  Punkt  0; 
und  je  grösser  man  das  n  macht, 
desto  genauer  fallt  der  Bogen 
QR  mit  der  gebrochenen  Linie 
QPR  zusammen. 

9  9  9 

Die  Curven  x  +  ay  =  r 
gehn  bei  der  Veränderung  des 
a  aus  dem  positiven  Gebiet  ins 

negative  von  Ellipsen  in  Hyperbeln  über,  nachdem  sie  sich  für 
a  =  0  in  zwei  Grade  x  =  +  r  und  x  =  —  r  aufgelöst,  welche  mit 
der  Ordinatenaxe  parallel  liegen. 

Nach  diesen  Betrachtungen,  welche  die  Verwandtschaft  von 
Curven  nach  Parametern  beleuchten  sollten,  setzen  wir  voraus,  dass 
die  Curvengleichung 


V  =  9'(si  1>.  Pj.  Pg>  ■••»  Pm) 
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(m  +  1)  Parameter  p,  p  ,  p  ,  . . . ,  p    besitze.    Die  laufenden  Coor- 
dinateii  dieser  Curve  haben  wir  durch  g  und  ij  bezeichnet,  um 
sie  von  denjenigen  der  Curve  j=zf(x)  sichtbar  zu  unterscheideiL 
Verlangt  man  nun,  dass  aus  der  Gurvenschar 

eine  Curve  ausgewählt  werde,  welche  mit  der  Curve  y=f(x)  m 
einem  Punkte  (x,  y)  der  letzteren  einen  Contact  von  irgend  wel- 
cher Ordnung  n  besitze,  so  ist  diese  Forderung  nach  unserm  Lehr- 
satz I  gleichbedeutend  mit  derjenigen,  dass  die  (n  -|- 1)  Gleichungen 

(7)  f(x)  =  q>  (x),  fix)  =  q>\x),  fi^)  =  9>"(x),  •  •  • ,  f^'\x)  =  9><"\x) 

erfüllt  werden  sollen. 

Da  uns  (m  + 1)  willkürlich  bestimmbare  Parameter  zu  Gebote 
stehn,  so  lässt  sich  dies  nicht  nur  immer  ausfuhren,  so  lange  m  >  n 
ist,  sondern  es  bleiben  noch  (m  —  n)  auch  weiter  der  Willkür 
anheimfallende  Parameter  übrig. 

Mithin  wird  die  Aufgabe,  falls  man  einen  Contact  von  der 
mton  Ordnung  verlangt,  durch  eine  einzige  Curve  aus  der  Schar 

V  =  9{sl  P>Pi»P3>    '-y  Vj 

gelöst;  die  Parameter  derselben  werden  vermittelst  der  Gleichun- 
gen (7)  als  völlig  bestimmte  Functionen  der  Coordinaten  x,  y  des 
Berührungspunktes  erhalten.  Soll  die  Ordnung  des  Contactes 
niedriger  sein,  so  genügt  eine  unbeschränkte  Anzahl  von  Cuneu 
unserer  Schar  der  Aufgabe,  soll  sie  grösser  sein,  so  kann  die  Auf- 
lösung höchstens  für  einzelne  Punkte  der  Curve  y  =  /*(x)  gelingen, 
in  denen  sich  die  überzähligen  Gleichungen  von  selbst  erfüllen. 
Es  gilt  denmach  der 

Lehrsatz  lY. 

In  jeder  Schar  von  Curven 

fi==<f{§l  P»  l>i>  P2»   •••»P,u)' 

welche  nach  (m  +  1)  Parametern  mit  einander  verwandt 
sind,  giebt  es  eine  einzige  Curve,   welche  mit  der  Curve 

y=/"(x) 
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in  dem  Punkto  (x,  y)  den  generell  höchsten  Gontact  von 
der  m**"  Ordnung  besitzt  Die  Parameter  p,  p^^p^,  •••>  Pj^ 
derselben  —  der  ^^ErflmmiingscarTe  Ton  y  =  f(x)  aas  Jener 
Sehar^^  —  sind  bestimmte  Functionen  der  Abscisse  x  des 
Berührungspunktes  und  lassen  sich  aus  den  (m-j- 1)  Crloi- 
chungen 

(8)  fix)  =  y  (x),  fix)  =  g>\x),  fix)  =  9>"(^), ....  /•"'\x)  =  5P^""(x) 

berechnen,  deren  rechte  Seiten  die  Derivirten  von  g>  nach 
§  für  g=x  bedeuten. 

«  Liegt  die  Tangente  in  dem  verlangten  Berührungs- 
punkte parallel  zur  Ordinatenaxe,  so  muss  man  bei  den 
Rechnungen  die  Coordinatenaxen  mit  einander  vertau- 
schen. 

Wollen  wir  beispielsweise  aus  der  Schar  grader  Linien 
^=rpg  +  p  ,  welche  durch  zwei  Parameter  p  und  p^  charakteri- 
sirt  wird,  diejenige  bestimmen,  welche  mit  der  Curve  y  =  /'(x) 
einen  möglichst  hohen  Gontact  besitzt,  so  müssen  wir  9)(g)=pg+PiJ 
g>  (x)  =  p  X  +  p  ,  9>'(^)  =  P>  9^  "W  =  9^  "W  =  •  •  •  =  0  setzen  und 
dann  nach  (8)  p  und  p    aus  den  Gleichungen 

px+p^=/'(x),  p=rw 

berechnen.  Die  Besultate  p  =  /"(x)  und  p^=f(x)  —  x/*'(x)  sind 
in  der  Gleichung  ^  =  p|-|-p  zu  substituiren;  was  —  wie  es 
nicht  anders  zu  erwarten  war  —  die  Gleichimg  der  Tangeute 

V  =  i-  /"  W  +  /"(x)  -  X  •  fix) .    ,  -  /-(x)  =  (I  -  X) .  fix) 

ergiebt.  Der  Gontact  ist  von  der  ersten  Ordnung,  falls  nicht  von 
selbst  f'\x)  =  f"\x)=  •••  =0  wird,  was  z.  B.  in  den  Wende- 
punkten von  j  =  f(x)  wenigstens  hinsichtlich  f'Xx)  zu  geschehen 
pflegt 

Die  Anwendung  auf  die  Bestimmung  des  Krümmungskreises 
werden  wir  im  nädisten  §  besprechen. 

Hier  soll  uns  noch  die  Umkehrung  des  allgemeinen  Problems 
beschäftigen,  nämlich  dasjenige:  die  Gleichung  der  Gurve  y  =  f(x) 
zu  finden,  wenn  die  Gleichung  ihrer  Erümmungscurve  gegeben  ist. 
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Die  letztere  erscheint,  nachdem  die  Parameter  sämmtlich  aus 

(8)  berechnet  sind,  laut  dem  obigen  Satze  in  der  Form  »^  =  ^  (g,  p), 
da  alle  Parameter  sich  als  Functionen  von  x  oder  anstatt  dessen 
als  Functionen  ton  einem  der  Parameter  darstellen;  sie  ist  also 
die  Gleichung  einer  Curvenschar,  deren  Verwandtschaft  durch  einen 
Parameter  p  vermittelt  wird;  und  j  =  f(x)  nimmt  die  Bedeutung 
der  „UniMUenden  dieser  Schares  d.  i.  die  Bedeutung  einer 
Curve  an,  welche  alle  Curven  dieser  Schar  berührt 

Nehmen  wir  an,   die  Umhüllende  einer  beliebig  gegebenen 
Curvenschar 

hätte  Existenz  —  was,  wie  wir  sogleich  sehn  werden,  durchaus 
nicht  immer  der  Fall  ist  —  und  nennen  den  Berührungspunkt 
wieder  (x,  y),  so  muss  deren  Gleichung  y  =  f(x)  mit  der  Gleichung 
7^  =  9)  (g,  p)  nach  (8)  durch  die  Relationen 

(9)  Ax)  =  9>(x,p).     r(x)  =  ^^^ 

verbunden  sein.  Aus  der  ersteren  von  diesen  folgt  aber,  weil  die 
Umhüllende  von  Punkt  zu  Punkt  eine  andere  Curve  aus  der  Schar, 
d.  i.  eine  Curve  mit  verändertem  p,  berührt: 

'  ^^~      dx      ~      bx       "^      bp      '  dx  * 
Dies  ergiebt  durch  die  Subtraction  des  Ausdrucks  (9)  für  f\x): 

b9)(x,p)    dp 


öp         dx 


=  0. 


Übe-   ^P 


»er  -j-^  lässt  sich  nur  aussagen,  dass  es  keine  generell  ver- 
schwindende Grösse  sein  kann,  weil  p  sonst  eine  Gonstante  wäre 
und  nicht  eine  Variable,  wie  wir  es  verlangen.    Daher  muss 

6y(x,p)_ 
öp      -" 

gemacht  werden;  so  dass  die  Umhüllende  durch  die  beiden  Glei- 
chungen 
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y=<P(x,p),    '-^^f-o 

bestimmt  wird,  von  denen  die  letztere  das  zu  einer  beliebigen 
Abscisse  x  gehörende  p  berechnen  lässt,  um  dann  aus  der  ersteren 
die  Ordinate  y  zu  finden. 

Freilich  ist  es  fraglich,  ob  sich  die  letzte  Gleichung  zur  Be- 
stimmung von  p  eignet;  denn  sie  thut  es  u.  a.  augenscheinlich 
nicht,  wenn  9D(x,p)  eine  ganze  algebraische  Function  ersten  Gra- 
des von  p  ist,  weil  p  dann  in  — ^         nicht  mehr  vorkommt  — 

op 

Dies  hat  zur  Folge,  dass  die  Gleichung  ~^^~^  =  0  höchstens 

für  einzelne  Werthe  von  x  Geltung  erlangt,  deren  Substitution 
m  y  =  gp  (x,  p)  weiter  nichts  leistet  als  die  Angabe  der  Ordinaten 
aller  Curven  jy  =  9)(g,p)  aus  der  Schar  für  g  =  x. 

Fragen   wir  nach  der  geometrischen  Bedeutung  dafür,   dass 

sich  die  Gleichung        ^^  '^^  =  0  zur  Bestimmung  von  p  eignet 

so  erhalten  wir  die  Antwort  aus  der  folgenden  Überlegung: 
Verändert  man  p  um  Jp,  so  stellen  die  Gleichungen 

zwei  Curven  der  Schar  imd  (g,  rj)  einen  Schnittpunkt  derselben 
dar,  falls  man  verlangt,  dass  |  und  tj  in  beiden  Gleichungen 
einerlei  Werth  haben.     Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

Daher  ergiebt  die  Gleichung 

öp 

die  Abscisse  g  eines  Schnittpunktes  einer  bestimmten  Curve 
^  =  gj  (g,  p)  aus  der  Schar  mit  der  in  continuirlicher  Folge  benach- 
barten Curve  ^  =  9)(g,  p  +  dp).  Daraus  folgt  dreierlei:  1)  dass 
die  Existenz  eines  solchen  Schnittpunktes  Bedingung  für  die 
Existenz  der  umhüllenden  Curve  ist,  2)  dass  diese  Schnittpunkte 
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auf  der  umhüllenden  Curve  liegen,  und  3)  dass  die  Anzahl  dieser 
Schnittpunkte  mit  der  Anzahl  umhüllender  Gurren  übereinstmimt, 
oder  —  wie  man  lieber  sagt  —  mit  der  Anzahl  der  Aste  der 
mnhüllenden  Curve. 

Die  Ordnung  des  Contactes  der  Umhüllenden  mit  der  Cur- 
venschar  bestimmt  sich  nach  (8)  daraus,  wie  weit 

dx"  bx^ 

ist,  oder  —  weil  das  p  in  der  ersten  Gleichung  (9)  /*(x)  =  gp(s,pi 
eine  Function  von  x  darstellt  —  daraus,  wie  weit 

d"y(x,p)  _  &°'y(x,p) 
dx"  bx"^ 

ist.  Die  zweite  Gleichung  (9)  erklärte  diese  Relation  gültig  für 
m=l.     Aus 

dy(x,p)  _  by(x,p) 

dx  bx 

folgt  aber: 

dV/)(x,p)  _  bV(x,p)         5V(x,p)     d j)  . 
dx^  bx'  öp.bx    *dx' 

so  dass  bei  einem  Contacte  zweiter  Ordnung 

b'fp(x,p)  ^^ 

öp'bx 
sein  muss. 

Gilt  überhaupt  fui'  irgend  eine  Nummer  n  die  Relation 

d''9)(x,p)         b^g)(x,p) 


dx'^  bx" 

so  folgt  aus  ihr: 

d"+V(x,p)  _  b"'^V(x,p)  _^  b"^V(x,pl.  Ap  . 


weshalb  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  nur  dann  mit  deui 
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ersten  Gliede  der  rechten  Seite  für  jedes  x  übereiustinuut,  wenn 

ist 

Die  Resultato    unserer   Untersuchung    über    die   Umhüllung 

lassen  sich  so  zusammenfassen: 

Lehrsatz  Y. 

Die  UmhflUende  einer  Curvenschar  y  =  9>(x,p)  wird 
durch  die  Elimination  des  Parameters  p  aus  den  beiden 
Gleichungen 

(10)  y=9'(x.p),   ^^=0 

gefunden.  Sie  existirt  nur  dann,  wenn  die  bei  stetiger 
Veränderung  des  Parameters  p  auf  einander  folgenden 
Gurven  der  Schar  sich  schneiden;  denn  sie  ist  mit  dem 
geometrischen  Ort  dieser  Schnittpunkte  identisch  und 
besteht  aus  so  viel  Ästen,  wie  viel  Schnittpunkte  zwei 
unendlich  benachbarte  Gurven  der  Schar  geben. 

Der  Gontact  der  Umhüllenden  mit  jeder  einzelnen 
Gurve  der  umhüllten  Schar  ist  von  derjenigen  Ordnung 
m,  bis  zu  welcher  die  Gleichungen 

^     ^       öp  '    öp.bx         '    öp.öx'       '"'   öp.öx"-^ 

Geltung  haben,  kann  aber  mit  einzelnen  Gurven  der  Schar 
von  höherer  Ordnung  sein. 

Zusatz. 

Ist  tp(x,y,p)  =  0  die  Gleichung  der  Gurvcnschar,  so 
wird  die  Umhüllende  durch  die  Gleichungen 

(12)  ^(x,y,p)  =  0,      ^^-(^f}±  =  0 

bestimmt. 
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Denn  man  erhält  die  zweite  Gleichung  (10)  aus  der  ersten, 
wenn  man  bei  ihrer  Differentiation  nach  p  beide  Coordinaten  x 
und  y  als  Gonstante  behandelt. 

Beispielsweise  besitzen  weder  eine  Schar  von  parallelen  Gra- 
den, noch  eine  Schar  von  concentrischen  Kreisen  eine  Umhüllende. 
Jede  Curve  ist  die  Umhüllende  der  Schar  ihrer  Tangenten. 

Als  ein  besonderes  Beispiel  wollen  wir  die  Aufgabe  auflösen: 
Die  Umhüllende,  derjenigen  Schar  von  Graden  zu  fin- 
den, deren  Abschnitte  zwischen  den  rechtwinkligen 
Coordinatenaxcn  die  constante  Länge  c  haben. 

Zu  dem  Zwecke  stellen  wir  die  Graden  der  Schar  in  der  Form 


dar.     Differentiirt  man  nach  dem  Parameter  p,   von  welchem  a 
und  b  abhängen,  so  folgt  (vergl.  (12)): 

X     da    ,    y     db       ^  da    ,   ,     db 

a*    dp  ^b'    dp  dp  ^       dp 

mithin  durch  Elimination  von  -^ —  und 


dp  dp' 


=  -^>     b  =  a  ^ 


ab  -r- 

x^ 


Setzt  man  dies  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  erhält  man: 
was  in  Verbindung  mit  a^+l5*=c*  ergiebt,  dass 


2 


3,3  3 

die  Gleichung  der  Umhüllenden  der  fraglichen  Schar  von 
Graden  ist. 
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Übrigens  ist  dies  auch  die  Umhüllende  aller  concentrischen 

X         y 
Ellipsen  — ^  -f-  ^  =  1  >  bei   welchen  a  +  b  ^  c  einen  constanten 
^     a         b 

Werih  besitzt;  während  die  durch  dieselbe  Gleichung  definirten 
Ellipsen,  wenn  a'-|~  b'=  c^  sein  soU,  von  einem  Quadrat  umhüllt 
werden,  dessen  Diagonalen  in  den  Coordinatenaxen  liegen  und 
=  2c  sind. 


§  130. 
Krümmungskreis,  Evolute,  Evolvente. 

Definition. 

-Unter  dem  Erflmmiuigskreise  einer  Curre  y  =  f(x)  lin 

Punkte  (x,  y)  wird  derjenige  Kreis  verstanden,  welcher 
sich  in  der  Nähe  dieses  Punktes  enger  an  die  Curve  an- 
schmiegt als  irgend  ein  anderer  Kreis.  Sein  Radius  heisst 
der  Erftmmungsradias  und  sein  Centrum  das  Krflmmungs- 
eentrum  der  Curve  in  diesem  Punkt. 

Bezeichnet  man  den  Krümmungsradius  mit  r,  die  Coordinaten 
des  Krümmungscentrums  mit  g  und  tj,  endlich  den  Coordinateu- 
wiiikel^)  mit  //,  so  kann  die  Gleichung  des  Krümmungskreises 
in  der  Form 

(1)  (|_x)*+(,-y)*+2(g~x)(,-y)cos//  =  r* 

dargestellt  werden,  weil  diese  Gleichung  nach  §  127,  (10)  aus- 
drückt, dass  der  Punkt  (x,  y)  die  Entfernung  r  vom  Punkte 
(g,  7/)  hat. 

Da  der  Krümmungskreis  demnach  zu  einer  Kreisschar  mit 
drei  Parametern  g,  ?;,  r  gehört,  so  kann  man  die  letzteren  nach 
§  129,  Lehrs.  IV  so  bestimmen,  dass  zwischen  dem  Kreise  (1) 
und  der  Curve  y  =  f(x)  im  Punkte  (x,  y)  ein  Contact  von  der 
zweiten  Ordnung  besteht,  generell  aber  keinen  höheren  Contact 

')  Nimmt  man  das  Coordlnatensystem  von  vorne  herein  als  rechtwink- 
lig an,  so  vereinfacht  sich  die  Betrachtung  in  so  fem,  als  dann  cos^^O, 
sin^  =  l  ist. 
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erzwingen.     Und  dies  drückt  sich  nach  §  129,  (6)  dadurch  aus. 

dass  dem  Kreise  und  der  Curve  y  =  f(x)  im  Punkte  (x,  y)  über- 

dy  dV 

einstimmende  Werthe  von  -^  und  von  — ^  zukommen,  oder  — 

dx' 
wenn  man  nach  einer  andern  Variabeln  als  x  differentiirt  —  dass 

im  Berührungspunkt   die  Relationen  zwischen  x,  y,  x',  y',  x",  y" 

für  die  Curve  und  für  ihren  Krümmungskreis  identisch  sind. 

Wir  werden,  um  diese  Relationen  zu  erhalten,  daher  die 
Gleichung  (1)  zweimal  dififerentiiren,  hierauf  die  zusammengehöri- 
gen Werthe  von  x,  y,  x',  y',  x",  y"  aus  der  Curve  y  =  /'(x)  ent- 
nehmen und  schliesslich  g,  tj,  r  aus  den  so  gewonnenen  drei  Glei- 
chungen berechnen. 

Man  findet  durch  die  Differentiation  —  bei  welcher  bloss  x 
und  y  variabel  sind: 

(2)  (g  — x).[x'+  y'cos//]  +  (7/--y).[y'+  x  co8//]  =  0, 

(3)  (g  —  x) .  [x"+  y"cos  (4']  +  (?]  —  y)  •  [y "+  x'cos  /i]  =  s'  *, 

wobei  zur  Abkürzung  die  Bogenabscisse  s  gemäss  der  Relation 

(4)  s  =  X  +  y   +  2  x  y  cos  |t/ 

(vergl.  §  124,  (1))  eingeführt  ist. 

Die  Mühe,  die  beiden  Unbekannten  (g  —  x)  und  {r}  —  y)  direct 
aus  (2)  und  (3)  zu  berechnen,  ist  gering;  man  kann  dabei  aber 
auch  als  Zwischenstufe  die  beiden  Gleichungen: 

(5)  (x'y"—  y'x") .  |(g _ x)  +  (??  —  y) cos ^}  =  —  y- s'*, 

(6)  (x'y"—  y'x")  •  {  (g  —  X)  cos  //  +  (;;_  y)  }  =  +  x'.  s'^ 


benutzen,  welche  aus  (2)  und  (3)  hervorgehn,  wenn  man  sie  von 
einander  subtrahirt,   nachdem  sie  beziehungsweise  mit  y"  und  y 
oder  mit  x"  und  x'  multiplicirt  sind. 
Man  erhält: 


(7)  |-x  =  - 


8         X  COS  //  +  y 


'  t    "//  ?     IT 


sin/M^    xy  —  yx 


(9.\  ..      tr  — J_    ^^       x  +  y'cos// 


-.- — . .-  • 


sin^*    xy  —  yx 
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Substituirt  man  diese  Werthe  in  (1)  und  beachtet  bei  der 
Rechnung,  dass 

(x'+y'co8//)  +  (y'+x'co8//)  —  2(x'+y'cos^)(y'+x'co8^)  co8^ 
=  (x   +  y   +  2  X  y  cos ,«/)  •  sin  ^  =  s  •  sin  jm 

ist,  so  ergiebt  sich  femer: 

(9)  r=  ^' 


X  y  —  y  X  )  •  sin  ^ 

Hinsichtlich  der  letzten  Formel  bleibt  noch  zu  bemerken, 
dass  ursprünglich  die  Gleichheit  der  Quadrate  ihrer  beiden  Seiten 
ermittelt  wird,  weshalb  nur  die  Gleichheit  von  r  mit  dem  abso- 
luten Werthe  der  rechten  Seite  behauptet  werden  kann.  Wir 
setzen  willkürlich  fest,  dass  r  stets  als  mit  demjenigen 
Vorzeichen  behaftet  angesehn  werden  soll,  welches  ihm 
die  Relation  (9)  ertheilt,  und  wollen  uns  jetzt  danach  umsehn, 
welche  geometrische  Bedeutung  in  dieser  Festsetzung  liegt. 

Nach  §  126,  (1)  ist 

xy  —  yx  )'Sin^  =  T«8  . 
Setzt  man  dies  in  (7),  (8)  und  (9)  ein,  so  folgt: 


,.^.          -                   x'cos//  +  y'  dx       ^  dy        1 

(10)        g-x= 'lJr^  =  _        .cot//--/ 


T  sin//  dr  dr     sin// 


9 


')  Den  reciproken  Werth  des  Krümm angsradius,  nämlich 

1        dr 
r        (1 8 

nennt  man  das  Mass  der  Krümmung  oder  schlechthin  die  Krümmung 
der  Curve  im  Punkte  (x,  y).  Diese  Benennung  leitet  ihren  Ursprung  aus 
der  folgenden  Erwägung  ah: 

Jeder  einzelne  Kreis  ist  üherall  gleich  krumm,   weil  er  sich  in  sich 
selbst  verschieben  lässt,  und  die  verschiedenen  Kreise  sind  desto  krummer, 
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Aus  der  letzten  Gleichung  geht  hervor,  dass  wir  r  als  paatir 
annehmen,  wenn  die  Bogenabscisse  s  und  der  Richtungswinkel  r 
ihrer  Verlängerung  gleichzeitig  wachsen,  d.  h.  nach  §  126,  wenn 
die  Verlängerung  der  Bogenabscisse  rechtläufig  gegen  ihre  Tau- 
gente liegt.  Nimmt  man  hinzu,  dass  der  Erümmungskreis  nach 
§129,  Lehrs.  lU  auf  derselben  Seite  der  Tangente  liegen  mu^ 
wie  die  Gurve,  so  haben  wir  demnach  die  folgende  Bestimmung 
getroffen: 

Wir  sehn  den  Krümmungsradius  r  einer  Gurve  als  posi- 
tiv oder  als  negativ  an,  je  nachdem  die  Verlängerung 
der  Bogenabscisse  s  gegen  den  sich  ihr  anschmiegen- 
den Theii  der  Tangente  reehtlSofig  oder  rflekUoflg  liegt 
—  In  einem  rechtwinkligen  Goordinatensystem,  wel- 
ches seinen  Nullpunkt  im  Berührungspunkte  hat  und 
den  sich  an  die  Bogenabscissenaxe  anschmiegenden 
Theil  der  Tangente  als  Abscisseuaxe  besitzt,  ist  r  die 
positive  oder  negative  Ordinate  des  Krümmungscen- 
trums, je  nachdem  die  beiden  Goordinatensysteme  Iso- 
trop oder  ant Itrop  liegen. 

je  kleiner  ihr  Radius  r  ist.    Daher   nimmt  die  Krümmung  in  demselben 

Sinne  zu,  wie  der  Werth  des  Bruches  —    Kommt  man  also  flberein,  zn 

r 

sagen,  eine  Curve  sei  im  Punkte  {x,y)  mit  ihrem  Krümmungskreist 

gleieh  krumm,  so  wird  der  qualitative  Begri£f  der  KrQmmung  einer  Corvf 

in  der  Nähe  eines  Punktes  durch  die  Quantität  —  messbar  —  d.  i.  der  Ver- 
anschaulichung vermittelst  mitgetheilter  Zahlen  zugänglich  —  in  ähnlicher 
Weise,  wie  die  Farbe  durch  die  Länge  der  Lichtwelle. 

Freilich  leiden  die  beiden  erwähnten  Reductionen  von  Qualitäten  mit) 
Quantitäten  auf  einander  an  derselben  Iln Vollkommenheit,  dass  man  zan^ 
Zwecke  der  vollständigen  Interpretation  der  mitgetheilton  Zahlen  noch  die 
Längeneinheit  vor  Augen  haben  muss,  auf  welche  sich  die  Zahlen  beziehn 

Denn  dass  das  Mass  der  Krümmung  ^=*  —  *  der  Krümmungsradius  also  =  - 

ist,  befähigt  nicht  zur  Construction  des  gleich  krummen  Kreises,  wenn  miL 
die  Längeneinheit  nicht  kennt,  welche  der  numerischen  Angabe  zu  Gnuide 
liegt.  Mit  andern  Worten:  Dieselbe  Gleichung  y='/'{x)  ergiebt  bei 
verschiedenen  Längeneinheiten  nicht  congruente,  sondern  nur 
ähnliche  Curven. 


—     689     — 

Hinsichtlich  der  geometrischen  Bedeutung  der  Gleichungen  (2) 
und  (3)  verlohnt  es  sich,  noch  Folgendes  hervorzuheben: 

Die  Gleichung  (2)  stimmt  mit  der  Gleichung  §  128,  (9) 
der  Normale  von  y  =  f(x)  überein,  zeigt  also  an,  dass  das 
Krümmungscentrum  auf  der  Normale  des  fraglichen  Cur- 
venpuuktes  liegt.  Die  Gleichung  (3)  spricht  daher  aus, 
dass  das  Krümmungscentrum  die  Grenzlage  des  Schnitt- 
punktes zweier  unendlich  genäherten  Normalen  ist;  denn 
bezeichnet  man  die  Gleichung  (2)  der  Abkürzung  wegen  als 
9  (x,  y;  g,  TJ)  =  0,  so  hat  die  Gleichung  der  benachbarten  Normale 
die  Form  9p(x  +  ^x,  y +  ^y;  s>  ^)  =  0,  und  der  Schnittpunkt 
(s,  ff)  beider  Normalen  erfüllt  die  Gleichung  9)  (x+ Jx,  y  +^y;  g,  ^) 
—  9)(x,  y;  g,  7^)=rO,  welche  in  (3)  übergeht,  wenn  nach  der  Divi- 
sion mit  dem  Zuwachs  der  unabhängigen  Variabein  der  Grenz- 
werth  bestimmt  wird.  —  Das  Erstere  ergiebt  sich  übrigens  auch 
aus  der  Erwägung,  dass  der  Krümmungskreis  einerlei  Tangente 
mit  der  Curve  im  Berührungspunkte  haben  muss;  und  hieraus 
folgt  dann  das  Zweite  ebenfalls.^) 

Werden  rechtwinklige  Coordinaten  vorausgesetzt,  so  ver- 
einfacht sich  die  Rechnung  wesentlich,  denn  die  Ausgangsglei- 
chungen (1),  (2)  und  (3)  lauten  alsdann: 

(13)  (g-x)*     +(,_y)*=r». 

(14)  (g_x).x'  +  (,_y).y'  =  0, 

(15)  (§  -  x) .  x"+  (,  -  y) .  y"=  b"=  x'»+  y'*. 


')  Geht  man  von  diesen  Erwägungen  aus,  so  folgt,  weil  die  Tangente 
und  die  Normale  sich  um  gleiche  Winkel  drehen,  nach  dem  Satze  über 
Radius,  Bogen  und  Ceutriwinkel  beim  Kreise  ohne  Weiteres: 


.    ds 
r  = 


dr 


folglich  muss  dieselbe  Eelation  gelten,  wenn  man  unter  s  die  Bogenabscisse 
der  Curve  y  =  /'(x)  versteht. 

W&hlen  wir  das  obere  Vorzeichen  und  machen  die  oben  ausgeführten 
Erwägungen  über  die  Bedeutung  dieser  Wahl,  so  erkennen  wir,  dass  der 
Richtungswinkel  des  vom  Punkte  (x,  y)  zum  Krtimmungscontrum  (^,  tu)  führen- 

den  Strahls  =t  +  —  ist,  wo  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  gilt,  je 

Worpitxicy,  Differential-  u.  Intognireehnang.  44 
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Die  Resultate  bei  rechtwinkligen  Coordinaten  sind: 


(16)g-x=--,4^ 


r 


f    ir 


xy  — yx 


.4y__^Ji_i_fiyV|.iX 

(1t  ~       dx    j_  ^\dx/J"dx' 


(17)  ,-y: 


+  --' 


=  +  — =  + 

xy  — yx  dT 


/     tt 


'  +  (fe}T^^ 


/3 


(18)         r  = 


t     ff 


/     tf 


xy  — yx 


da 
dr 


^+i\\ 


n2 


«. 


■    dx' 


Stellen  wir  uns  jetzt  vor,  dass  der  Berührungspunkt  der  Cane 
j  =  f(x)  mit  ihrem  Krümmungskreise  (1)  auf  der  ersteren  gleite, 
so  wird  das  Krümmungscentrum  (§,  rf)  seinen  Ort  ebenfalls  ändern 
und  dabei  eine  stetig  zusammenhängende  Curve  beschreiben,  »^ 
lange  g  und  tj  stetige  Functionen   von   x   und   y  bleiben.     Dies 

d  y 
fijidet  jedenfalls  statt,  so  lange  — -^  sich  stetig  ändert  und  nicht 

dx 
verschwindet,  während  die  Stetigkeit  der  Bahn  des  Krümmungs- 


nachdem  r  einen  positiven  oder  einen  negativen  Werth  annimmt.    Hieraus 
folgt  nach  §  121,  (6): 

I  — X  v  —  y  ±r 


sin(^  — ra.|-)         sin(r±|) 


f^^-x 


V 


—  cos  (jU  —  t) 


+  COST 


Sin  u 


+  r   . 


$  -  X  =  — 


d  B       COS  (jz  —  t) 


dr 


sinfi 


d  s      cos  r 


"  -  y  =' +  d-r  •  iET^ ' 

was  wegen  der  Gleichung  §  124,  (2)  mit  den  obigen  GleichuDgen  (10>  oBd 
(11)  übereinstimmt. 

Diese  als  einfacher  und  eleganter  erscheinende  Ableitong  haben  wir  m 
Texte  nicht  gewählt,  weil  die  Einfachheit  und  Eleganz  in  der  That  nickt 
vorhanden  sind,  falls  die  Schlüsse  überall  völlig  sicher  bleiben  sollen. 
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^  =  0  ist  - 


centmins  überall  unterbrochen  wird,  wo  — ^  =  0  ist  —  vergl. 
(7),  (8)  und  (16),  (17).  .       ^^ 

Benutzen  wir  von  jetzt  ab  der  grösseren  Bequem- 
lichkeit wegen  nur  rechtwinklige  Coordinaten  —  wodurch 
wir  uns  auf  das  Formelsystem  (13)  bis  (18)  beschränken  —  und 
differentiiren  die  Gleichung  (14),  indem  wir  g  und  tj  ausser  x 
und  y  als  veränderlich  ansehn,  so  erhalten  wir  das  Resultat,  dass 
die  Veränderungen  von  §  und  fj  der  Gleichung 

g'.  x  +  71'  y'-f-  (g  —  x) .  x"+  (17  —  y)  •  y"=  s'* 

genügen,  dass  also  —  wie  man  vermittelst  der  Subtraction  der 
Gleichung  (15)  findet  —  die  Gleichung 

(19)  r-x'+>?'y'=0,     ||.|Z.+  1  =  0 

erfüllt  wird. 

Dieselbe  bedeutet  nach  §  127,  (4),  da  4  -  und  4v  die  Tan- 

'  dx  dg 

genten  der  Richtungswinkel  der  Berührenden  an  die  Curve  y  =  /*(x) 
im  Punkte  (x,  y)  und  an  die  Bahn  des  Krümmungscentrums  im 
entsprechenden  Punkte  (g,^)  sind,  dass  diese  beiden  Berührenden 
auf  einander  senkrecht  stehn,  dass  also  die  Normale  der  Curve 
j==f(x)  Tangente  der  Bahn  des  Krümmungscentrums  ist. 

Dasselbe  Resultat  folgt  auch  daraus,  dass  die  Bahn  des 
Krümmungscentrums  der  Curve  y  =  /'(x)  nach  §  129,  Lehrs.  V 
die  Umhüllende  der  Schar  ihrer  Normalen  ist,  weil  die 
unendlich  benachbarten  Normalen  sich  —  nach  (3)  oder  (15)  — 
im  Krümmungscentrum  schneiden. 

Die  Bogenabscisse  a  der  Bahn  des  Krümmungscentrums  steht 
in  einem  eigenthümlichen  Zusammenhang  mit  dem  Kinimmungs- 
radius  r.     Differentiirt  man  nämlich  die  Gleichung  (13),  so  folgt: 

(g  —  x)  (g'—  x)  +  (^  —  y)  (^ '—  y  )  =  rr , 

was,  nachdem  man  die  Gleichung  (14)  addirt  hat,  für  die  Ver- 
änderungen von  g,  1]  und  r  ergiebt: 

(g  — x).g'+(^  — y)-V=rr, 

y    __   g  — X       g_  7]  —  J       fj' 


0  r         ö  r         ö 


44' 
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Die  rechte  Seite  dieser  letzten  Gleichung  ist  aber  der  Cosinus 
desjenigen  Winkels,  welchen  die  Richtung  des  Krümmungsradius  r 
vom  Punkte  (x,  y)  aus  mit  der  Richtung  des  wachsenden  o  vom 
Punkte  (g,  7i)  aus  einschliesst  —  vergl.  §  127,  (1)  und  §  122,  (7), 
so  wie  §  124,  (2).  Da  dieser  Winkel  nach  dem  Obigen  =  0  oder 
=  jr  ist,  je  nachdem  r  und  ö  gleichzeitig  wachsen  und  abnehmen 
oder  dies  nicht  thun,  so  ergiebt  sich  in  demselben  Sinne 


(19) 


r  =  +  o. 


Hieraus  folgt  durch  Integration  unter  Beziehung  der  oberen  und 
der  unteren  Vorzeichen  auf  einander: 


(20) 


I       r=+ö+ 
1    Jr  =  +  J(J, 


r  =  +  ö  -f-  Const., 

ahs-  Ar  =  &})»' Aö. 


Da  mithin  die  absoluten  Werthe 
der  Veränderungen  von  r  und  o 
einander  gleich  sind,  so  zeigt  dies, 
dass  (x,  y)  als  ein  bestimmter 
Punkt  eines  auf  die  Bahn 
des  Krümmungscentrums  bis 
zum  Punkte  (^fj)  aufgelegten 
(biegsamen  aber  nicht  ausdehn- 
samen)  Fadens,  welcher  in  der 
Richtung  von  deren  Tangente 
gespannt  erhalten  wird,  die 
Curve  j  =  f(x)  beschreibt,  so- 
bald man  den  Faden  auf  dif 
Bahn  des  Krümmungscen- 
trums (g,  Tj)  weiter  auf-  oder  von  ihr  abwickelt 

Andere  Punkte  des  Fadens  beschreiben  dabei  andere  Curven. 
Und  es  ist  auch  nicht  nöthig,  nur  solche  Punkte  ins  Auge  /!> 
fassen,  welche  in  der  tangentiellen  Verlängerung  des  Fadens  liegen, 
sondern  man  kann  sich  anstatt  der  letzteren  eine  starre  Grad« 
mit  einem  auf  ihr  festen  Punkt  denken,  welche  sich  auf  der  Bsi\m 
des  Krümmungscentrums  —  ohne  zu  gleiten  —  wälzt 

Hieraus  entspringen  die  folgenden  Benennungen  und  Begriffe: 
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Deflnitlon. 

Die  Bahn  des  Krümmungscentrums  einer  Curvo  heisst 
die  Eyolute  oder  Abgewickelte  der  letzteren.  Die  Bahn, 
welche  ein  beliebiger  Punkt  einer  starren  Graden  be- 
schreibt, wenn  diese  sich  als  Tangente  auf  einer  Gurve 
wälzt,  heisst  eine  Eyclyente  oder  Abwickelnde  der  letz- 
teren. 

Lehrsatz  I. 

Die  Coordinaten  §  und  //  der  EYOiute  einer  Curve 
y  =  f(x)  werden  durch  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  oder 
(10)  und  (11)  oder  —  bei  einem  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystem  —  durch  die  Gleichungen  (16)  und  (17)  be- 
stimmt, die  abgewickelte  Fadenlänge  r  durch  (9),  (12) 
oder  (18).  Die  letzteren  rectificiren  die  Evolute  (ohne 
Integration)  in  Verbindung  mit  (20). 

In  Bezug  auf  die  Rectification  der  Evolvente  bleibt  noch 
zu  erwähnen  übrig,  dass  es  nicht  gestattet  ist,  in  (20)  oder  in 

(21)  ö  =  +  r  +  Con8t. 

das  beliebig  gelassene  Vorzeichen  einfürallemal  bei  einer 
gegebeneu  Evolvente  zu  wählen.  Man  muss  im  Gegen- 
theil,  falls  der  Ausdruck  für  den  Evolutenbogen  c  bei 
fortschreitender  Abwickelung  wachsen  soll,  überall  dort 
mit  dem  Vorzeichen  vor  r  in  (21)  wechseln,  wo 


r  =  s 


sein  Vorzeichen  ändert,  d.  h.:  wo  r  ein  Maximum  oder  ein 
Minimum  ist. 

Auf  die  interessanten  Beziehungen,  welche, die  Evolute  der 
Evolute,  deren  Evolute  und  überhaupt  die  Evoluten  höherer  Ord- 
nung zur  Grundcurve  und  unter  sich  haben,  können  wir  hier 
nicht  näher  eingehn.  Dieselbep  sind  zum  Theil  von  sehr  einfacher 
Natur.    Z.  B.  werden  die  Krümmungsradien  der  Reihe  nach  oflfen- 

ds       d's       d's 
bar  durch    ,-  ->      -3'  5-'  •  •  •  dargestellt,  was  den  Coefficien- 

^  ^      Ar        dr 
ton  der  Taylorschen  Entwickelung  von  s  nach  r  eine  anschauliche 

Bedeutung  giebt. 
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Nach  dem  Obigen  entstehn  aus  einer  Curve  7;  =  y(sj 
unbeschränkt  viele  Evolventen,  da  jeder  Punkt  (x,  y)  der 
abwickelnden  Tangente  eine  besondere  Evolvente  beschreibt 

Nimmt  man  die  Bogenabscisse  c 
als  aus  solcher  Richtung  kommend 
an,  dass  der  vom  Berührungspankt 
(g,  fj)  nach  dem  Punkte  (x,  y)  hin 
führende  Theil  der  Tangente  zur 
gradlinig  gespannten  Yerlängeniiig 
von  ö  wird,  und  bezeichnet  diese 
Verlängerung  durch  r,  so  ist  luich 
§  121,  (7): 


(22J 


dg 


V  _ 


d^ 


dö 


—  weil  -^—  und  -^^  den  Cosinus  und  den  Siims  des  Richtungs- 
dö  dö 

winkeis  von  r  bedeuten  —  und  ausserdem  nach  dem  Begriff  der 
Abwickelung: 

(23)  r  +  ö  =  Const.,     -    -=-1. 

Differentiirt   man   mit   Berücksichtigung   des   zuletzt   angeführten 
Werthes  die  beiden  aus  (22)  folgenden  Gleichungen 


80  erhält  man: 


x=^  +  r 


dx 


di 
dö 


drj 


unrl  hieraus:       • 
(Ix     dg    .    d 


d  ö*  '      d  ö 


dö* 


da    d  üf 


dö    dö       '^Idö    dö*    '    dö     dö* 


Es  folgt  abor  aus  der  bekannten  Relation 


f  AI  Y+  (ii)- 1 
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dass  der  Inhalt  der  letzten  Klammer  =  0,  mithin  dass 

'  ^  I     '    '     A        dy     dw 

ist. 

Das  Letztere  lässt  sich  nach  §  127,  (4)  so  interpretiren: 
Jede  Tangente  einer  Curve  ist  die  gemeinsame  Normale 
ihrer   sämmtlichen   Evolventen,    der   Berührungspunkt 
das  gemeinsame  Erümmungscentrum  der  letzteren  und 
die  Curve  selbst  deren  gemeinsame  Evolute. 

Man  pflegt  Curven,  welche  lauter  gemeinsame  Normalen  be- 
sitzen, parallel  zu  nennen.  Wir  wollen  uns  davon  überzeugen, 
dass  sie  Evolventen  einer  einzigen  Curve  sein  müssen  —  was  sich 
besser  so  aussprechen  lässt,  dass  sie  auf  den  gemeinsamen  Nor- 
malen einen  constanten  Abstand  von  einander  haben,  da  dann  die 
parallelen  Graden  mit  eingeschlossen  werden,  welche  keine  Evo- 
lute haben. 

Zu  dem  Zweck  differentiiren  wir  die  Gleichung 

(x-x,)+(y-y^)=r*, 

welche  ausdrückt,  dass  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  (x,  y) 
und  (x  ,  y  )  mit  r  benannt  werden  soll,  nach  irgend  einer  Varia- 
bein, welche  die  gleichzeitig  vorzunehmenden  Verschiebungen  dieser 
Punkte  auf  irgend  welchen  Linien  charakterisirt.     Es  folgt: 

(x  —  Xj)  •  (x  —  x/)  +  (y  —  yj  •  (y — y/)  =  r .  r. 

Die  Bedingung,  dass  die  beiden  Punkte  (x,  y)  und  (x  ,  y^)  auf 
einer  einzigen  Normale  dieser  beiden  Linien  liegen,  drückt  sich 
nach  §  128,  (9')  so  aus: 

(x  — X^).X    +(y— yj.y'  =0, 

(x  — xj.x/+(y  — y^).y/=0. 

Mithin  ergiebt  sich: 

r'r'=  0, 

oder  weil  der  Abstand  r  generell  nicht  verschwindet: 

r'=  0,    r  =  Const. 
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Damit  ist  bewiesen,  dass  je  zwei  parallele  Curven  auf  ihren 
gemeinsamen  Normalen  einen  constanten  Abstand  von 
einander  haben,  und  dass  die  Umhüllende  der  gemein- 
samen Normalen  die  gemeinsame  Evolute  der  parallelen 
Curven  ist. 
Endlich  wollen  wir  noch  die  Gleichung  der  Evolvente  einer  Curve 
aufstellen.    Dieselbe  ist  offenbar  nichts  anderes  als  das  Elimina- 
tionsresultat von  g,  fjy  r  und  a  aus  (22),  (23)  und  der  Relation 

<J    =  ö    +  7    +  2-g^COS/E/, 

welche  zwischen  g,  //  und  ö  nach  §  124,  (1)  besteht.  Die  letz- 
tere erfordert  jedenfalls  eine  Integration,  was  die  praktische  Aus- 
führung (im  Gegensatz  zur  Bestimmung  der  Evolute)  erschwert. 
—  Da  die  Relationen  (22)  und  (23)  bei  jedem  Coordinatenwinkel 
gelten,  so  ergiebt  sich  demnach  der 

Lehrsatz  II. 

Bestimmt  man  die  Bogenabscisse  ö  der  Curve  rj  =  g:  (|i 
so,  dass  sie  in  der  Richtung  des  gespannten  tangentialen 
Fadens  wächst,  so  erhält  man  die  Coordinaten  x  und  y 
einer  Evolvente  aus  der  Relation 

^     '  dg  Ar,  d<J 

d.  i.  aus  den  Gleichungen 


(25)  x  =  g  — (ö  — c) 


(26)  y  =  ,;-(<X_c) 


d<J 

Ai] 


Die  verschiedenen  Evolventen  unterscheiden  sich  durch 
verschiedene  Werthe  der  Constanten  c. 
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§  131. 

Beispiele  für  die  KrUmmungskreise,  Evoluten  und 

Evolventen. 

L 

Der  Krümmungsradius  der  Kegelschnitte. 

Nach  §  123,  IV  ist 

(1)  ^  =  T^    - 

1  -|-  fc  COS  9^ 

die  focale  Polargleichuiig  sämmtlicher  Kegelschnitte;  die  letzteren 
unterscheiden  sich  nur  durch  die  Werthe  der  Gonstanten  €  und  p. 
In  rechtwinkhgen  Goordinaten  folgt  hieraus,  wenn  man  v  cos  q> 
=  x,   v*=  x*-t- y*  einführt: 

Durch  Differentiation  ergiebt  sich: 

y^^  =  -pfc  — (1  — t  )x, 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  mit  Benutzung  der  vorangehenden: 

—  p*t*  —  2pt(l  — e*)x  — (l-t*)*!* 

=  -p» 

und  demnach  auch: 

ux/  dx  y  y 


2 
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Mithin  erhält  man  nach  §  130,  (18)  für  den  Krümmungsradius  r 
den  Ausdruck: 

P  P    ' 

oder,  wenn  man  die  Polarcoordinaten  restituirt: 

(4)  r  =  — -\^.(l+^'+2£cos(^)'. 

P 

Die  Subnormale  n  auf  der  Abscissenaxe  wird  nac)i  §  122,  (4)  durch 
die  Formel 

dx 

ausgedrückt    Hieraus  folgt  für  denjenigen  Theil  Hl  der  Normale, 
welcher  zwischen  der  Gurve  und  der  Abscissenaxe  liegt: 

2" 


<){*=  y*+  n»=  y* 


'+(1^) 


Bei  doii  Kegelschnitten  ist  daher 

(5)  9l*=p*+a»y*, 

was  vermittelst  der  Substitution  in  (3)  zu  dem  Resultate  führt: 
Giebt  man  dem  zwischen  der  Curvc  und  der  Abscissen- 
axe liegenden  Theil  ^3i  der  Normale  einerlei  Vorzeichen 
mit  dem  Krümmungsradius  r,  so  wird  der  letztere  bei 
allen  Kegelschnitten  durch  die  Formel 

(6)  r  =  -4- 

P 
dargestellt. 


')  Bezeichnet  man  durch  %  und  X^  die  entsprechenden  Theile  der 
Normale  und  der  Tangente  bei  Polarcoordinaten  und  durch  ce»  den  Rich- 
tungswinkel der  Tangente,  so  ist  nach  %  123,  IV: 

v9l  =  piRj=  ty-Xi,         v  =  9ii-  sin« 

mithin  u.  a.  auch: 

V  Y  /        sm  or 
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Aus  der  Gleichung  (6)  folgt,  dass  die  absoluten  Werthe  von  r 
und  ^}l  gleichzeitig  wachsen  und  abnehmen,  und  aus  (5),  dass 
diese  Veränderungen  gleichzeitig  mit  den  analogen  Veränderungen 
von  y*  vorgehn.  . 

Daher  besitzt  der  Krümmungsradius  bei  allen  Kegel- 
schnitten einen  Minimalwerth  abs*r==p  in  den  Scheitel- 
punkten der  Hauptaxe  (in  denen  y  =  0  wird),  und  die  Evo- 
lute an  solcher  Stelle  eine  Spitze  (weil  r  die  tangentiale  Ent- 
fernung der  Evolute  vom  Kegelschnitt  ist). 

Wir  haben  oben  femer  gefunden: 


dx 

fl  -y 

dx 


=:-  2p6  — 2(1— £^)X, 


=  -2(1  ~^'). 


d.y* 
Bei  der  Parabel  verschwindet  — =^^  nicht,  weil  sie  durch 

g         dx 

d  •  y 
8  =  1  chai*akterisirt  ist,  was  —i^~  =  —  2  p  e  macht  und  demnach 

dx 

anzeigt,  dass  der  Kriünmungsradius  vom  Werthe  p  aus  wächst, 
ohne  jemals  wieder  abzunehmen. 

Übrigens  wächst  9{,  und  demnach  auch  r,  bei  unendlich 
wachBeudem  y  unendlich.  Dasselbe  muss  auch  bei  der  Hyperbel 
geschehn,  welche  ebenfalls  die  unendliche  Vergrösserung  von  y 
zulässt. 

Parabel  und  Hyperbel  also  werden  desto  weniger  krumm, 
je  weiter  man  sich  vom  Scheitel  entfernt.  Bei  der  Ellipse  da- 
gegen giebt  es  Minima  der  Krümmung,  d.  i.  Maxima  von  abs*r. 

Denn  verschwindet  -  -3- —  >  so  ist  x  = — ^^  und  y  ^=  -  -  -  —  5 

was  nur  bei  Ellipsen  einen  reellen  Werth  von  y  ergiebt,  weil  nur 

bei  ihnen  1  —  a^>0  ist.     Das  Eintreten  eines  Maximums  von  y* 

d'.y' 
und  r  ist  gesichert  durch  den  negativen  Werth  von  -^  -  • 

dx 
Diese   Minimalkrümmung   besitzt   die   Ellipse   in   den 

Scheiteln   der   kleinen   Axe;    denn   substituirt   man   in   ihrer 

Gleichung  (2) 
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SO  erhält  man  die  Mittelpunktsgleichung: 


p  p 


Und  der  Krümmungsradius  erlangt  an  der  Stelle  der  Mini- 
malkrümmung den  Werth: 

r  = P 

(1-**) 

Selbstverständlich  liegen  auch  hier  Spitzen  der  Evolute. 

Anmerkimg. 

Die   Gleichung    der   Evolute    eines    beliebigen  Kegelschnitt« 

dT 
würde   sich  durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  von  -,— 

d^y 
und  — y  in  §  130,  (17)  und  (18)  ohne  Weiteres  au£Btellen  lasseu- 

dx 
Wir  ziehn  es  jedoch  vor,   die  verschiedenen  Classen  der  Kegi'l- 
schnitte  gesondert  zu  betrachten,  weil  ausser  der  schon  erwähnten 
Lage  der  Spitzen  nur  wenig  wichtige  gemeinsame  Eigenschaften 
gefunden  werden. 

IL 

Evolute  der  Parabel. 

Die  Scheitolgleichung  der  Parabel 

(7)  y'=2px 

ergiebt: 

dx  d  X        . 
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Setzt  mau  diese  Werthe  in  §  130,  (17)  und  (18)  ein,   so  erhält 
mau  die  Gleichungen  der  Parabelevolute: 


."      P+/-       P  +  3X. 

(8) 

1    '               p*                   P 

oder: 

(9) 

27p.//     8.(|-p)'. 

Demnach  ist  g  =  p  =  0S  =  2-0F  der  kleinste  Werth,   welchen 
die  Abscisse  der  Parabelevolute  annehmen  kann,  was  damit  über- 


einstimmt, dass  nach  I  der  Krümmungsradius  r  seinen  kleinsten 
Werth  p  im  Scheitel  0  annimmt 
Da  die  erste  Derivirte,  nämlich 

d »/  _  1  /2(§-p) 


d| 


\ 


3p 
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für  |  =  p  verschwindet,  so  ist  OS  die  Tangente  der  Evolute  in  S.. 
was  eine  Spitze  der  letzteren  in  S  bedingt. 
Femer  erhält  man: 

d^T]  1 


_d^_2(g-p) 

dg*       g-Vp 

Der  letzte  Ausdruck  hat  überall  einen  positiven  Werth.    Mithin 
ist  die  Evolute  überall  gegen  die  Abscissenaxe  convex. 

Da  der  Krümmungsradius  PR   der  Parabel  —  absolut  ge- 
nommen —  nach  (3)  und  (8)  den  Werth 

hat,  so  ist  die  Länge  des  Evolutenbogens 
(10)  SR:^PR  — 0S  =  -^?^-^^ U, 

sysp 

wo  g  die  Abscissc  des  Punktos  R  bedeutet. 

An  den  Stellen,  welche  die  Parabel  (7)  und  ihre  Evolute  (^< 
gemein  haben,  müssen  die  beiden  Gleichungen 

y'=2px,       27py'=8(x-p)' 

gleichzeitig  erfüllt  werden.     Durch  die  Elimination  von  y  ergieU 
sich  aus  ihnen: 


8 


2. 


4(x-p)  =  27p'x. 

Diese   Gleichung  hat   offenbar    nur   eine   reelle   Wurzel    x  =  4p. 
Dazu  gehört  y=r  +  2p-y2. 

Der  Evolutenbogen   von   der  Spitze  S  bis  zu  einem  solchen 
Schnittpunkt  W  mit  der  Parabel  ist  nach  (10)  demnach: 

SW  =  p.(3V3-l). 


—     703     — 


ni. 

Evolute  der  Ellipse. 
Aus  der  Mittelpunktsgleichung  der  EUipse 


(11) 


S  8 

a*  ^  b* 


folgt  durch  Differentiation: 


dy 
dx 

d'y 
d  x"*' 


b'x 

a*y 

_b^ 

2     3 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  §  130,  (16),  (17)  und  (18),  so 
erhält  man  vermittelst  einfacher  Rechnung: 


(12) 


s  =  + 


2     3 

e  X 


a 


2     3 

e  y 


3 


(13) 


_        (b*x»+  aV*)' 


4i4 


a  b 


Setzt  man  aus  (12)  die  Werthe 


a§ 


+Hf) 


1 


=  — b- 


b,; 

eV 


in  (11)  ein,  so  ergiebt  sich 


(14) 


=  1 


als  Gleichung  der  Evolute  der  Ellipse. 
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Sie  hat  die   hiemeben  gezeichnete  sternförmige  Gestalt  mit 

vier  Spitzen,  in  denen 

die  Hauptaxen  der 
Ellipse  Tangenten  sind. 
Der  Bogen  AB,  wel- 
cher die  Evolute  des 
Ellipsenquadranten  AB 
ist,  schneidet  den  Ellip- 
senquadranten AB', 

A  A  O 

falls  e  =  a  —  b    einoi 

hinreichend  grosseu 
Werth  hat 

Dies  tritt  nach  (14) 


8 


6  9  9 

ein,  sobald -T->b,   a  >2b    ist.     Die  Lage   der  Schnittpunkte 

D  * 

findet  man  durch  die  Auflösung  einer  Gleichung  dritten  Grades 

2- 

fiir  die  Unbekannte  x*. 

Die  Länge  des  Evolutenquadranten  AB  ist=BB  — AÄ 

o  ^  1    1  1  r 

was  nach  (13)  ergiebt: 


2 


8 


(15) 


.   T> ^         b   a* —  b 

1    1       b         a  ab 


IV. 

Evolute  der  Hyperbel. 
Pie  Mittelpunktsgleichung  der  Hyperbel 


(16) 


iL_3L  =  i 

a*       b* 


geht  aus  derjenigen  der  Ellipse  hervor,  wenn  man  ( — b*)  für  b' 
substituirt.  Daher  gilt  die  Formel  (13)  in  ungeänderter  Gestalt 
nämlich 

(bV+^Vf  ^ 

a  b 


(17) 
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anch  ftir  den  Krfinmiungsradius  der  Hyperbel»  und  die  Gleichung 
der  Eyolute  der  Hyperbel  erscheint  in  der  Form 


(18) 


2 

r  ^  1 

3 

_  a 

_  b 

=  1. 


wo  nun  e*=  a*+  ^^  is*- 

Die  Evolute  der  Hyperbel  besteht  aus  zwei  Zweigen,  wie 
die  Hyperbel  selbst 
Sie  ist  überall  gegen 
die  Abscissenaxe  con- 
vex  und  schneidet, 
falls  a  >>-  b  ist,  die 
Asymptotenaxen  der 
Hyperbel  in  den  vier 
Punkten,  deren  Coor- 
dinaten 


=  + 


ae 


3^ 

4\2 


y-b«) 


V 


=  + 


be* 


(a'-b») 


sind.  Ist  a<b,  so  giebt  es  keinen  Schnittpunkt;  denn  für  a  =  b 
ist  die  Grenzrichtung  der  Tangente  der  Evolute  mit  der  Asym- 
ptotenrichtung parallel,  für  a<Cb  aber  entfernt  sich  die  Evolute 
von  der  Asymptote  der  Hyperbel. 


Evolute  der  gemeinen  Cycloide. 

Nach  §  122,  V  ist  —  indem  jetzt  a  den  Radius  des  Wäl- 
zungskreises  und  0  den  Wälzungswinkel  bedeute: 


Worpitzky,  Differential-  a.  Inteffralreohnang. 


45 
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x=:a(0 — siuö),  y  =  a(l — cos  6); 


dx 


dy 
jy=a(l— cosO),     -^  =  aBinO; 


dB 

de 


=  (4r)  +  (iF)=^**«^l' 


ds  ,   o      •    ^ 

dT=  +  2*""2 


Für  den  Richtungswinkel  t  der  Tangente  BPT  ergiebt  sich  aus 
diesen  Formeln,  wie  wir  schon  früher  gesehn  haben: 

mithin  für  den  Krümmungsradius  r  nach  §  130,  (18): 

ds  .      .    Ö 

r  =  - —  =  —  4  a  sm  -s-  • 
d  T  2 

0 

Da  aber  die  Normale  PA  =  2asin^  ist,  so  folgt: 

Man   erhält   das  Krümmungscentrum  P     der  Cycloide. 
wenn  man  die  Normale  PA  über  A  hinaus  verdoppelt 
Für  die  Coordinaten  g  und  fj  des  Krümmungscentrums  ergiebt 
sich  demnach  aus  §  130,  (16)  und  (17)  zunächst: 

dv 
g  =  x  — -T^  =  a(9  — sine)  +  2asin6  =  a(6  +  8ine), 


dx 


i?=y  +  -j— =  a(l  — cosO)  — 2a(l  — co8  6)  =  — a(l  — oos6)- 


dT 
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Verlegt  man  nun  noch  den  Coordinatenanfang  nach  der  Stelle  0 
welche   das  Erümmuugscentrum  für  den  Scheitel  S  der  Cycloide 
anzeigt,   so  erhält   man   zur  Bestimmung  der  neuen  Coordinaten 
g    und  w    von  P  : 

§=      OM  +  g^=      ^a  +  g^, 

^  =  — 0^M  +  ^^=— 2a  +  ^^; 
mithin: 

—  g^  =  jra  —  g  =  a  [(:;c  —  6)  —  sin  (jt  —  6)]  , 

+  ^^=2a  +  ^  =  a[       1     — cos(^  —  9)1. 

D.  h.:  Die  Evolute  der  Cycloide  ist  eine  congruente  Cy- 
cloide, welche  von  der  Basis  der  ersteren  in  ihrem 
Scheitel  bei  0  berührt  wird. 

Für  die  halbe  Cycloide  ergiebt  sich  demnach,  was  wir  früher 

auf  anderm  Wege  gefunden  haben: 

0S  =  0^0  =  0^S  =  4a. 


VI. 

Krümmungsradius  der  Lemniscate. 
Aus  der  Polargleichung  der  Lemniscate 

v  =  aVcos2  9) 
d  V  a  sin  2  9) 


folgt: 


^9>  Vcos2  9) 


«  _4 


dg)/  \Aq>/        cos29) 


V 


2 


Der   Richtungswinkel   der  Tangente   gegen   den  Vector   hat  nach 
§  123,  V  den  Werth 

«>  =  25P  + J' 
deren  Richtungswinkel   gegen   die  Abscissenaxe  also  den  Werth: 


r  =  9)  +  Q>  =  3  9)  + — 


45* 


—     708    — 

Hieraas  in  Verbindung  mit  dem  Obigen  folgt  für  den  Erümmangs- 
radius 

ds  1     ds  a*, 

dr       3     A(p       3v 

Demnach    ist    der   Krümmungsradius    der    Lemniscate 
ihrem  Vector  umgekehrt  proportional.   Er  besitzt  seinen 

Minimalwerth  in  den  Scheiteln,  woselbst  er  =-0*  ist. 

o 


YIL 

Erümmungskreis  und  Evolute  der  Curve  y  =  px'~'. 
Da 

^  =  (2-«)px'-,      i!y=(2-a)(l-a)px- 

ist,  so  folgt  —  unter  Annahme  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  —  aus  den  Formeln  (16),  (17)  und  (18)  des  §  130: 

+    /c\  \2     23— 2a 
(2  —  g)  p  X 

x"  +  (2  — a)(3  — 2ä)pV"" 

1^  =  H - 


(2  — a)(l— a)p 


r    2  2  1  2 

I     -a  2      2         (s-.2a)l 

(2-«)(l-«)p 

Für  a  =  ^  ist  unsere  Curve  eine  Parabel  mit  dem  Parameter  ^p  ; 
bei  ihr  hat,  wie  wir  übrigens  bereits  aus  früherem  wissen,  lim  •  r 

1  ,  ^=^ 

einen  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  ^p  .    Auch  für  «  =  0 
ist  die  Curve  eine  Parabel. 
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3 

Für  a  >  ^  und  für  « <<0  ist  lim  •  r  ==  oo;   und  zwar  tritt 

x  =  0  3 

hierbei  die  Erscheinung  auf,  dass  für  2  >  a  >  ^  die  Abscissen- 

axe  und  für  a<;0  die  Ordinatenaxe  zur  Asymptote  der  Erolute 
wird.  o 

Uns  interessirt  hauptsächlich  der  Fall,  dass  ■^^'^cc'^O  ist. 

iL 

Denken  wir  a  zwischen  diesen  Grenzen  liegend,  so  geht  hervor: 

lim  •  g=0,       lim  .  ay  =  0,       lim  •  r  =  0; 
x  =  0  x=:0  x  =  0 

weshalb   der  Krümmungskreis    der   Curve   y  =  px^~*'   für 

3 

^>>a>0  bei  dem  Nullpunkt  der  Coordinaten  in  einen 

Punkt  zusammenschrumpft,  die  Krümmung  also  unend- 
lich gross  wird.  —  Dass  der  Fall  a  =  l,  in  welchem  unsere 
Curve  eine  Grade  y  =  px  ist,  hierbei  ausgenommen  werden  muss, 
versteht  sich  einerseits  von  selbst,  andrerseits  zeigen  es  die  obigen 
Formeln,  welche  für  a  =  1  keinen  Sinn  haben.  Abgesehen  von 
dieser  alleinigen  Ausnahme  ist  der  Nullpunkt  des  Goordina- 
tensystems  Schnittpunkt  der  Curve  mit  ihrer  Evolute, 
und  zugleich  sein  eigenes  Krümmungscentrum.  In  ihm  sind 
die  Coordinatenaxen  tangential  zur  Curve  und  zur  Evolute;  und 
es  geht  die  Evolute  in  ihm  durch  die  Curve  hindurch, 
wenn  die  letztere  hier  einen  Wendepunkt  besitzt,  d.  h. 
wenn  a  ein  Bruch  aus  einem  ungraden  Zähler  und  ungra- 

^  n 

den  Nenner  ist.  —  Z.  B.  haben  die  Curven  y  =  px  ,  y  =  px 
diese  Eigenschaft.  —  Ist  der  Zähler  von  a  grade  und  der 
Nenner  ungrade,  so  verbleiben  die  Curve  und  ihre  Evo- 
lute beim  Punkte  (0,0)  auf  einerlei  Seite  derjenigen  Co- 
ordinatenaxe,  welche  die  Tangente  der  ersteren  ist,  und 
die  Evolute  besitzt  im  Punkte  (0,0)  eine  Spitze.  Ist  der 
Zähler  von  a  ungrade  und  der  Nenner  grade,  so  verhält 
sich  die  Sache  umgekehrt. 
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VIL 

Evolvente  des  Kreises. 

Bezeichnet  man  den  zum  Punkte  (g  ?/)  führenden  Ereisradius 
durch  Q  und  seinen  Richtungswinkel  durch  6,  so  ist: 

g  =  pcos6,     f]  =  QBmQ,     ö  =  p6, 

falls  das  Kreiscentrum  zum  Nullpunkt  des  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems  gemacht  wird,  o  aber  zugleich  mit  0  verschwinden 
und  rechtläufig  wachsen  soll. 
Da  dann 


da 


=  —  sin  6, 


d  1] 


+  cosö 


ist,  so  wird  die  Evolvente  des  Kreises  durch  die  Gleichungen 

X  =  p  cos  0  +  ((>  ö  —  c)  sin  9, 
y  =  p  sin  0  —  (p  0  —  c)  cos  0 

bestinmit  [§  130,  (25)  u.  (26)],  aus  denen  noch  Ö  eliminirt  werden 
muss,  falls  man  eine  Gleichung  zwischen  z  und  y  erhalten  will. 
Um  sich  die  Gestalt  der  Evolvente  zu  veranschaulichen,  genügt 
es,  c  =  0  anzunehmen.     Man  erhält  dadurch 

x  =  Q'  [cos  6  +  0  •  sin  6], 
y  =  Q  [sin  6  —  6  •  cos  6] 

als  Gleichungen  der  Evolvente  des  Kreises  bei  einer  sol- 
chen Lage  des  Coordina- 
tensystems,  dass  die  Evo- 
lute den  Kreis  in  der  Ver- 
längerung der  Abscissen- 
axe  trifft. 

Setzt  man  femer 

x==vcos9),     y  =  V8iny, 

so  folgt  für  die  Polarcoor- 
dinaten  der  Evolvente: 
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v=().yi+e*, 

-  p 

«p  =  ö  —  arc  cos  —5 

V 

V  =()*.  u-j-  f^j-j-  arc  cos— j   [» 


V 

—  •cos 
Q 


-l/(i-)'-f'. 


.  V. 


8  2 


V  sm 5^ r  V  —  o 


tng^=  ' 


2  V  «       « 

p  +  V  cos ^— 

Q 

Die  Kreisevolvente  lässt  sich  durch  P^lementarfunc- 
tionen  rectificiren. 
Da  nämlich 


dx  ^       ^       dy  a'a 

-jj  =  (>0co80,     -^  =  pesin6 

ist,  80  folgt  für  den  Bogen  AP  =  s: 

2.0A.AP  =  PPj=AP^. 

Auch    das    vom   Vector   v    bestrichene   Flächenstück 
OAP  =  f  lässt  sich  leicht  auswerthen. 
Bedenkt  man  nämlich,  dass 

9D  =  6  —  arctngO,      -r^  =  l ^  = -• 

JÖ  14.6-        1  +  e' 


d.  i. 
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ist,  80  folgt: 


2t=/:'d,=/^de=,'./.-d«, 


+ 

f=-p  e   =ö-8ö; 


3.A0P  =  AP.AP^. 
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Capitel  XIX. 

Anwendungen  in  der  Stereometrie. 


§  132. 
Einige  Sätze  über  die  Grade  im  Raum. 

Es  Bei  0  der  Nullpunkt  eines  rechtwinkligen  Goordinaten- 
systems,  d.  i.  der  gemeinsame  Endpunkt  dreier  rechtwinklig  zu 
einander  stehenden  Graden  —  der  „Coordinatenaxen".  Ferner 
sei  P  ein  beliebiger  Punkt  im 
Räume;  z,  y,  z  seien  seine  Coor- 
dinaten,  d.  h.  x,  y,  z  seien  die 
positiven  oder  negativen 
Strecken,  welche  man  zu 
den  Coordinatenaxen  von  0 
aus  addiren  muss,  um  zu 
den  Fusspunkten  X,  Y,  Z  der- 
jenigen Senkrechten  zu  ge- 
langen, welche  von  P  aus 
auf  die  Coordinatenaxen 
(oder  ihre  Verlängerungen)  ge- 
fällt sind.  Endlich  werde  die 
absolute  Länge  von  OP   mit  r 

bezeichnet,  und  a^  ß,  y  seien  die  spitzen  oder  stumpfen  Winkel, 
welche  die  Richtung  OP  mit  den  Verlängerungsrichtungen  der 
Coordinatenaxen  bildet. 

Dann  liest  man  aus  der  Figur  unmittelbar  ab,  dass 


(1) 

ist 


cos  a        cos  ß        cos  / 


=  r 


Bisweilen  erweist  sich  eine  etwas  andere  Auffassung  der  Coor- 
dinaten  nützlich. 
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Legt  man  nämlich  durch  den  Punkt  P  drei  Ebenen  parallel 
zu  den  drei  „Coordinatenebenen"  —  d.  L  zu  denjenigen  drei 
Ebenen,  in  welchen  die  drei  Coordinatenaxen  paarweise  liegen  — 
so  werden  OX,  OY  und  OZ  drei  zusammenstossende  Kanten  eines 
rechtwinkligen  Parallelepipedons,  weshalb  man  für  sie  auch  die 
gegenüberliegenden  Kanten  PX  ,  PY    und  PZ    setzen  kann. 

Mithin  lassen  sich  die  Coordinaten  x,  y  und  z  von  P 
auch  als  die  positiven  oder  negativen  Abstände  des  Punk- 
tes P  von  den  drei  Coordinatenebenen  der  (yz),  (zx)  und 
(xy)  auffassen. 

Ausserdem  ergiebt  sich  für  die  Diagonale  OP  jenes  recht- 
winkligen Parallelepidedons  die  Relation 

2  2    1        8    I        8 

r  =x  +y  +z  , 
weil  nach  dem  Pythagoreischen  Satze 
OP=OZj+Z^P' 

=  (OX'+XZ')  +  Z^P'=OX'+OY*+OZ' 

ist.     Und  daraus  folgt,*  wenn  man  aus  (1) 

x  =  rcosa,  y  =  rcos^,  z  =  rcos7' 
substituirt: 

Q  9  0 

(2)  cos  a  +  cos  |9  +  cos  7  =  1. ') 

Stellt  man  sich  vor,  dass  die  drei  Winkel  «,  /^,  /  consiaut 
bleiben,  während  die  Länge  r  von  OP  sich  ändert,  so  gleitet  der 
Punkt  P  auf  der  Graden  OP.  Daher  wird  durch  (1)  die  Be- 
dingung ausgedrückt,  dass  der  Punkt  P  auf  einer  bestimmten 
Graden  liegt,  welche  durch  0  hindurchgeht. 

Um  die  Gleichungen  einer  Graden  zu  finden,  welche  durch 


^)  Diese  Gleichung  zeigt  u.  a.,  dass  nur  zwei  von  den  drei  Winkeln  c, 
ß^  y  völlig  willkürlich  gewählt  werden  können;  sie  lässt  für  den  dritten  nur 
die  Wahl  zwischen  zwei  Supplementen  übrig,  weil  siny==  +  ab8-yco8a*+co8^^ 
hervorgeht.  Dasselbe  lehrt  übrigens  auch  die  Anschauung  direct;  denn  sind 
a  und  ß  bestimmt,  so  muss  OP  die  eine  von  den  beiden  Graden  sein,  in 
welchen  sich  die  beiden  Rotationskegelflächen  schneiden,  deren  Axen  OX 
und  OY  und  deren  Öffnungswinkel  a  und  ß  sind.  Der  Werth  von  y  ent- 
scheidet darüber,  welche  von  den  beiden  Schnittlinien  gemeint  sei. 
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einen  beliebigen  Punkt  0  des  Baumes  hindurchgeht,  denken 
wir  O^  zum  Nullpunkt  eines  zweiten  Coordinatensystems  gemacht, 
dessen  Axen  mit  denjenigen  des  primitiven  Systems  gleichgerichtet 
sind,  benennen  mit  a,  b,  c  die  primitiven  Coordinaten  von  0^  und 
mit  X  ,  y  ,  z  die  sccundären  Coordinaten  eines  beliebigen  Punk- 
tes P  der  fraglichen  Graden. 
Dann  ergiebt  sich  aus  (1): 

X  y  z 

1 :!__  ___._! y 

cos«        cos/?        cos/         ' 

wo  nun  O^P  =  r  gesetzt  ist,  und  a,  ß,  y  die  Richtungswinkel  von 
O^P  gegen  die  Verlängerungsrichtungen  der  secundären  Axen  an- 
zeigen. Diese  Winkel  sind  aber  nach  einem  elementaren  Satze 
denjenigen  gleich,  welche  der  durch  0  parallel  zu  0  P  gezogene 
Strahl  mit  den  primitiven  Axen  bildet,  und  daher  unabhängig  von 
der  Lage  des  Punktes  0  .  —  Sie  heissen  die  „Richtungswinkel" 
von  O^P. 

Ferner  ist  es  eine  unmittelbare  Folge  der  zweiten  Auffassungs- 
weise der  Coordinaten  von  P,  dass  die  Relationen 

X  =a  +  x^,  y  =b  +  y^,  z  =c  +  z^; 

x^=x— a,    y^=y  — bj    z^=z  — c 

bestehn;  weshalb 

X  —  a        y  —  b        z  —  c 


cos  a  cos  ß  cos  / 

sein  muss. 

Damit  sind  die  beiden  folgenden  Sätze  bewiesen. 

Lehrsatz  I. 

Sind  X,  y,  z  die  primitven,  x  ,  y  ,  z  aber  die  secun- 
dären Coordinaten  eines  Punktes  in  Bezug  auf  zwei  Coor- 
dinatensysteme  mit  gleichgerichteten  Axen,  ferner  a,  b,  c 
die  primitiven  Coordinaten  des  secundären  Nullpunktes, 
so  bestehn  stets  die  Relationen: 

(3)  x  =  a  +  x^,  y  =  b  +  y^,  z  =  c  +  z^. 
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Lehrsatz  U. 


Eine   Grade   im   Raum  wird   durch   das   Gleichungs- 
system 

X  —  a        y  —  b        z  —  c 


(4) 


COS  a  cos  i?  cos  7 


bestimmt,  in  welchem  r  die  vom  Punkte  (a,b,c)  zum  Punkte 
(x,  y,  z)  hinführende  Strecke  und  a,  ß,  y  die  Richtungs- 
winkel der  letzteren  gegen  die  Verlängerungsrichtungen 
der  Axen  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems  bedeu- 
ten. 1) 

Aus  (4)  ergiebt  sich: 

X— a  =  rcosa,  y  —  b  =  rco8/9,  z  —  c  =  rco8y; 

8  S  i  9  9  9 

(x  —  a)  +  (y  —  b)  +  (z  —  c)  =r  «(cosa  +cosiS  +CO87*). 

Wendet  man  die  Formel  (2)  auf  die  rechte  Seite  der  letzten 
Gleichung  an,  so  erhält  man  den 

Lehrsatz  III. 

Versteht  man  unter  r  die  Entfernung  zweier  Punkte 
(a,  b,  c)  und  (x,  y,  z)  von  einander,  so  ist  stets: 

(5)  r*=  (x  -  a)*+  (y  -  b)*+  (z  -  c)*, 

falls  ein  rechtwinkliges  Goordinatensystem  zu  Grunde 
gelegt  wird. 

Unter  dem  Winkel  zweier  Richtungen  gegen  einander 
versteht  man  bekanntlich  denjenigen  Winkel,  welchen  man  erhält 
wenn  man  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  zwei  mit  ihnen  gleich- 
gerichtete Strahlen  zieht.  Man  weiss  femer  aus  den  Elementen 
der  Stereometrie,  dass  die  Grösse  dieses  Winkels  unabhängig  von 
der  Wahl  seines  Scheitelpunktes  ist,   mögen  die  beiden  Graden. 


')  Man  lasse  nicht  ausser  Acht,  dass  a,  ßy  y  stets  als  positiv  and  con- 
cav  angesehn  werden. 
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welche  seiner  Gonstraction  zu  Grunde  liegen,  sich  schneiden  oder, 
kreuzen. 

Um  den  Winkel  ip  zweier  Rich- 
tungen (a,  ß,  yY)  und  (a^,  ß^,  y^) 
gegen  einander  zu  berechnen»  ziehen 
wir  Yom  Coordinatenanfang  0  aus 
die  mit  ihnen  gleich  gerichteten 
Strahlen  OP  und  OP  ,  machen 
O  P  =  0  P  =  r  und  ziehn  die 
Grsie  PP^. 

Dann  ist  einerseits  nach  dem 
erweiterten  Pythagoreischen  Satz: 

PP'=OP'+OP'— 20P.OP^.cosg) 

=  2  r  —  2  r  •  cos  90. 

Nach  (1)  haben  P  und  P  die  Coordinaten:  rcosa,  rcosj9, 
rcos/,  beziehungsweise:  rcosa^,  rcos/9  ,  rcosy  ;  weshalb  nach  (5) 
andrerseits 


k2 


» 


2 


PPj  =  (rcosa  —  rcosa^)  -[-(rcosj?  —  rco8j9^)  -{-(rcosy  —  rcos/^) 

gesetzt  werden  kann. 

Die  Vergleichung    der    beiden   Ausdrücke    für  PP?   ergiebt, 
nachdem  man  noch  mit  r    dividirt  hat: 


2  —  2cosg)  =  (cosa  —  cos«  )  +  (cos ß  —  cos jS^)  +  (cosy  —  cos/^) 
=  (cos  a^+  cos  i5'+  cos  7*)  +  (cos  a^+  cos  /9j+  cos  7^) 
—  2  •  (cos  a  cos  a  +  cos  /9  cos  jS  +  cos  y  cos  y^) 

oder  wegen  der  Gleichung  (2): 

cos  gp  =  cos  a  cos  «^  +  cos  j9  cos  j9^  +  cos  7  cos  7^ . 


2 


^)  AbkarzuDg  dafür,  dass  a,  ß,  y  die  Richtungswinkel  gegen  die  Yer- 
längerungsrichtangen  der  Goordinatenaxen  sind. 
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Demnach  gilt  der 

Lehrsatz  lY. 

Sind  öf,  ßj  y  und  «i,  |9i,  /^  die  Richtungswinkel  zweier 
Strahlen  gegen  die  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems,  so  wird  der  Winkel  g)  der  beiden  Strahlen 
gegen  einander  durch  die  Gleichung 

(6)  cos  g)  =  cosa  cos  a  +  cos  /9  cos  jS^+  cos  y  cos  y^ 
bestimmt. 

Zusatz. 

Die  Richtungswinkel  zweier  sich  rechtwinklig  schnei- 
denden oder  kreuzenden  Graden  erfüllen  die  Bedingung 

(7)  cos  a  cos  «^  +  cos  jS  cos  i^  +  cos  y  cos  y  ==  0. 

Nach  Lehrsatz  II  bestehn  zwischen  den  drei  Coordinaten  x. 
y,  z  der  Punkte  einer  Graden  zwei  Gleichungen,  nämhch: 

X  —  a        y  —  b       y  —  b         z  —  c 


cos«  cosj?        cosj3  cos  7 

von  denen  die  eine  auch  durch  die  Gleichung 


a        z  —  c 


*    cos«  cos/ 

ersetzt  werden  kann. 

Es  erhellt,  dass  jede  einzelne  von  diesen  Gleichungei 
die  Gleichung  der  Projection  der  Graden  in  der  Ebene 
derjenigen  Coordinaten  ist,  welche  sie  mit  einander  i:i 
Beziehung  bringt. 

Denn  beispielsweise  werden  durch  die  Gleichung 

X  —  a y  —  b 

cos  a         cos  ß 
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keine  Aussagen  über  die  lothrechten  Abstände  z  der  Graden  von 
der  (xy)-Ebene  gemaclit,  sondern  nur  solche  über  die  Spur  der 
Fusspunkte  (x,  y)  der  Lothe.  Dass  diese  Gleichung  für  sich  allein 
zur  völligen  Bestimmung  der  Graden  im  Räume  nicht  ausreicht, 
ist  selbstverständlich.  Man  kann  demnach  wegen  der  völligen 
Willkür  in  Bezug  auf  z  auch  sagen: 

Die  einzelnen  Gleichungen  in  der  Belation  (4)  sind  die 
Gleichungen  derjenigen  Ebenen,  welche  normal  zu  den 
Coordinatenebenen  durch  die  Grade  gelegt  sind. 
Benutzt  man  von  der  Relation  (4)  den  Theil 

X  —  a  y  —  b  

cos  a  cos  ^ 

um  aus  ihm 

X  —  a  y  —  b 

—    ^  =  r  sm  / 


'cosaN  /cos/9 

.sin  7/         Vsin/ 


) 


abzuleiten,  und  fragt  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der  er- 
haltenen Formel,  so  kann  man  die  folgende  Antwort  geben:  Da 
rsin/  die  (absolute)  Entfernung  der  Punkte  (x,  y)  und  (a,  b)  in 
der  (xy)-Ebene  von  einander  ist,  so  drücken  für  diese  Ebene  die 

Brüche  -^ —  und  — —  den  Cosinus  und  den  Sinus  des  Richtungs- 
sm  /  sm  7 

winkeis  derjenigen  Graden  gegen  die  x-Axe  aus,  welche  vom  Punkte 

(a,  b)  zum  Punkte  (x,  y)  führt  (vergl.  §  121,  (7)). 

Dies  lässt  sich  so  aussprechen: 


Lehrsatz  Y. 

Bezeichnet  man  durch  g  den  Richtungswinkel,  wel- 
chen die  Projectionsrichtung  einer  Graden 

X  —  a  y  —  b  z  —  c 

cos«  cosj9  cosy 

in  der  (xy)-Ebene  vom  Punkte  (a,  b)  aus  zum  Punkte 
(x,  y)  hin  mit  der  Verlängerungsrichtung  der  x-Axe  macht, 
so  ist 
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,ov  ^        cos«  .    ^        COSÄ 

(8)  cos  £  =  —, 5     sm  £  =    .        • 

^  ^  sin/  smy 

Haben  g  und  tj  die  analogen  Bedeutungen  für  die  Pro- 
jectionen  in  den  Ebenen  der  (yz)  und  der  (zx)  gegen  die 
y-Axe,  respective  gegen  die  z-Axe,  so  ist  analog: 


(9) 


C08/9  .    ^       cosy  . 

C08§=      .  9        8mg  =  — :     '     - 


sm  a  sin  a 


cos  7  .  cos  a 

cosyy=    .       >     smi^  — 


sin  ß  '        sin  /9 


Schliesslich  wollen  wir  uns  noch  mit  der  Ermittelung  der- 
jenigen Graden  beschäftigen,  welche  auf  zwei  gegebenen  Graden 
senkrecht  steht. 

Sind  a,  ß,  y  und  a^,  j9^,  y^  die  Richtungswinkel  zweier  Gra- 
den, Xy  (i,  V  die  Richtungswinkel  ihrer  gemeinsamen  Senkrechten, 
so  bestehn  nach  (7)  die  Gleichungen 

cos a  cos 2  +  cos jS  cos fi-}- cosy  cos v  =  0, 

cos  a^cos  il  +  cos  jS^cos  fi  +  cos  y^cos  v  =  0. 

Eliminirt  man  aus  ihnen  je  eine  von  den  Grössen  cos  2,   cosi/. 
cosi',  so  erhält  man  ohne  Weiteres  die  Relation: 

(10)  ^'^ 


cos  ß  cos  y —  cos  y  cos  ß 
cos/i  cos  r  1 


cos  y  cos  a  —  cos  a  cos  y         cos  acosß  -^  cos  ß  cos  a         6 

Das  8,  dessen  reciproker  Werth  jeden  der  ersten  drei  Brüche 
ausdrückt,  ist  eine  hinreichend  wichtige  Grösse,  um  näher  be- 
stimmt zu  werden.  Dies  kann  so  geschehn,  dass  man  zunächst 
6  (cos  X  +  cos  jM  +  cos  t'  )  unter  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (2) 
berechnet,  welcher  die  Richtungswinkel  jeder  einzelnen  Graden 
imterworfen  sind.     Man  findet: 
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(11)     6  z=(cosacosß^ — cosjScosa  )  +(cos/Jco87^ — cosycosjS^) 

+  (cosycosa^  —  cosacosy^) 

=  cos  a*  (cos  /9j+  cos  y^)  +  cos  j3*  (cos  7^+  ^s  «1) 

+  cos  y  *  (cos  aj+  cos  ß\) 

—  2  cos  a  cos  j3  cos  a^cos  ß —  2  cos  j3  cos  y  cos  /^^cos  y^ 

—  2 cos y cos a cos y  cos« 

=  C08a*(l — cosaj)  +  cos/3*(l  —  C08i9j)  +  C08y*(l  — cosy^) 

—  2  cos  a  cos  ^  cos  a  cos  Ä  —  2  cos  j3  cos  y  cos  ß  cos  y^ 

—  2  cos  y  cos  a  cos  y^cos  a^ 

=  1  —  (cos  a  cos  a  +  cos  |3  cos  |9  +  cos  y  cos  y  ) 
=  1  —  cos  9p 

wo  9)  nach  (6)  wieder  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  beiden 
Richtungen  (a,  ß,  y)  und  (a  ,  ß  .  y  )  mit  einander  bilden.  Mit- 
hin ist 

6  =  +  sin  9p. 

Um  darüber  zu  entscheiden,  wann  hier  das  obere  und  wann 
das  untere  Vorzeichen  zu  wählen  ist,  beachte  man  zunächst,  dass 
0  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  beiden  Richtungen  (a,  j3,  y) 
und  (a^,  ß^,  y^)  ohne  Änderung  ihres  gegenseitigen  Winkels  9 
irgendwie  im  Räume  an  andere  Stellen  bringt.  Zieht  man  aber 
von  irgend  einem  Punkt,  z.  B.  dem  Nullpunkt  des  Coordinaten- 
systems,  aus  drei  mit  (a,  j9,  y),  («  ,  ß  ,  y^),  (A,  fi,  v)  parallele 
Richtungen  und  dreht  das  System  derselben  so,  dass  die  erstere 
iü  die  VerlängeruDg  der  x-Axe  und  die  letztere  in  die  Verlänge- 
rung der  z-Axe  fallt,  so  ist  bei  dieser  Lage: 

und  man  erhält  demnach: 

11  cosi'  1 


6         +  sin  9)^        cos  a  cos  ß  —  cos  |3  cos  a  cos  ß^ 

6  =  +  sin  9)  =  cos  ß  . 

Worpitskj,  Differential-  a.  Integralrochnang.  46 
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Da  die  Winkel,  um  welche  es  sich  handelt,  als  concave  Winkel 
Yorausgesetzt  werden,  so  ist  sing)  positiv.  Mithifi  moss  für  6  der 
Werth  +  sin  (p  oder  der  Werth  —  sin  ^  genommen  werden,  je 
nachdem  j3^  spitz  oder  stumpf  ist,  d.  h.  je  nachdem  die  Richtung 
(«i>  ^jj  7^)9  welche  in  die  (xy)-Ebene  fiel,  auf  der  positiven  oder 
auf  der  negativen  Seite  der  x-Axe  liegt 


Definition. 

Diejenige  Seite  einer  Coordinatenebene,  auf  welcher 
die  Verlängerung  der  dritten  Axe  liegt,  heisst  die  posi- 
tive Seite  derselben.  Man  nennt  zwei  Systeme  von  je 
drei  Richtungen  isotrop,  wenn  sie  bei  der  —  nach  belie- 
biger Wahl  —  festgesetzten  Zuordnung  derselben  als 
Coordinatenaxen  in  eine  solche  Lage  gebracht  werden 
können,  dass  die  positiven  Seiten  je  zweier  gleichnami- 
gen Coordinatenebenen  in  gleichem  Sinne  bestimmt  sind.^) 

Daher  muss  in  (10)  6  =  + sing)  genommen  werden,  wenn 
das  System  der  Richtungen  (a,  jS,  7),  («  ,  i*->  v,  )>  (^  f^i  v)  n^t  dem- 
jenigen der  Axen  der  x,  y,  z"  isotrop  ist. 

Erweitert  man  die  in  (10)  verglichenen  Brüche  mit  ihren 
Nennern  und  wendet  dann  den  Satz  an,  dass  die  Summe  der 
Zähler  der  drei  ersten  Brüche,   dividirt  durch  die  Summe  ihrer 

Neimer,  dem  letzten  Bruche  —^  gleich  sein  muss,  so  erhält  man, 

6 

weil  nach  (11)  die  Summe  der  Nenner  =6    ist: 

cos  X  •  (cos  ß  cos  y  —  cos  y  cos  ß^ ) 
+  cos// -(cos 7 cos a  —  co8acos7i)  -f-  cos i'- (cos a cos ß —  oos/Jcosaj) 

=  6 
oder  in  kürzerer  Schreibweise: 


')  Zwei  Coordinatensysteme ,  welche  in  zwei  Axen  abereinstimnen, 
während  die  dritten  entgegengesetzte  Richtungen  haben,  lassen  sich  nicht 
in  eine  solche  Lage  bringen,  wie  man  sie  auch  drehen  mag;  sie  sind  anti- 
trop. 
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cosA,  cos«,  cos  a 
cosfi,  cos  j3,  cos  ß^ 
cos  V,  cos  y,  cos  7^ 


Wir  resumiren: 


=  e. 


Lehrsatz  TL 

Bedeutet  9?  den  concaven  Winkel,  welchen  die  beiden 
Richtungen  («,  ß,  /),  {a  ,  ß  ,  7  )  mit  einander  bilden,  und 
(Xjfijv)  diejenige  auf  beiden  senkrechte  Richtung,  welche 
das  System  dieser  drei  Richtungen  mit  demjenigen  der 
drei  Coordinatenaxen  (in  der  Folge  x,  y,  z)  isotrop  macht, 
so  ist  stets: 


(12) 


I  cos  >l,  cosa,  cos  a 
I  cos^,  cos/9,  cos  ß 
I  cosr,  cos  7,  cos  7 


sm^p 


oder  in  andern  Formen: 

(13)  cos  >l  •  (cos  ß  cos  7^  —  cos  7  cos  j9  ) 

+  cos^ -(0087008«^  —  cosacos7^)  +  cosj^-(cos«cos|3  —cosjScosa  ) 

=  sin  9?, 


(14) 


cosA 


cos  (l 


cos  ß  cos  7  —  cos  7  cos  /3 


cos  V 


cos  7  cos  «j —  cos  a  cos  7         cos  a  cos  ^  —  cos  ß  cos  a         sin  9) 
Um  endlich  die  Entfernung  e  der  beiden  Graden 


X  —  a 
cosa 


X 


a 


y-b 

COS^ 

y  — b 

•'l         1 


z  — 

■c 

cos 

r 

h 

«1 

cos  a^  cos  /9  cos  7 


46' 
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von  einander  zu  bestimmen,  besitzen  wir,  wenn  (x,y,z),  (x  ,y^,zj 
die  Fusspunkte  der  gemeinsamen  Senkrechten  auf  den  Graden 
sind,  ausser  diesen  beiden  Gleicbungssystemen  noch  das  folgende: 


X —  X, 


y— Ji  _ 


z  —  z. 


=  e. 


cos  X  cos  fi  cos  V 

Aus  diesen  Relationen  kann  man  zunächst  ableiten: 

e  cos  2  —  r  cos  a  +  r  cos  a  =  a  —  a  , 
e  cos  ^  —  r  cos  ^9  +  r^  cos'|9  =  b  —  b  , 
e  cos  i;  —  r  cos 7  +  Tj^  cos  7^=  c  —  c^. 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  ( — r)  und.r  : 


cosA,  cos«,  cos« 
cos//,  cosjS,  cosjS^ 
cosr,  cos/,  cos/ 


e 


a  —  a,  cosa,  cosa^ 
b  —  bj,  cos  j3,  cos ß^     ; 
c  —  c^,  cos/,  cos/^ 


d.  i.  mit  Rücksicht  auf  (12)  und  (14): 

esingp 
=  (a — a  ) •  cos A sin gp  +  (b —  ^.) ' cos// sing)  +  (c — c  )-co8V Bimp, 
e=  (a — a^)  •  cos  A  +  (b  —  b^)  cos  //  +  (c  —  c^)  cos  r. 

Eliminirt  man  e  und  r  ,  so  erhält  man  den  Werth  von  r  und 
daraus  die  Werthe  von  x,  y,  z  vermittelst  der  Gleichungen  der 
ersten  Graden.  Die  analogen  Ausdrücke  für  den  Fusspunkt  der 
Senkrechten  auf  der  zweiten  Graden  ergeben  sich  dann  durch  die 
blosse  Vertauschung  der  Symbole.  —  Für  uns  haben  die  Coordi- 
naten  der  Fusspunkte  zu  wenig  Interesse,  um  die  an  sich  ein&cbe 
Rechnung  hier  auszuführen. 

Das  gewonnene  Resultat  lautet: 


Lehrsatz  YIL 

Bezeichnet  man  durch  g?  den  Winkel,  welchen  die 
beiden  Richtungen  (a,  ß,  /),  (a^,  ß^,  /^)  einschliessen,  und 
durch  (Xy  //$  v)  diejenige  zu  beiden  senkrechte  Richtung, 
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welche  das  System  dieser  drei  Richtungen  mit  demjeni- 
gen der  drei  Axen  der  x,  y  und  z  isotrop  macht,  so  lässt 
sich  die  Entfernung  e  der  beiden  Graden 


X  —  a 
cosa 


X  —  a. 


y 

-  D 
ß 

z  — 

-c 

cos 

cos 

7 

y 

\ 

z  — 

^ 

cos  a  cos  ß  cos  / 


so  darstellen: 

(15)  e  =  (a  —  a^)cos^  +  (b  —  b^)co8^  +  (c— c^)cosi^ 


1 


sm^ 


a  —  a  ,  cosa,  cos« 
b  —  b^,  cos  ßj  cos/3 
c  —  c  ,  cos /,  cos/ 


§  133. 
Dislocation  rechtwinkliger  Coordinaten Systeme. 

Es  seien  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
P  in  dem  primitiven  System  und  x  ,  y  ,  z  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  desselben  Punktes  P  in  Bezug  auf  ein  secundäres 
System,  dessen  Nullpunkt  mit  demjenigen  des  ei*steren  in  0  zu- 
sammenfällt. 

Den  concaven  Winkel,  welchen  die  Verlängerungsrichtungen 
zweier  Axen  mit  einander  bilden, 
bezeichnen  wir  dadurch,  dass 
wir  die  Namen  der  beiden  Axen 
in  einer  Klammer  hinter  einan- 
der schreiben,  z.  B.  (xx  ),  (xy), 
u.  s.  w. 

Zieht  man  die  Grade  0  P  =  r 
und  bezeichnet  die  Winkel,  wel- 
che sie  mit  den  Axen  bildet,  in 
der  so  eben  besprochenen  Weise, 
so  folgt  aus  dem  vorigen  §  einer- 
seits: 


—     726     — 


cos  (r  x)        cos  (r  y)        cos  (r  z) 


r, 


X  y  z 


cos  (r  x^ )      cos  (r  y^ )       cos  (r  z^  ) 

Und  andrerseits  ist  nach  der  Gleichung  (6)  desselben  §,  wenn 
man  vom  secundären  System  ausgeht: 

cos(rx)  =  cos(rx  )cos(xx  )  +  cos(ry  )cos(xy  )  +  cos(rz  )cos(xz  ), 
cos  (ry)  =  cos  (rx^)cos(yxj  +  cos(ry^  )cos(yy^)  +  cos(rz^)cos(y  z^ ) , 
co8(rz)  =  co8(rx  )cos(zx  )  +  cos(ry^)cos(zy^)  +  cos(rz^)co8(zz^). 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  r  und  substituirt  aus  den 
vorhergehenden  Relationen: 

r  cos  (r x)  =  X,     r  cos  (r y)  =  y,     r  cos  (r z)  =  z,    u.  s.  w., 
so  folgt: 

X  =  Xj  cos  (x  x^)  +  y^  cos  (x  y^)  +  z^  cos  (x  zj, 

y  =  x^cos(yx^)  +  y^cos(yyj  +  z^co8(yzj, 

z  =  x^  cos  (z  x^)  +  y^  cos  (z  y^)  +  z^ cos (z  z^). 

Stimmt  der  secundäre  Nullpunkt  nicht  mit  dem  primitiven  über- 
ein, so  kann  man  die  Transformation  der  Coordinaten  mit  Hülfe 
einer  intermediären  Operation  vollziehn,  welche  zunächst  den  Null- 
punkt ohne  Änderung  der  Richtung  der  Axen  an  seine  neue  Stelle 
bringt,  und  dann  den  Axen  die  neuen  Richtungen  geben,  wie  oben. 
Hierdurch  erhalten  die  rechten  Seiten  der  obigen  Transformation s- 
formeln  nach  §  132,  Lehrs.  I  noch  die  primitiven  Coordinaten 
a,  b,  c  des  neuen  Nullpunkts  als  neue  Summanden. 

Mithin  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  den  Lehrs.  VI  des 
vorigen  §  der  folgende 

Lehrsatz. 

Geht  man  von  dem  primitiven  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystem  der  x,  y,  z  zu  einem  secundären  rechtwink- 
ligen System  der  x^,  y  ,  z^  über,  dessen  Nullpunkt  die 
primitiven  Coordinaten  a,  b,  c  hat,  so  ist: 
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x=  a  +  x^  cos (xxj  +  y^  cos(x yj  +  z^  co8(xZj), 
G)  {    y  =  b  +  x^co8(yx^)  +  y^co8(yy^)  +  z^cos(yzJ, 

z  =  c  +  x^  cos  (z  x^)  +  y^  cos  (z  y^)  +  z^  cos (z  zj. 

Die  Cosinus  der  Richtungswinkel  der  Axen  des  einen 
Systems  gegen  diejenigen  des  andern  erfüllen  die  Glei- 
chung 

'  cos(xx^),  cos(xy^),  cos(xz^) 

(2)  co8(yx^),  cos(yy^),  co8(yz^) 

C08(zx^),  cos(zy^),  cos(zz^) 


=  +  1 


in  der  Weise,  dass  rechts  das  obere  oder  untere  Vor- 
zeichen gilt,  je  nachdem  die  beiden  Coordinatensystemc 
isotrop  oder  antitrop  sind. ^) 

Für  Isotrope  Systeme  ergiebt  sich  ausserdem^): 

cos(xx^)  =  co8(yy^)cos(z  z^)  —  cos(yz^)cos(zy^), 

(3)       {   cos (y x^ )  =  cos (z  yJco8(xz^)  —  cos(z  z^)cos(xy^), 

cos (z  x^)  =  cos (xy^) cos  (y  z^)  —  cos  (xz^)  cos (y  yj; 
und: 


(4) 


' 

^1- 

co8(yXj), 

,    cos  (z  X  ) 

X—  a  — 

y,> 

<   cos(yyJ, 

,    cos(zyj) 

\' 

,    cos(yZj), 

,     C08(zZj) 

\' 

,     C08(zx), 

,     C08(XX  ) 

y-b 

7,: 

,    cos(zyJ, 

.  «>s(xy,) 

\- 

,    cos(zz^). 

,     C08(xZj) 

\' 

,     C08(xXj) 

>    cos(yXj) 

z—  c 

yi 

,    C08(xy^). 

.  co8(yyj) 

^ 

h 

,    cos(xZj). 

,    cos  (y  z^ ) 

*)  Die  Gleichung  (2)  ist  n&mlich  identisch  mit  der  Gleichung  (12)  des 
vorigen  §,  nur  dass  der  dortige  Winkel  ^  hier  den  Werth  —  hat. 
*)  Die  Gleichung  (14)  des  vorigen  §. 
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Zusatz. 


In  der  Determinante  (2)  ist  die  Summ-e  der  Quadrate 
der  Elemente,  welche  in  einer  Zeile  oder  Columne  stehn, 
=  +1,  dagegen  die  Samme  der  Produkte  der  Elemente, 
welche  in  Terschiedenen  Zeilen  oder  Columnen  an  ent- 
sprechenden Stellen  stehn,  =0. 

Bestimmt  man  die  Lage  eines  Punktes  P  im  Raum  durch 
seine  Entfernung  OP  =  r  vom  Nullpunkte  0  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  und  durch  die  drei  Richtungswinkel  (rx),  (ry),  (rz) 
des  Yectors  OP,  so  ist  diese  Bestimmungsweise  das  Analogon  zu 
der  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  in  der  Ebene  yermittelst 
Polarcooräinaten.  Die  zwischen  den  drei  Richtungswinkeln  be- 
stehende Gleichung 

2  8  S 

cos(rx)  -|-cos(ry)  +cos(r2)=l 

ist  der  Ausdruck  dafür,  dass  im  Grunde  drei  Variable  zur  Be- 
stimmung des  Punktes  P  ausreichen;  denn  man  kann,  wenn  r,  (rx) 

und  (ry)  gegeben  sind,  cos(rz)  berechnen.  Jedoch  genügt  diese 
Bestimmungsmethode  vermittelst  dreier  Yariabeln  nicht  allen  An- 
forderungen, weil  sie  nicht  darüber  entscheidet,  ob  der  Winkel 
(rz)  spitz  oder  stumpf  ist. 

Dem  letztgedachten  Übelstand  w^ird  abgeholfen,  wenn  man 
anstatt  der  Winkel  (rx),  (ry),  (rz)  zwei  Winkel  q>  und  \p  einführt, 
von  denen  der  erstere  {(p)  den  Richtungswinkel  der  Pro- 
jection  des  Vectors  r  in  der  (xy)-Ebene  und  der  letztere 
(ip)  den  Ablenkungswinkel  des  Vectors  r  von  dieser  Ebene 
bedeutet,  indem  man  '^  als  positiv  oder  als  negativ  an- 
sieht, je  nachdem  r  auf  der  positiven  oder  auf  der  nega- 
tiven Seite  derselben  liegt.    Dann  ist  offenbar: 

I"    x  =  rcos^cos9), 
W  f    y  =  rco8^sin  g), 

[    z  =  r  sin  ?p. 
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I 

§  134. 
Einige  Sätze  über  die  Ebene  im  Raum. 

Bezeichnen  wir  durch  a  ,  ß  ,  y  die  Richtungswinkel  eines 
vom  Punkte  (a,  b,  c)  aus  zum  Punkte  (x,  y,  z)  hinführenden  Strahls 
und  durch  r  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  von  einander,  so 
ist  nach  §  132: 

X  —  a        y  —  b        z  —  c 


cos  a  cos  B^         cos  y, 

mithin : 


=  r, 


rco8a=x  —  a,     rcos/9=y  —  b,     rco87=z  —  c. 

Diese  Werthe  substituiren  wir  in  der  mit  r  multiplicirten  Gleichung 
cosß^«  cosa  +  cos/9^'  cos/^  +  cosy  •  cos7  =  0, 

welche  nach  §  132,  (7)  ausdrückt,  dass  die  Richtung  (a  ,  ß  ,  y  ) 
auf  der  Richtung  («,  ß,  y)  senkrecht  steht.     Dann  kommt: 

(x  —  a)  •  cos  «  +  (y  —  b)  •  cos  |3  +  (z  -r-  c)  •  cos  y  =  0. 

Da  diese  Gleichung  durch  die  Coordinaten  je  zweier  Punkte  (a,  b,  c) 
und  (x,  y,  z)  erfüllt  werden  muss,  deren  grade  Verbindungslinie 
auf  der  Richtung  («,  ß,  y)  senkrecht  steht,  so  liegen  alle  Punkte 
(x,  y,  z),  welche  dieser  Gleichung  genügen,  in  derjenigen  Ebene, 
welche  auf  der  Richtung  (a,  ß,  y)  lothrecht  steht  und  durch  den 
Punkt  (a,  b,  c)  hindurchgeht. 

Diese  „Gleichung  der  Ebene"  lässt  sich  in  folgender  Weise 
umgestalten. 

Zunächst  kann  man,  da  (a,  b,  c)  ein  beliebig  auszuwählender 
Punkt  der  Ebene  ist,  bestimmen,  dass  er  der  Fusspunkt  des 
Lothes  p  sein  soll,  welches  vom  Nullpunkte  der  Coordinaten  aus 
auf  die  Ebene  gefällt  wird.     Dann  ist  nach  §  132,  (1): 

a==pcosa,     b  =  pcosj3,     c  =  pcosy; 

und  man  erhält: 

X  cos  a  +  y  cos  j9  +  z  cos  7  =  a  cos  «  +  b  cos  j9  -}-  c  cos  / 

=  p  (cos  a^-{-    cos  ß*-\-    cos  y*) 
=  p. 
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Mithin  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz  L 

Die  Olelehung  derjenigen  Ebene,  welche  durch  den 
Punkt  (a,  b,  c)  hindurchgebt  und  auf  der  Richtung  (a,  ft  7) 
lothrecht  steht,  ist: 

(1)  (x  —  a)  •  cos  a  +  (y  —  b)  •  cosjS  +  (z  —  c)  •  cos  7  =  0. 

Bedeutet  p  die  Länge  des  vom  Nullpunkt  auf  die  Ebene 
gefällten  Lothes  und  a,  ß^  y  die  Richtungswinkel  des 
Lothes  vom  Nullpunkte  aus  nach  dem  Fusspunkte  hin,  so 
ist  ferner: 

(2)  X  cos  a  +  y  cos  /3  +  z  cos  7  —  p  =  0. 

Um  die  Entfernung  p^  eines  beliebigen  Punktes  (x  ,  y^,  z^) 
von  der  obigen  Ebene  zu  ermitteln,  machen  wir  den  letzteren  zum 
Nullpunkt  eines  secundären  gleichgerichteten  Coordinatensystems 
der  x',  y',  z'.  Dann  erhält  man,  weil  die  verschiedenen  Lethe 
einer  Ebene  mit  einander  parallel  sind,  nach  (2)  die  Gleichung 
der  Ebene  in  der  Gestalt: 

x'cos  a  +  y'cos  ß  +  z'cos  7  —  P- =  0 

■oder  in  der  Gestalt: 

x'cos  (jt  —  «)  +  y'cos  (jr  —  ^)  +  z'cos  (pt  —  7)  —  Pj=  0, 

je  nachdem   die  Lothe  p  und  p    einerlei   oder   entgegengesetzte 

Richtung  haben.    Oder  m.  a.  W.:   die   secundäre   Gleichung  der 

Ebene  ist 

x'cos ()[  +  y'cos /S  +  z'cos 7  —  (+  p  )  =  0, 

wo  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  von  p    gilt,  je  nach- 
dem der   primitive   und   der   secundäre  Nullpunkt  auf  derselben 
oder  auf  entgegengesetzter  Seite  der  Ebene  liegen. 
Es  ist  aber  nach  §  132,  (3): 

x  =  Xj+x',     y  =  y^+y',     z  =  z^+z' 

oder: 

x  =  x— x^,     y'=y— y^,     z'=z— z^; 

weshalb  die  letzte  Gleichung  auch  so  geschrieben  werden  kann: 
(x  —  xj  cos  a  +  (y  —  y^)  cos  jS  +  (z  —  z^ )  cos  7  —  (+  p^)  =  0, 
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oder,  wenn  man  die  Klammern  auflöst  und  die  Gleichung  (2)  an- 
wendet, auch  so: 

+  p^  =  x^  cos  a  +  y^  cos  /3  +  Zj  cos  7  —  p. 

Verzichtet  man  also  darauf,  p^  als  eine  absolute  Grösse  zu  be- 
trachten, so  kann  man  das  Resultat  so  formuliren: 


Lehrsatz  IL 

Bezeichnet  man  die  Entfemimg  eines  Punktes  (x  ,y  ,z  ) 
von  der  Ebene 

xcosa  +  ycosj94-zcos/  —  p  =  0 

durch  p  ,  indem  man  diese  Grösse  als  positiv  oder  nega- 
tiv ansieht,  je  nachdem  der  Punkt  (x  ,  y  ,  z  )  und  der 
Nullpunkt  des  rechtwinkligen  Coordinatensysteras  auf 
der  gleichen  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Ebene 
liegen,  so  ist: 

(3)  X  cos  a  -|-  y^  cos  j?  +  Zj  cos  7  —  p  =  —  p  . 

Will  man  die  Neigungswinkel  von  Ebenen  gegen  einan- 
der bestimmen,  so  braucht  man  sich  nur  zu  erinnern,  dass  die- 
selben mit  denjenigen  Winkeln  übereinstimmen,  welche  die  Lothe 
mit  einander  bilden.    Dieselben  ergeben  sich  also  aus  §  132,  (6). 

Besonders  wichtig  sind  die  Neigungswinkel  der  Ebene 

X  cos  a  +  y  cos  |3  +  z  cos  7  —  p  =  0 
gegen  die  Coordinatenebenen.     In  Bezug  auf  sie  gilt  der 

Lehrsatz  IIL 

Stellt  man  die  Gleichung  einer  Ebene  in  der  Form 

X  cos  a  +  y  cos  i?  +  z  cos  7  —  p  =  0 

dar,  wobei  p  die  absolute  Länge  des  Lothea  vom  Null- 
punkt aus  auf  die  Ebene  und  a,  ß,  y  seine  Richtungs- 
winkel bedeuten,  so  ist  gleichzeitig  a  der  Neigungswinkel 
der  Ebene  gegen  die  (yz)-Ebene,  ß  gegen  die  (zx)-Ebene, 
y  gegen  die  (xy)-Ebene. 
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§  135. 

Tangente  und  Normalebene  einer  Oufve  im  Raom. 

Rectification  der  Curve. 

I 

Um  irgend  eine  Curve  im  Räume  zu  bestimmen,  bedarf  man 
zweier  Gleichungen 

f(x,j,z)  =  0,     9)(x,y,z)  =  0 

zwischen  den  drei  Coordinaten  x,  y,  z  ihrer  emzehien  Punkte. 
Denn  kennt  man  eine  Coordinate  eines  Punktes  der  Curve,  so  ist 
dadurch  zunächst  nur  die  den  Punkt  enthaltende  Ebene  bestimmt 
welche  zur  Ebene  der  andern  Coordinaten  parallel  liegt,  jedoch 
nichts  über  die  Lage  des  Curvenpunktes  in  derselben  ausgesagt 
Nehmen  wir  an,  x  sei  die  bekannte  Coordinate,  so  bleibt  noch 
die  Bestimmung  der  beiden  Coordinaten  y  und  z  übrig,  zu  wel- 
chem Zweck  bekanntlich  zwei  Gleichungen  nöthig  sind,  mag  die 
Curve  ganz  oder  nur  mit  einzelnen  Punkten  in  der  fraglichen 
Ebene  liegen. 

Ist  (g,  Tjj  g)  ein  beliebiger  Punkt  einer  Graden,  welche  durch 
den  Punkt  (x,  y,  z)  der  Curve  geht,  (a,  ß,  y)  die  Richtung  dieser 
Graden  und  r  die  Entfernung  beider  Punkte  von  einander,  so  hat 
man  nach  §  132,  (4): 


X 


- — £-  =  -^ =  r. 


cos  a  cos  ß  cos  / 

Mithin  muss  für   einen  zweiten  Schnittpunkt   (x-j~^x,  y-f-^J» 
z  +  ^z)  dieser  Graden  mit  der  Curve  auch  die  Relation 

Ax  Aj  Az 

—      "^    —  =As 


cos  a        cos  ß        cos  / 

gelten;   und  es  ist,  wie  man  durch  Division  sogleich  findet,  für 
jeden  Punkt  (g,  ?/,  g)  der  Secante: 

§  — x^?  — y^g  — z^    r 
Ax  Ay  Az  Ab 

wobei  As  die  Entfernung  der  beiden  Schnittpunkte  von  einander 
bedeutet. 
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Sind  nun  x,  y,  z  differentiirbare  Functionen  einer  Yariabeln  t, 
so  folgt  demnach  für  die  Tangente: 


g-x 

n  —  1      S— z 

dy     dz 

r 

dx 

ds 

dt 

dt      dt 

dx 

cosa   -r— » 
ds 

»      dy 

dz 
cosy—  ,„  . 

dt 

Jede  Grade,  welche  auf  der  Tangente  im  Berühiimgspunkte  senk- 
recht steht,  heisst  eine  Normale  der  Gurre  in  diesem  Punkt, 
und  diejenige  Ebene,  in  welcher  diese  Normalen  sämmtlich  liegen, 
die  Normalebene. 

Die  Gleichung  der  letzteren  ist  daher  nach  §  134: 

(g  —  x)  cos  a  +  (jy  —  y)  cos  ^  +  (£  —  z)  cos  y  =  0, 

wo  (a,  ßj  y)  die  Richtung  der  Tangente  bedeutet,  oder  nach  den 
obigen  Formeln  für  die  Cosinus  der  Richtungswinkel: 

«-^)4f+(,-,)if+«-.)^-l=o. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  mithin  der 


Lehrsatz  L 

Für    einen   Punkt   (x,  y,  z)    derjenigen   Curve,    deren 
Gleichungen 

/"(x,  y,  z)  =  0,    (p  (x,  y,  z)  =  0 
sind,  lautet  das  Gleichungspaar  der  Tangente: 
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(1) 


§— '  _  V  —  7  _  S  — z 


dx 
dt 


dy 
dt 


dz 
dt 


und  die  Gleichung  der  Normalebene: 

(2)  (g_x).-^  +  (,-y).4f +  (g-z).4|-  =  0. 

Aus  den  Formeln  für  die  Cosinus  der  Richtungswinkel  der 
Tangente  folgt  ferner,  weil  nach  §  132,  (2) 


ist: 


dx 
ds 


o  o  O 

cos  a  -\-  cos  ß  +  cos  y  ==  i 

+(4f)'+(4f)'='. 


ds_ 
dt 


dt 


dt 


dt 


) 


A  s  bedeutete  die  Länge  einer  Sehne  der  Curve.  Schreibt  man 
nun  zwischen  zwei  festen  Punkten  der  Curve  eine  Sehnenfolge  eiii 
und  lässt  dann  die  einzelnen  Sehnen  unter  unendlicher  Vermeh- 
rung ihrer  Anzahl  unendlich  abnehmen,  so  ergiebt  sich  vermittelst 
einer  Betrachtung,  welche  derjenigen  in  §  124  ganz  analog  ist,  der 


Lehrsatz  II. 

Bedeutet  s  die  im  Punkte  (x^,  >•  ,  z  )  verschwindende 
Bogenabscisse  einer  Raumcurve,  so  ist,  indem  die  unab- 
hängige Variable  durch  t  bezeichnet  wird: 


(3) 


s 


=/- ra'+ (4i)"+ (4t)"" 


ds*=dx*+  dy*+  dz'. 


—    735    — 


§  136. 
Kriimmungsaxe,  SchmieguDgsebene,  Kriimmungskreis. 

Die  Normalebenen  durch  die  beiden  Curvenpunkte  (x,  y,  z) 
und  (x  +  ^x,  y  + Jy,  z  + Jz)  sind  nach  §  135,  (2): 

(l-x).^+(,-,).lf-  +  (£-z).4l  =  0        . 
und: 

H.(,_,_.,).(^I  +  l.^y)+(5_._..).(-^£+t^)„o. 

Soll  demnach  (g,  97,  g)  ein  Punkt  in  der  Schnittlinie  dieser  beiden 
Ebenen  sein,  so  müssen  die  Werthe  der  Goordinaten  g,  9;,  g  bei- 
den Gleichungen  zugleich  genügen,  also  auch  der  Gleichung,  welche 
aus  ihnen  durch  Subtration  hervorgeht.  Dieselbe  lautet  nach  einer 
einfachen  Transformation: 

/dx    ,     -dx\     .      ,   /dy    ,     .dy\     .      ,   /dz    ,     .  dz\     , 

Dividirt  man  sie  durch  denjenigen  Zuwachs  Ai  der  unabhän- 
gigen Variabein,  welche  den  Zuwachs  Jx  von  x,  Jy  von  y  und 
Jz  von  z  veranlasst,  und  lässt  dann  Jt  unendlich  abnehmen,  so 
erhält  man: 

(g-x)-^  +  (»?-y).^  +  (S-z).i^ 

dt  dt  dt 

= (f'-)'+  (If )V  (4f ) = a'- 

—  Das  Letztere  nach  §  135,  (3). 
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Mithin  muss  die  Grenzlage  der  Schnittkante  beider  Normal- 
ebenen  der  Curve  die  letzte  Gleichung  und  die  erste  GleichuDg 
dieses  §  gleichzeitig  erfüllen  und  wird  durch  beide  Gleichungen 
vollständig  bestimmt.  Sie  ist  das  Analogon  zu  dem  Erümmungs- 
centnim  einer  ebenen  Curve,  da  dieses  sich  als  die  Grenzlage  des 
Schnittpunktes  zweier  unendlich  benachbarten  Normalen  einer  sol- 
chen Curve  ausgewiesen  hat. 

Fasst  man  diejenige  Ebene  ins  Auge,  welche  die  Tangente  des 
Punktes  (x,  y,.z)  und  den  Punkt  (x  +  Jx,  y  +  ^y»  z  +  Jz)  in 
sich  enthält,  so  ist  es  einerseits  klar,  dass  die  Curve  sich  in  der 
Nachbarschaft  des  Punktes  (x,  y,  z)  desto  enger  an  sie  ansdimiegt, 
je  kleiner  Ai  wird,  und  andrerseits,  dass  die  Schnittkante  der 
beiden  Normalebenen  im  Grenzfalle  auf  ihr  lothrecht  steht,  weil 
sie  sich  in  die  Neigungsebene  dieser  beiden  Normalebenen  ver- 
wandelt. 

Diese  Andeutungen  werden  genügen,  um  erkennen  zu  lassen^ 
dass  die  folgende  Definition  entscheidende  Merkmale  der  Rauni- 
curven  anspricht. 

Definition. 

Unter  der  Erflmmungsaxe  einer  Curve  im  Punkte 
(x,  y,  z)  versteht  man  die  Grenzlage  der  Schnittkante  der 
Normalebene  durch  diesen  Punkt  mit  einer  unendlich 
benachbarten  Normalebene.  Die  durch  den  Punkt  (x,  y,  z) 
lothrecht  zur  Krümmungsaxe  gelegte  Ebene  heisst  die 
Schmiegungsebene  der  Curve  in  diesem  Punkt,  der  Schnitt- 
punkt der  Krümmungsaxe  mit  der  Schmiegungsebene 
das  Erflnminngscentram  und  der  um  das  letztere  in  der 
Schmiegungsebene  gezogene  Kreis,  welcher  durch  den 
Punkt  (x,  y,  z)  hindurchgeht,  der  Erflmmungskreis. 

Oben  ist  bewiesen  der 

Lehrsatz  I. 

Die  laufenden  Coordinaten  g,  97,  g  der  Erflmmimgsaxe 
einer  Curve  im  Punkte  (x,  y,  z)  genügen  den  beiden  Glei- 
chungen: 
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(1)       (§--)'  — +(v-j)'  '-f  +(e-.)-|f  =0, 


a  a  a  3 

(2)       ^^'— )-,r3  ^C'z-y)-  ,J+(e-^)-,,.-=(dt)- 


Stellt  man  für  einen  zweiten  Punkt  (^  ,  ^  ,  g  )  der  Krüm- 
mungsaxe  die  analogen  Gleichungen  auf  und  subtrahirt  dieselben 
von  (1)  und  (2),  so  folgt: 

..        .  .      dx     ,  .     dy     ,    .^       ^v    -dz  _ 

Ausserdem  ist,  wenn  man  die  Entfernung  der  beiden  fraglichen 
Punkte  von  einander  durch  q  und  die  Richtungswinkel  der  Krüm- 
muugsaxc  durch  2.^  giy  v  bezeichnet,  nach  §  132,  (4): 

cos  jL  cos  fi  cos  V 

Substituirt  man  hieraus  für  g  —  g  ,  //  —  rj^^  und  C, —  5q>  so  kommt: 

.    dx  <iy    ,  ^z 

cos  /  •  -,- — h  cos  //  •  -TT — h  CÖS  1>  •  -TT-  =  ^5 
dt  dt  dt 

2  _  j«  i2 


d"x    ,               d'y    ,  d"z 

----f  cos// ^-fcosj^-— _ 

dt'  dt'  dt' 


Die  erste  von  diesen  beiden  Relationen  drückt  nach  §  132,  (7) 
die  bereits  bekannte  Thatsache  aus,  dass  die  Krümmungsaxe  per- 
pendiculär  zur  Tangente  steht;  die  zweite,  dass  sie  auch  perpen- 
diculär  zu  derjenigen  Graden  steht,  bei  welcher  die  Cosinus  der 
Richtungswinkel  die  Werthe  haben: 


d'x  ,  d'y  ^  d'z  , 

:  w,  ^ :  w,  i~  *  ^ 


dt*"    '    dt^    '    dt* 

Worpitzky,  DUTerentiftl-  u.  Int«gralreehuaiig.  47 
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für 


-V^'-^i^Uj^y 


Sie  ist  nach  §  134,  Lehrs.  III  ein  Loth  zur  Ebene  (2). 

Um  die  Lage  dieser  Graden  näher  zu  bestimmen,  differen- 
tiiren  wir  die  bekannte  Gleichung 


noch  einmal.    Dann  kommt: 


dx 


A'x 


dt   dt 


s 


■  dy  d*y   d_z 
"^dt  ■  dt*  "^dt 


oder: 


d'x 


d'y 


d^_  d^  ^ 
dt*  "dt'  dt* 


d*z    d*8 


dx   dt*    dy   dt*  ,  dz   dt*  _  dt 


ds 


w 


+ 


ds 


w 


+ 


ds 


w 


w 


Mithin  bedeutet 


d^ 


dt 


i 


:w 


den  Cosinus  desjenigen  Win- 


kels,  unter   welchem   das  Loth  zur  Ebene  (2)  gegen  die 
Tangente  der  Curve  geneigt  ist. 

Macht  man  t  =  s,  wählt  also  die  Bogenabscisse  zur  unabhän- 
gigen Variabein,  so  wird 

ds ds ^        ds ds ^ 

dY-d7-^'      dt^~d?~ 


der  fragliche  Winkel  mithin  ein  rechter;  weshalb  dann  die  Tan- 
gente, unser  Loth  und  die  Krümmungsaxe  ein  System  von  drei 
rechtwinklig  zu  einander  stehenden  Graden  bilden. 

Bezeichnen  wir  den  Krümmungsradius  durch  r,  seine  vom 
Curvenpunkt  (x,  y,  z)  zum  Krümmuugscentrum  hinführende  Rich- 
tung durch  (a,  ßj  /),  so  ergiebt  sich  demnach  erstens  zur  Be- 
stimmung dieser  Richtungswinkel: 
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(3) 


cosa 

cosß       cosy 

d*x  " 
ds* 

dV        d*z 
ds*        ds* 

^  Vi^M^U 


dw 


ds' 


und  zweitens  zur  Bestimmung  der  Richtungswinkel  X,  fi,  v  der 
Krümmungsaxe  nach  §  132,  (12)  und  (14): 


(4) 


(5) 


,     dx 

COSX,    -1 — y   COS« 

ds 

C08I/,    -^y    C08j9 

d  8 

dz 
ds 


C08>1 


=  1, 


dy  dz        ^ 

-^•cosy :; — cosa 

ds  '        ds 


cos^ 


COSl' 


dz  dx 

-^i — cos« i — cosy 

ds  ds  ' 


dx  dy 

--^—  •  cos  ö r^  •  COS  a 

ds  ds 


1; 


Torausgesetzt,  dass  das  System  der  RichtuDgeii  der  Tangente,  des 
Krümmongsradius  und  der  Krümmungsaxe  als  mit  demjenigen  der 
Richtungen  der  Coordinatenaxen  in  der  Folge  x,  y,  z  isotrop  ge- 
wählt sei. 

Ist  (g,  fj^  g)  das  Kriimmungscentrum,  so  hat  man  ausserdem: 


(6) 


§  — x^  tj  —  j^  g  — z  ^^ 
cos«  cos/9  cosy 

Substituirt  man  hieraus  in  (2),  so  folgt  zunächst: 


•  i  cos  a 

l  dt 


X    ,          _     d*y     ,               d^z 
Y-t-  cos/9 Y  +  cosy 


dt 


dt 


2 


1=(^) 


8 


und    hieraus,  wenn  man   t  =  s  macht,   unter  Rücksicht  auf  (3) 

und  auf 

cos  a*+  cos  ß^-\-  cos  y *=  1 

47* 
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die  Relation: 
(7) 


Vit'UtU'^) 


Aus  der  Anwendung  von  (7)  auf  (3),  (4),  (5)  und  (6)  folgen 
noch  einige  andere  Relationen,  deren  Ableitung  keine  Schwierig- 
keit zeigen  wird,  sobald  wir  sie  zusammengestellt  haben.  Die 
wesentlichen  Resultate  lauten: 


Lehrsatz  IL 

Versteht  man  unter  r  den  Krümmungsradius  derCurve 
im  Punkt  (x,  y,  z),  unter  (a,  j9,  7)  seine  Richtung  von  die- 
sem Punkte  aus  zum  Krümmungscentrum  (g,  tjy  C)  hin. 
unter  (2,  fiy  v)  diejenige  Richtung  der  Krümmungsaxe« 
welche  das  System  der  voranschreitenden  Tangente,  des 
Krümmungsradius  und  der  Krümmungsaxe  mit  demjeni- 
gen der  Coordinatenaxen  x,  y  und  z  isotrop  conjugirt, 
so  ist  —  falls  die  Bogenabscisse  s  zur  unabhängigen 
Variabein  gemacht  wird: 

(8)  r  =  -^--^=^.=. (7; 


(9) 


X    +y    +z 
cos  a        cos  ß        cos  7 


rt 


tt 


tt 


r» 


(.■•• 


(10) 


cosA 


cos^ 


/    tt 


t     rt 


yz  — zy 


ZX    — XZ 


cosi^       

>  7/  j  ~tir  —  r  9 

xy  — yx 


(H) 


(12) 


'   cosA,    x',   X 
cos|M,   y,   y 


// 


// 


cosr,    z',   z" 


(^>) 


g  — X  _  gy  — y  _ 


cosa 

iirJL 


cos^ 

<?— y 
y 


£- 

-z 

COS 

7 

s- 

-z 

// 


-1 


(4) 


('•'; 
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Bedeutet  aber  (^,  rj^  ^)  nicht  aur  das  Krümmungs- 
centrum, sondern  einen  beliebigen  Pankt  der  Sehmiegiings- 
ebene,  so  ist  die  Gleichung  der  letzteren: 

(13)  (s  —  x)  •  cos  >l  +  (^/  —  y)  cos  //  +  (S  —  z)  cos  i'  =  0 
oder: 

(14)  (g  -  X)  (yV- z'y") 

+  (>?  —  y)  (z'x"—  x'z")  +  (g  —  z)  (x'y"—  y'x'O  =  0. 


Die  Oleiehnngen  der  Erttnunangsaxe  sind,  wenn  g,  >;,  g 
deren  laufende  Coordinaten  bedeuten: 

1  (g  — X).X  +(^  — y).y   +(g  — z).Z  =1  J 

oder: 

nfi^         §  — ^  — r^    _>?  — y  — ry    _g  — z  — rz 

vJLOI  r    ff  f     ff         f     ff  f    ff         ~—  f     ff  f     ff         * 

"^  yz  —  zy  zx  —  xz  xy  —  yx 

Soll  irgend  eine  andere  Grösse  t  als  die  Bogenabscisse  s  zur 
unabhängigen  Variabein  gemacht  werden,  so  ist  in  den  obigen 
Formeln  zu  substituiren: 

, d  X d  X     d  8 

^""dT  —  TT'*  dl' 

/ _^_Ay  A?. 

^~  ds  ■"  dt  •  dt' 

, dz dz     ds 

^""  d7~'dt  '  dl' 


„_  j  dlx     ds         d^s      dx  1    /ds\^ 

""^  i  dt* '  dt    dt* '  dtrvdt; ' 

^  ~l  dt*  *  dt        dt*  '  dt  j-Vdt/  ' 
„ Idz      ds        ds      dzl/dsN. 

^  ~  t  "d?"  "dT  ~  Tt^  ■  u  /  ^u; ' 
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yz  — zy 


zx  — xz 


xy  — yx 


={ 
=1 


dy 

d*z 

dt 

dt« 

dz 

d'x 

dz     dV  1   /dsV 
dt  ■  dt*  J'^dt/ 


dt 
dx 


dt     dt* 

dx     d'y 
dt"  dt* 


dx     d*z  1   /deV 

dt  ■  dt*  rVdty 


dt 

dy 


dy     d*x  1   /dsV 
dt*  dt*r^dt/ 


Das  Resultat  der  übrigens  leiohtea  Bedmung  lässt  sich  so 
aussprechen: 

Zusatz. 

Macht  man  irgend  eine  beliebige  Grösse  zur  unab- 
hängigen Variabein,  so  ist: 


'» 


(17) 


8 


(18) 


(19) 


(20) 


X    

yx"^+y"^+z"*        8"* 

•   •   \'^} 

cos«                 008  jS               cos  7 

8x  — X8         sy  — ys        sz  — zs 

r 
s" 

1 

..(9) 

Vx"«+y"*+2"«       8"* 

cos  X                 cos  fi                cos  1^ 

/    //            f    ff               /    //            /   //              f    ff            f    ff 

yz  — zy         zx  — xz        xy  — yx 

r 
s'* 

1 

.(10) 

yx"»+y"*-)-z"*       S"* 

»i          f         ff 

cos/,  X,  X 

'S 

cos^,  y,  y" 

-»      -Vx"*+y"'+z"»       8"*, 

.(11) 

cosi',  z\  z 

Für  das  ErAmmuiigscentriim  (g,  >;,  g)  orgiebt  sich: 


(21) 


l-x 


n  —  1 


S-z 


8X  — XS 


/   //  /  // 

sy  — ys 


/  ff 
sz  • 


f   ff' 

zs 


—         •      « 


fs 


8 


(11^1 
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Die  Gleichung  der  Schmiegiiiigsebeiie  bewahrt  ihre 
Form  (14)  unverändert.  Die  Gleichungen  der  Krfinunangs- 
axe  kann  man  entweder  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt 
[(1)  und  (2)]  oder  auch  in  der  Form 


(22) 


g  —  xj-s  — r-(8x  —  xs) 


/  //       /  // 


yz  — zy 

(^_y).8  _r  .(sy  — ys  ) 


zx  — xz 


verwenden. 


_(5— z)'8  — r-(sz  — zs  )  . 

= J-n r-77 (ID) 

xy  — yx  "^    ^ 


§  137. 

Allgemeine  Theorie  der  Schmiegungsflächen, 
insbesondere  der  Schmiegungskugel;  die  Torsion 

der  Raumeurven. 

Die  bei  Gelegenheit  der  gegenseitigen  Berührung  ebener  Cur- 
ven  eingeführten  Begriffe  des  Contactes  n*«'  Ordnung,  der  Krüm- 
mungscurre  u.  s.  w.  kann  man  offenbar  direct  auf  die  Raumeurven 
übertragen,  da  in  ihnen  nichts  liegt,  was  eine  zwingende  Beziehung 
zur  Ebene  hätte.    Thut  man  dies,  so  wird  man  sagen: 

Zwei  Raumeurven  haben  im  Punkte  (x,  y,  z)  einen  Con- 
tact  n*«'  Ordnung,  sobald  die  Derivirten  der  Coordi- 
naten  dieses  Punktes  von  der  ersten  bis  zur  n^*^  Ord- 
nung incl.  bei  beiden  Gurven  übereinstimmen;  und  die 
eine  Gurve  heisst  die  Erümmungscurve  der  andern,  so- 
bald die  sämmtlichen  Gonstanten  ihrer  beiden  Glei- 
chungen durch  die  Form  der  letzteren  und  durch  die 
Ordnung  des  Gontactes  bestimmt  sind. 

Die  beiden  Gleichungen,  welche  zur  Definition  einer  Raum- 
curve  nöthig  sind,  kann  man  ansehn  als  die  Gleichungen  zweier 
Flächen,  welche  sich  längs  der  Raumcurve  schneiden.  Daher  ist 
es  ein  durchaus  präciser  BegAf^  wenn  man  sagt: 
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Eine  Curve  und  eine  Fläche  haben  im  Punkte  (x,  y,  z) 
einen  Contact  n*®'  Ordnung,  sobald  in  der  letzteren  eine 
Curve  liegt,  welche  mit  der  ersteren  einen  Contact  Ton 
gleich  hoher  Ordnung  hat. 

Hieraus  folgt: 
Sollen  zwei  Curven  in  einem  Punkte  (x,  y,  z)  einen  Con- 
tact n*®'  Ordnung  haben,  so  muss  jede  von  beiden  mit 
jeder  Fläche,  welche  durch   die  andere  hindurchgeht, 
einen  gleich  hohen  Contact  haben. 

Nach  diesen  Erwägungen  liegt  es  nahe  —  analog  dem  Begriff 

der  Erümmungscurve  —  für  die. Beziehung  einer  Fläche  zu  einer 

Curve  den  folgenden  Begriff  aufzustellen: 

Definition. 

Unter  allen  Flächen,  deren  Gleichungen  die  gemein- 
same Form  xj)  (g,  jy,  g)  =  0  haben,  heisst  diejenige,  welche 
mit  einer  gegebenen  Curve  im  Punkte  (x,  y,  z)  einen  Con- 
tact von  möglichst  hoher  Ordnung  hat,  die  Schmiegnngs- 
flSelie  der  Curve  für  den  Punkt  (x,  y,  z). 

Zusatz. 

Enthält  die  Gleichung  tp  (g,  jy,  g)  =  0  einer  Fläche 
(n+1)  willkürliche  Constanten,  so  ist  sie  die  Gleichung 
der  Selimieglingsfläclie  einer  gegebenen  Curve  im  Punkte 
(x,  y,  z),  falls  die  (n+  I)  Gleichungen 

(  v?(x,y,z)  =  0, 


(1) 


dtp htp     dx        bip     dy        btp     dz 

"dy~"bT'"dT"^"by '"dt""^"bz''Tr~   ' 

u.  s.  w, 

d>  _^  /dxN»       

dt"        bx»    \dtJ^ 


erfüllt  werden,  sobald  man  die  Derivirten  der  Goordina- 
ten  der  Fläche  durch  diejenigen  der  Curve  ersetzt 
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Um  zunächst  zu  zeigen,  dass  die  im  vorigen  §  als  Schmie- 
gungsebene  bezeichnete  Ebene  es  auch  nach  dem  obigen  allge- 
meinen Begriff  der  Schmiegungsflächen  überhaupt  ist,  gehen  wir 
davon  aus,  dass  jede  Ebene,  welche  durch  den  Punkt  (x,  y,  z) 
hindurchgeht,  der  Gleichung 

tp(g,j?,£)  =  (§— x).co8;i  +  (^  — y).cosit/  +  (S  — z).cosr  =  0 

genügen  muss,  wodurch  die  erste  unter  den  Gleichungen  (1)  er- 
füllt wird. 

Diese  Gleichung  enthält,  weil 

cos  A*+  cos  ^*+  cos  r*=  1 

ist,  zwei  willkürliche  Constanten,  so  dass  sich  noch  die  Gleichungen 

dt         -^'  dt^        ~ 

für  §  =  x,  ^  =  y,  S  =  z  erfüllen  lassen,  d.  i.  die  Gleichungen: 

-    dx    ,  dy    ,  dz        .. 

cos  /  •  -TT-  +  cosu'  --z  -  +  cos  V  •  -^rr  =  0, 
dt  *^     dt  dt 

2_  1 2  j  2 


d  X    .  d  y    .  d'z 

— ^  +  cos  ^  — ^  +  cos  1^ 

dt'  dt'  dt' 


Dies  sind  aber  dieselben  Gleichungen,  aus  denen  A,  /w,  v  auch  im 
vorigen  §  bestimmt  wurden. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zur  Bestimmung  der  Schmiegungs- 
kngel,  so  muss  deren  Gleichung  offenbar  die  Form  haben: 

(a  -  I)  +  (b  -  r/)*+  (c  -  S)*=  r'. 

Sie  enthält  vier  willkürliche  Constanten,  nämlich  die  drei  Coordi- 
naten  a,  b,  c  des  Schmiegungscentrums  und  den  Schmie- 
gungsradius  R;  sie  muss  daher  nach  (1)  den  vier  Gleichungen 
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(a_x)  +(b 
(a  —  x)  •  x'  +  0^ 
(a  —  x)  •  x"  +  (b 
(a  —  x)  •  x'"+  (b 


—  z).z'  =0, 


y)     +(c-z) 
y)-y'  +(c— z).z' 

y)-y"  +  (c~-z)/z 
y)-y  +(c— z)-z 


R*. 


/f 


/// 


/9   I        'S   I       'S  'S 

X   +y   -f  z  =s  , 
.(xx  +yy  +ZZ  ) 


/  '/ 


3/  ^ 
•88 


genügen,  welche,  wenn  s  zur   unabhängigen  Variabein   ge- 
macht wird,  die  einfachere  Gestalt  annehmen: 


(a_x/      +(b-y/ 


+  (c-z)'      =R*, 


(a  — x)-x  +(b  — y)-y  +(c  — z)-z'  =0, 
(a  —  x)  -x"  +  (b  —  y)  •  y"  +  (c  —  z)  -z"  =  1, 
(a  —  x) .  x'"+  (b  —  y)  •  y  "+  (c  —  z)  •  z'"=  0. 

Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  lassen  sich  die  Coordinaten 
a,  b,  c  des  Schmiegungsceutrums  bestimmen;  und  zwar  ergiebt 
sich,  wenn  man  die  Determinante 


X  ,  y 


"  " 


X  ,  y  ,  z 

'" 
X  ,  y  , 


// 


"'      "/     '" 
z 


D 


bezeichnet: 


I).(a_x)  = 


0,  y'  ,  z'. 

1'/  " 

5  y  ,  z 

0/"  '" 

,  y  ,  z 


=  — (yz    — zy   ); 


und  analog: 


D-(b— y)  =  — (zx   — xz   ), 
.(c  — z)  =  — (xy   —  yx   ). 


Ferner  ergiebt  sich  durch  die  Substitution  dieser  Werthe  in 
der  ersten  der  vier  Gleichungen: 

.R=(xy  — yx  )+(yz  — zy   ) +(zx   — xz  ), 


wodurch  der  Schmiegungsradius  R  bestimmt  ist 
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Die  hier  gefdndenen  Resultate  lassen  sich  in  mannichfacher 
Weise  umgestalten: 

Es  ist  u.  a.  —  Tergl.  die  Anmerkung  zu  §  82  — 


t  §t       /  ftt 


/     f//       I  9     9ff 


D*= 


X      +y      +z      ,  XX    +yy    +ZZ    ,  xx    +yy    +zz 


//  ttt     I    //  ///  I    //  99» 


9     99       i         9     99      t         9    99  99  S  ,         ffji  ,    f  /  S       rf     rrr     ,         rr     rrr     ■    rr    » 

XX   +yy  +ZZ  ,x       +y       +z      ,xx   +y  y   +z  z 


9      999      i  9     999  99      99t      ■     //  99  t      •    99     99* 


999  i  I     999%  I  _999t 


XX   +yy   +zz  ,  X  X   +y  y    +z  z  ,  X       +y       +z 


Da  s  als  die  unabhängige  Variable  gedacht  wird,   so  hat 
man  aber 

9%     X  'S     I  'S  -1 

X  +y  +2  =1 

UDd  in  Folge  dessen  ferner: 


9     9t    t  t     rt    t         9    tt  r\ 

XX  +yy  +ZZ  =0, 


r      '*2     I  "t     I  "2n        I        r      '      '"      I  9      999      i  9     9f9'i  /% 

[x    +y    +z    ]  +  [xx   +yy    +zz   J  =  0. 


Die  letzte  von  diesen  Relationen  lässt  sich  wegen  der  Formel  (8) 
des  Yorigen  §  für  den  Krümmungsradius  r  auch  so  darstellen: 


99i     ,  99i     I  9t  2 


—  2 


X    H-y    +z    =  — [xx   +yy   4-zz   ]  =  r     ; 


und  hieraus  folgt: 


99      999      I     9t     999 


—  8  ' 


rr     wrw     ■     rw     rrr     \  tt    trr  —  ö   ' 

XX   +yy   +ZZ  =  —  r    «r. 


8 


Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  geht  D    über  in 


D  = 


+  1     .        0        ,  -  r 


-2 


.—  2 


—  3     / 


0    ,  +r'        ,  —r     T 


—2  —3      / 

—  r     ,  — r    -r, 

—  2      /      ///2     I  999% 


2:1"* 

"'2x  _— 6 


8> 


—  ü    /    ///x   I        999 z   ,       999 'Zx  — o    /i      I       »a\ 

=  r     .(x     +y     4-z     )  — r    -(l+r  ). 


2  _2 


Der  Ausdruck,  welchen  wir  oben  für  D  -R    gefunden  haben, 
lässt  sich  so  transformiren: 
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.R--(xy   — yx   ) +(yz    — zy   )+(zx   — xz   ) 


/'/!{/    ^» 


'/'S/    'S    I        '2> 


///2/    /2    ,       tt 


=  x     (y    +z   )4-y     (z   +x  ) +z     (x   +y  ) 
xyx   y    — ^yzy   z    — zzxz   x 


///2   I        '"2   I       //'2 


=  x     +y     +z     — (xx   +yy   +zz   ), 
wo  der  letzte  Ausdruck  aus  der  Anwendung  von 


folgt. 


Daher  ist: 


X   +y    -1-z   =  1 


.R=(x     +y     +z     )  —  r     . 


Dies  giebt  in  Verbindung  mit 


D2  —2   /„"/2    I     „"»2    ,       ///2x  —6  —6      '2 

=  r     '(x     +y     +z     )  —  '^     —  r     -r 


das  Resultat: 


2   _2 


2 


2    ,     .  —  4      '2 


D.R=D•.r^+r-^r'^ 


Berücksichtigt  man  aber,  dass  in  dem  Ausdruck 


D  •  (a  —  x)  =  —  (y  z' '—  z'y  ") 


wegen  der  Formel 
gesetzt  werden  kann: 


/  '/       '  //       — 1       * 
yz  — zy=r    cos/ 


[§  136,  (10); 


/    ttt  f    ttt 


yz   — zy   = 

so  folgt  auch: 


d  •  r   ^cos  X 
ds 


—1  f 


=  —  r    r-cosil  +  r 


_i  dcosJl 
dT" 


d".  r'==  d".  (a  —  x)*+ d'- (b  —  y/+ D*.  (c  -  z)* 


—  4      /2 


2 


2 


=  r     •  r  •  [cos  X  +  cos  //  +  cos  i'  J 


^  -3  ,  r       ^    dcosA    ,  dcosii    ,  dcosr 

—  z  r     r  •  cos  / = h  cos  jM  •  — = — --  +  cos  r  • 

L  ds  ds 


ds 


+  r 


-2 


2  2 

dcos>l\    .  /dcos/t/ 


ds 


A       /dcos/t/\       /dcosr\ 

7  +  KKT)  +  V~Ts~y 
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Von  den  eckigen  Klammem  im  letzten  Ausdruck  ist  die  erste 
1  und  daher  die  zweite  =  0. 
Setzt  man  mithin 


/dcos>l\        /(]  cos fj\       /dco8i'\  _    1 
ds    /        V    ds    /       V    ds    /       ,Q^ 

so  ergiebt  sich: 

.  R  =  r     •  r    -j-  r     •  (>     . 

Und  hieraus  folgt  in  Verbindung  mit  dem  vorhin  für  D  •  R    ge- 
fundenen Ausdruck  die  Relation: 

Ds      2  —2—2 

•  r  =r     'Q    , 

also: 

1 

Dr 

und  wenn  man  hieraus 

D_2    —1 
=  r     Q 

in 

substituirt,  auch  die  Relation: 

K  =r  -j-  p  •  r  . 


Q  =  \.        2' 


Die  Grösse  q  nennt  man  den  Radius  der  zweiten  Krüm- 
mung oder  den  Torsionsradius  der  Curve  im  Punkt  (x,  y,  z). 

Um  ihre  geometrische  Bedeutung  klai-zulegen,  so  seien  (>l,//,r) 
und  (2  +  J  >l,  (i-\-  Afif  V  -\-  Av)  die  Richtungen  der  Krümmungs- 
axen,  welche  zu  den  Curvenpunkten  s  und  {%  -\-  Ab)  gehören, 
(p  der  Winkel,  welchen  diese  Krümmungsaxen  mit  einander  bilden. 
Dann  hat  man: 

l=COSJl*  -f-COSjM*  +co8r*, 

S  8  8 

\  =qob{X-\-  AX)         +  cos (//  +  ^ i^)         '\-coB(y  -\-  Av)  y 
C0S9P  =  cos^  cos  (X  4-  AX)  +  cos/i  cos  (^  +  Afi)  -\-  cosi'  008(1^  +  ^*')- 

Addirt  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  zu  einander  und  sub- 
trahirt  dann  das  Doppelte  der  letzten,  so  folgt: 
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48.0  2 


2  2  S 

{A  COS  X)  -f  ( J  cos  fi)  +  iß  ^^s '')  ' 


8 


S 


«^o-(^)=(^)+(^)+(^)  = 


e* 


p  =      lim    . 


zfs 


J8  =  0        9> 


Mithin  ist  der  Torsionsradius  q  der  Grenzwerth 
des  Radius  eines  Kreises,  in  welchem  auf  einem  Bogen 
von  der  Grösse  Js  ein  Gentriwinkel  von  der  Grösse  des 
Neigungswinkels  der  Erümmungsaxen  oder  der  Schmie- 
gungsebenen  der  Endpunkte  Yon  As  gegen  einander 
steht. 

Die  aufgefundenen  Formeln  stellen  wir  zusammen  in  dem 


Lehrsatz. 

Bedeutet  (a,  b,  c)  das  Centrum,  R  den  Radius  der 
Schmiegungskugel ,  (>  den  Torsionsradius  und  r  den  Erfim- 
mungsradlus,  so  hat  man,  indem  der  Abkürzung  wegen 


D  = 


/        f        / 
X  ,   y   ,   z 


rt 


*f 


y  .  z 


tf 


///        ^//        ftt 


gesetzt  wird: 


y  .   z 


a  —  X 


b-y 


0 — Z 


/  t*t 


/   ttt 


yz    — zy 


zx 


xz 


-'« 


t    ttr 


t     /// 


xy  — yx 


D 


D  -r 


^2   I     ^2      ft 

=  r  +Q  -r  , 


Q  =  +. 


Dr* 
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=  r    -(x     +y     +z     )  — r    •(1  +  r') 
r  =  —  r-(xx   +yy   +ZZ   ). 

Die  Curve  liegt  in  einer  einzigen  Ebene,  falls  identisch 

D  =  0 
wird. 


§   138. 
Tangentialebene  und  Normale  einer  Fläche. 

Zieht  .man  auf  einer  Fläche,  deren  Gleichung 

(1)  9)(x,y,z)  =  0 

sei,  vom  Punkte  (x,  y,  z)  aus  eine  Linie  und  nennt  das  zunächst 
gelegene  Linienelement  /is,  so  genügen  die  Endpunkte  desselben 
der  Gleichung 

9)(x  +  zJx,  y  + Jy,  z  + Jz)  =  0. 

Mithin   erfüllen   die  Cosinus   der   Richtungswinkel   der   Tangente 

jener  Linie  im  Punkte  (x,  y,  z)   —   nämlich  -^ — »  ^-^'    y —  — 

nsasds 

die  Gleichung 

^^  hx     ds  ^  hj     ds  ^  bz     ds 

Das  Gleichungspaar  der  Tangente  ist  aber: 

,^>  5  —  X  fj  —  y  £— z  

^T^""~d7~~""Tr"-''' 

ds  ds  ds 

wo  r  die  Entfernung  des  Tangentenpunktes  (g,  ^,  Q  vom  Berüh- 
rungspunkt (x,  y,  z)  bedeutet. 

Substituirt  man  aus  (3)  in  (2),  so  findet  man,  dass  die  lau- 
fenden Coordinaten  (g,  ^,  £)  der  Tangente  der  Gleichung 
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(4)  (|_,)..||  +  (,-,).^| +«-.).  »J  =  0 

unterworfen  sind. 

Da  die  Richtung,  in  welcher  die  zu  berührende  Linie  auf  der 
Fläche  9)(x,y,z)  =  0  vom  Berührungspunkte  (x,  y,  z)  aus  gezogen 
wurde,  in  dieser  Gleichung  nicht  auftritt,  so  gilt  sie  für  alle  Tan- 
genten der  Fläche  im  Punkt  (x,  y,  z).  Ihre  Form  zeigt  an,  dass 
sämmtliche  Tangenten  in  einer  Ebene  liegen,  für  welche 
die  Cosinus  der  Richtungswinkel  des  Lothes  den  Grössen 


hg)       hq)       hq) 

bx       by        b  z 
proportional  sind. 

Freilich  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  diese  partiellen  Deri- 
virten  von  g)  völlig  bestimmte  Werthe  haben  und  bei  jeder  hin- 
reichend kleinen  Verschiebung  des  Berührungspunktes  auf  der 
Fläche  nur  stetige  Verändeiiingen  erleiden,  weil  nach  §  9  die 
Gleichung  (2)  nur  für  solche  Lagen  von  As  auf  der  Fläche  gefol- 
gert werden  kann,  welche  die  Stetigkeitsbedingung  erfüllen.     Da 

dieselbe   gleichbedeutend   mit   der  Stetigkeitsbedingung   für  -  —  • 

d  V  d  z 

-;i-^  und  -= —  ist,   so  lehrt  die  einfache  Anschauung,   dass  die 

d  8  ds 

Punkte  in  Kanten,  Sprungrändern,  Spitzen  —  z.  B.  bei 
körperlichen  Ecken  —  u.  s.  w.  Ausnahmen  machen.  In 
ihnen  ist  die  Stetigkeit  auf  abgegrenzte  Gebiete  der  Fläche  be- 
schränkt; und  es  gilt  daim  auch  nur  für  diese  einzelnen  Gebiete, 
dass  die  Tangenten  der  Fläche  in  einer  Ebene  liegen. 
Hieraus  ergiebt  sich  der 


Lehrsatz. 

Sämmtliche  Tangenten   einer  Fläche   9)(x,y,z)  =  0   in 

einem  Punkt  (x,  y,  z),  in  welchem  die  drei  partiellen  Deri- 

virten 

bg>        hg)        hg) 

hx        hy        hz 
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bestimmte  und  von  der  Differentiationsrichtung  unab- 
hängige Werthe  haben,  liegen  in  einer  Ebene  —  der 
^^Tangentlalebene'^;  deren  Gleichung  ist: 

W       (j-.).|l^+(,-,)4^  +  «-.).|f=o. 

Die  Gleichung  der  Normale  in  diesem  Punkt,  d.  h.  des 
Lothes  auf  der  Tangentialebene,  ist 

^  ^  b^p  bg>  hg> 

bx  bj  bz 

Sind  die  partiellen  Derivirten  ^r-— '    ,-">  ^r^  im  Punkte 

öx      oy      0  z 

(x,  y>  z)  auf  irgend  welche  Weise  unstetig,  so  liegen  die 

Tangenten  —  wenn  es  solche  überhaupt  giebt  —  generell 

in  verschiedenen  Ebenen,  liefern  also  auch  verschiedene 

Normalen. 


§  139. 
Complanation  der  Flächen. 

Man  umgrenze  auf  der  Fläche 

9)(x,y,z)  =  0 

einen  Theil  f  derselben,  welcher  auf  der  xy- Ebene  eine  solche 
Projection  F  hat,  dass  die  verschiedenen  Punkte  von  F  verschie- 
denen Punkten  von  f  entsprechen,  zerechneide  F  in  Rechtecke, 
deren  Seiten  den  Axen  der  x  und  der  y  parallel  sind,  und  errichte 
über  den  einzelnen  Rechtecken  AF  grade  Cylinder  bis  über  die 
Fläche  f  hinaus.  Dadurch  werden  auf  der  letzteren  Theile  aus- 
geschnitten,  von  denen  jeder  sich  desto  enger  an  den  entsprechen- 
den Theil  Jf  der  Tangentialebene  eines  seiner  Punkte  anschmiegt, 
je  kleiner  JF  genommen  wird. 

Der  Neigungswinkel   derjenigen  Tangentialebene,   in  welcher 
/jf  liegt,  gegen   die  xy- Ebene   heisse  /.     Dann  ist  /  auch  der 

Worpiizky,  Differential-  n.  IntegralrechnuDg-.  48 
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Neigungswinkel  der  im  Berührungspunkt  (z,  y,  z)  errichteten  Nor- 
male gegen  die  z-Aze,  weil  zwei  Ebenen  gegen  einander  jdenselbeD 
Neigungswinkel  haben,  wie  ihre  Lothe;  und  man  hat  nadb  §  138,  (5): 


cos  7 


ii'Vi'ä+m'+i^- 


während  nach  einem  elementaren  Satz  über  die  Grösse  der  Pro- 
jection  eines  ebenen  Feldes 

JF 

-^-^  =  0087 

ist 

Der  Winkel  y  variirt  bei  der  Verschiebung  des  Berührungs- 
punktes in  dem  über  /4F  liegenden  Theil  von  f  desto  weniger,  je 
kleiner  die  Dimensionen  von  AF  sind,  nähert  sich  also  bei  un- 
endlich abnehmenden  Seitenlängen  des  Rechtecks  AF  einem  be- 
stimmten Grenzwerth  —  falls  nämlich  die  Fläche  f  in  jedem  ihrer 
Punkte  eine  einzige  bestimmte  Normale  besitzt.  Mithin  ist  unter 
derselben  Voraussetzung  auch 

df  ^     1 
d  F        cos  7 

ein  völlig  bestimmter  Grenzwerth. 

Die  Anschauung  ergiebt  das  Axiom,  dass  das  Grössenverhältnis 
zwischen  Ai  und  dem  zugehörigen  Theil  von  f  sich  dem  Grenz- 
werthe  1  nähert,  wenn  die  Dimensionen  von  Af  unendlich  ab- 
nehmen. Mithin  kann  man  in  der  letzten  Gleichung  d  f  auch  als 
Element  der  Fläche  f  ansehn.    Und  da,  seiner  Definition  gemäss, 

dF  =  dx.dy 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Obigen  der  folgende 

m 

Lehrsatz. 

Bedeutet  f  einen  solchen  Theil  der  Fläche 

9p(x,y,z)  =  0, 

dessen  verschiedene  Punkte  auch  verschiedene  Projections- 
punkte  in  der  xy-Ebene  haben  und  ausserdem  bestimmte 
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Tangentialebenen  besitzen,  so  ist,  indem  F  die  Projec- 
tion  von  f  in  der  xy-£bene  und  /  den  Richtungswinkel 
der  Normale  von  f  im  Punkte  (x,  y,  z)  gegen  die  z-Axe 
bedeutet: 


(1)       i=fA^^ 

^  J    cosi 


cos  7 


wobei  sich  die  Integration   über  das  ganze  Gebiet  F  zu 
erstrecken  hat. 

Übrigens  ergiebt  sich  dieselbe  Formel  (1),  wenn  man  die 
Projection  F  von  f  auf  der  xy-Ebene  in  Dreiecke  AF  zerlegt,  in 
den  Ecken  der  letzteren  Lothe  errichtet  und  die  Durchstichpunkte 
derselben  mit  der  Fläche  f  zur  Construction  eines  Netzes  von 
Dreiecken  Jf  verwendet,  deren  Projectionen  die  AF  sind.  Je 
kleiner  man  die  Seiten  dieser  Projectionsdreiecke  macht,  desto 
enger  wird  die  in  f  eingeschriebene  gebrochene  Fläche  2A{  sich 
an  f  anschmiegen;  und  es  wird  der  Werth  von  2Ai  stets  wachsen, 
wenn  man  die  J  F  in  drei  Dreiecke  zerlegt,  weil  man  dadurch  das 
zugehörige  J{  durch  den  Mantel  einer  dreiseitigen  Pyramide  über 
dieser  Grundfläche  eraetzt.     Ausserdem  ist 

AF 

=  cos  7, 


Af 


wenn  7  den  Neigungswinkel  der  beiden  zusammengehörenden  Drei- 
ecksflächen AF  und  A{  gegen  einander  bedeutet.  Besitzt  daher 
die  Fläche  f  in  jedem  ihrer  Punkte  eine  Normale,  so  erlangt  7 
im  Grenzfalle  den  Werth  des  gleichnamigen  Richtungswinkels  der 
letzteren,  und  es  nimmt 

dF 
-^j-  =  cos7 

einen  völlig  bestimmten  Werth  an,  weshalb  dann  auch 

48* 


lim    • 
^F=0 
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2J{=    lim    . 
JF=0 


cos/ 


_fAF 

J  cos  7 


COS/ 


einen  völlig  bestimmten  Werth  erhält. 

Dies  ist  aber  wieder  die  Formel  (1). 

Was  die  Ausführung  der  doppelten  Integration  in  der 
Formel  (1)  betrifiFt,  so  muss  man  das  Differential  vermittelst  der 
Flächengleichung  g?  (x,  y,  z)  =  0  zunächst  als  Function  von  x  und  y 

dg)      hip      hq> 


darstellen,  indem  man  aus  jener  für 


5 


und  für  z 


öx       öy       öz 
substituirt     Man  erhält  dadurch  einen  Ausdruck  von  der  Form: 


f=77dxdy*(x,y). 


>yP 


Integrirt  man  nun  zunächst 
nach  y  und  lässt  dabei  x  con- 
stant,  so  heisst  dies,  dass  man 
denjenigen  Theil  von  f  be- 
stimmt, welcher  über  dem 
Streifen  M'NN^M^  liegt  Man 
findet  für  ihn  den  Ausdruck: 


r 

dx  •/'^(x,y)dy, 


in  welchem  (i  und  v  die  Ordinaten  der  Punkte  M  und  N  bedeuten. 
Ist  F  kein  Rechteck,  dessen  Seiten  parallel  zu  den  Coordinaten- 
axen  liegen,  so  sind  demnach  (i  und  r  Functionen  von  x,  welche 
von  der  Gestalt  der  Projectionsfläche  F  in  der  xy -Ebene  abliän- 
gen  und  durch  dieselbe  bestimmt  werden.  Hat  man  ihre  Aus- 
drücke eingesetzt,  so  bleibt  noch  die  Integration  nach  x  übri*?, 
d.  i.  die  Entwictelung  des  Integrals 

q  V 

f  =ydxy"^(x,y)dy, 

in  welchem  p  und  q  die  Abscissen  der  äussersten  Punkte  P  und  Q 
von  F  in  der  Richtung  der  Abscissenaxe  bedeuten,  ra.  a.  W.:  die 
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Summation  aller  in  dieser  Richtung  neben  einander  liegenden 
Streifen. 

Ist  die  zu  complanirende  Fläche  durch   die  Rotation   einer 
ebenen  Curve 

um  die  x*Axe  entstanden,  so  kann  man  bei  der  Rechnung  eine 
Integration  ersparen.  Denn  bedeutet  cd  den  Winkel,  um  welchen 
die  Ordinate  y  sich  gedreht  hat,  so  ist  cöy  der  von  ihrem  End- 
punkt durchlaufene  Weg  (Bogen  des  Parallelkreises)  auf  der  Rota- 
tionsfläche; und  wenn  noch  ds  das  Linienelcment,  r  den  Rich- 
tungswinkel der  Tangente  der  Curve  y  =  ^(x)  im  Punkte  (x,  y) 
bezeichnet,  so  ist 


coy  d s  =  0? y -^-:::7;^  =  coy  dx  1/  1  +  (-3^) 


8 


COST 


die  Grösse  desjenigen  Streifens  auf  der  Rotationsfläche,   welcher 
über  dx  liegt. 

Mithin  hat  man  für  den  zu  complanirenden  Theil  der  Rota- 
tionsfläche den  Ausdruck: 


/ 

So  ^ 


Hierbei  kann  0?  sowohl  als  eine  Constante,  als  auch  als  eine  Func- 
tion von  X  gedacht  sein. 

Im  ersten  Falle  wird  f  ausser  von  den  Bogen  zweier  Parallel- 
kreise von  zwei  Meridianen  begrenzt,  welche  den  Längenunter- 
schied (D  haben;  im  zweiten  Falle  ist  die  Begrenzung  von  beliebi- 
ger Gestalt 

Setzt  man  co  als  constant  voraus,  so  ist  demnach  erstens 

s 

(3)  i=a} '  fyds 

und  zweitens  —  nach  §  19  — 

(4)  /y<ls  =  yj- (8-8^), 
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wo  y  ciDon  bestimmten  Werth  unter  allen  denjenigen  Werthen 
bedeutet,  welche  y  in  dem  Integrationsintervall  (s  ,  s)  annimmt. 
Wegen  gewisser  mechanischer  Eigenschaften  nennt  man  das 
y^  der  Gleichung  (4)  die  Sehwerpunktsordinate  des  gleich- 
massig  belasteten  Gurvenbogens 


/-l/^+(^) 


Durch  die  Substitution  geht  (3)  über  in: 

(5)  f=cDy^.  (s  — s^). 

Wir  resumiren: 

Lehrsatz  IL 

Begrenzt  man  auf  einer  Fläche,  welche  durch  die 
Rotation  der  ebenen  Curve  y  =  ^(x)  um  die  x-Axe  erzeugt 
wird,  einen  Theil  f  und  bezeichnet  durch  co  die  Längen- 
differenz der  Endpunkte  des  durch  f  hindurchgehenden 
Parallelkreises,  so  ist: 


(2)  f  =/«>y  dx  1/  1  +  [^  =fc^y  ds, 


xo  •  «0 


mag  a>  constant  oder  zugleich  mit  x  variabel  sein. 

Hat  CD  einen  von  x  unabhängigen  Werth,  liegt  also  f 
zwischen  zwei  Parallelkreisen  und  zwei  Meridianen,  so 
ist  f  gleich  dem  Felde  eines  Rechtecks,  dessen  eine  Seite 
gleich  der  Länge  (s  —  s)  des  begrenzenden  Meridian- 
bogens  und  dessen  andere  Seite  gleich  dem  Wege  coj^ 
des  Schwerpunktes  des  gleichmässig  belasteten  Meridian- 
bogens  ist 

Beispiel. 

Die   Oberfläche   desjenigen    Rotationsellipsoids»    welches 
durch  die  Drehung  der  Ellipse 
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*        .» 
a*  ^  b* 

um  die  x-Axe  entsteht,  findet  man  am  bequemsten  aus  (2),  wenn 
dort  tt>  =  2jr,  x  =  —  a,  x  =  +  a  macht. 

Wir  wollen  zunächst  die  Grösse  deijenigen  Zone  ermitteln, 
welche  zwischen  dem  Äquator  und  einem  Parallelkreise  liegt,  dessen 
Abscisse  =x  ist.     Man  hat  für  dieselbe 


i=2jt 


0  ^  0  ^ 


dy 


2 


+[y-Ä) 


oder,  weil 


.2 


y  =  b'- 


2      b*_,      _dy  b= 

dx  a 


a 


j  Ä  , 


y-iv=--T 


X 


ist: 


f=2^  .y*dxl/b*--^x*+-^x* 


=  2.b./dx|/l-i^*--; 


--b* 


2 


Setzt  man 

Va^-Tb*  a^ 

^ X  ^=  sin  gp,       d  x  =  y^y^TJ  ^^^  9  ^  9y 


a 


so  kommt: 


o         2.  f*  «2i  9 


Va'-b"   J 


0 


Va»_  b*   J 


cos  2  9?)  d^, 


d.  i.: 


{=- 


jtB.  b 
Va*-  b 


2 


9)+  2  sin 2^) 


jra  b 


Va'-b' 


.    xVa*-b*   ,   xVa*- 
arc  sin j 1 

a 


a  r  a 
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Im  Falle,  dass  a  =  b,  dass  die  Ellipse  also  ein  Kreis  ist,  hat 
unsere  Entwickelung  keine  Bedeutung,  weil  dann  der  letzte  Aus- 
druck für  f  wegen  des  Nenners  Va* — b*=0  sinnlos  wird;  anstatt 
seiner  tritt  dann  ein: 

z 

f=2;7rb  •Jdx  =  2jrb.x, 

0 

was  bereits  aus  den  Elementen  der  Stereometrie  bekannt  ist 
Ausserdem  ergiebt  der  obige  Ausdruck  den  Werth  von  f  nur 

dann  in  reeller  Form,  wenn  a>>b,   d.  h.  wenn  die  grosse  Axe 

der  Ellipse  Rotationsaxe  ist. 

Setzt  man  aber  b>>a  voraus,  so  ist: 


.    xVa*-b 
arcsin s 


a 


.    ixyb*=a* 


::=  arcsin 


=  i-t 


Vb*- 


a 


a 


a 


V 


+  1/    1  +  X'.   -   - 


b  —  a 


-    » 


a 


mithin  in  reeller  Form: 


2i 


f  =  -' 


jra  b 


t 


a 


\ 


iLl^^b^Vl/l+x*     **"''* 


a 


Vb*-a» 


+ 


Vb^-a* 


a 


2 


.|/.  +  x'.^ 


')  Denn  aus  der  identischen  Gleichung 

^-iarc8inE_yi_2'—  IZ 

folgt,  wenn  man  z  =  iu  einsetzt: 

e-*"''*'^*^  =  Vr+V+  u; 


arcsin 


in  1  u  = ^^ — ? — .  — i 1-  =  i^Vu  +  yi  +  u  J  ' 
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Mithin  ergiebt  sich  fiir  die  ganze  Oberfläche  f  des  läng- 
lichen Rotationsellipsoids  —  welches  durch  die  Rotation  der 
Ellix>8e  um  die  grössere  Axe  entsteht  —  wenn  man  die  »»nume- 
rische  Excentricität'^ 


einführt: 


l/l--r  =  f.    (a>b) 
r  a 


f-^  2^ab- 


arc  sin  s 


Vi- 


2jth   ' 


arc  sm  £    ,   , 

a \-  b 

e 


Für  die  ganze  Oberfläche  f  des  „abgeplatteten  Rotationsellip- 
soids^'  —  welches  durch  die  Rotation  der  Ellipse  um  die  kleinere 
Axe  entsteht  —  ergiebt  sich,  wenn  man  die  ,,numerische"  Excen- 
tricität 


V 


-1 — 


a 


2 


l--^  =  £,    (a<b) 
b 


einführt: 


t=2jt' 


,2«. — 


+  b 


2 


Das  oben  complanirte  Rotationsellipsoid  entsteht  aus  dem  „drei 
axigen  Ellipsoid^ 


2  8  2 

/         V       X      ,    y      ,    z 
9?(x,y,z)=-^+  — +  -^ 

a         b         c 


1  =  0, 


wenn  man  c  =  b  macht. 
Da 


2x 


-2' 

a 


h(p        2y        hq) 
öy  "^  b*  '      öz 


ist,  so  folgt  aus  (1): 


2z^ 

2 


/*/*  21/2  2  2 
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wo  die  Integration  über   die   ganze  Schnittfläche   der  xy- Ebene 
mit  dem  Ellipsoid  zu  erstrecken  ist,  falls  f  den  Theil  der  Ober-       | 
fläche  des  EUipsoids  bedeutet,  welcher  auf  einer  Seite  jener  Co- 
ordinatenebene  liegt. 

Die  Projection  F  von  f  in  der  xy-Ebene  wird  begrenzt  von 
der  Ellipse 

2  2 

a*  ^   b» 


Die  mit  der  y-Axe  parallelen  Streifen  von  F  —  in  denen  x  con- 
stant  ist  —  gehen  daher 


von  y  =  —  b  1/  1 ^  bis  y  =  +  b  1/  1 ?,  » 


so  dass  der  Ausdruck 

evaluirt  werden  muss. 

Denselben  kann  man,  weil  das  z  in  ihm  nur  positive  Werthe 
hat,  welche  —  wegen  der  Form  der  Gleichung  des  EUipsoides  — 
nur  von  der  absoluten  Grösse  der  Coordinaten  x  und  y  abhän- 
gen, auch  so  schreiben: 


'-*NW(^-(^-i 


0 


Dies  giebt,  wenn  man  noch  für  z  aus  der  Gleichung  des  Ellipsoids 
substituirt: 


2  2  2  1.2         _1     „2 

W  .«  /  I _____     •     -     -  ■        ■        - 

*  *  b*        b* 


r'   ^       /  1 . , — :.-  •. 

f=4/dx/     dy 


a         a 


>  2 

a*        b« 


i 
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Setzt  man 

X  y 

—  =  sin  g),     -^  =  cos  9)  sin  ?p , 
a  b 

so  geht  dieser  Ausdruck  über  in: 


f=r4ab-/co8g?d9p/dv?|/  1  —  —  -,— sing)^ ^ — cosgp^sinip*- 

0  0  r 

Für  b  =  e  liegt  ein  Rotationsellipsoid  vor,  und  die  Integration 
geht  leicht  von  Statten,  weil  das  mit  sin^  behaftete  Glied  des 
Radicanden  verschwindet.  Sind  aber  b  und  c  verschieden,  so  ge- 
lingt die  Entwickelung  in  Elementarfunctionen  nur  vermittelst 
unendlicher  Reihen.  —  Wir  wollen  uns  hier  nicht  mit  ihr  befassen. 


§  140. 

Cubatur  der  Körper. 

Lehrsatz  L 

Errichtet  man  über  einem  Theil  F  der  xy-Ebene  eine 
grade  Cylinderfläche  bis  zur  Fläche  g)(x,y,z)  =  0,  so  ist 
das  Volumen  des  hierdurch  begrenzten  Körpers 

(1)  v=/zdF=jJzdxdy, 

die  Integration  über  das  ganze  Areal  von  F  ausgedehnt. 
Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  erhellt  auf  der  Stelle  aus  der 
Erwägung,  dass  2z*AY  die  Summe  der  Volumina  von  graden 
Cylindern  bedeutet,  deren  untere  Grundflächen  JF  zusammen  die 
Fläche  F  vollständig  bedecken,  während  die  oberen  Grundflächen 
wenigstens  je  eine  Ecke  in  der  Fläche  9)(x,y,z)  =  0  haben.  Je 
kleiner  man  die  Dimensionen  der  einzelnen  AY  macht,  desto 
inniger  schmiegt  sich  die  aus  den  oberen  Grundflächen  gebildete 
Treppe  an  die  Fläche  9)  (x,  y,  z)  =  0  an,  und  das  Volumen  zwischen 
beiden  nähert  sich  dem  Grenzwerthe  NuU,  weil  die  krumme  Fläche 
die  Greuzgestalt  der  gebrochenen  ist. 
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Lehrsatz  IL 

Rotirt  eiüc  ebene  Curvo  y  =  tp(x)  um  die  x-Axe,  so  ist 


X 

(2)  v  =  l./'<»y»dx 


ZO 


das  Volumen  desjenigen  Körpers,  welcher  zwischen  x^  und 
X  von  den  einzelnen  Ordinaten  y  durchschnitten  wird; 
07  bedeutet  den  Gentriwinkel  des  Kreissectors,  welchen  v 
beschreibt 

Ist  CO  eonstant,  liegt  also  der  Körper  zwischen  zwei 
Meridianebenen,  deren  Längendifferenz  =  cd  ist  (und 
zwischen  den  Ebenen  zweier  Parallelkreise),  so  hat  man 
daher 

X 

(3)  y=^a>-ffAx  =  (a>y^)¥, 

Xo 

wobei  F  die  Schnittfläche  des  Körpers  mit  der  Meridian- 
ebene und  (a>yi)  den  Weg  ihres  Schwerpunktes  bedeutet 
Die  Gleichung  (2)  nämlich  baut  den  Körper  auf  aus  cylin- 

drischen  Stufen,  deren  Grundflächen  die  Kreisausschnitte  —  coy', 

und  deren  Höhen  die  unendlich  kleinen  d  x  sind. 

Der  zweite  Ausdruck  von  v  in  (3)  ergiebt  sich  daraus,  dass 

X 

F=/ydx 

die  Grösse  des  rotirenden  Flächenstücks  (d.  i.  des  Meridianschnitts 
des  Rotationskörpers)  darstellt,  und  dass 

.       .  X  F 


/4'"^'   F.'' 


Xo  ü 

y  1        X  ~ 

/ydx 
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die  Ordinate^)  des  „Schwerpunktes  der  Fläche  F"  ist  Dieser 
Schwerpunkt  beschreibt*  bei  der  Rotation  offenbar  einen  Kreis- 
bogen von  der  Länge  (c»y  ).     . 

Beispiele. 

I.  Das  Volumen  des  dreiaxigen  Ellipsoides 

^*       ^^        «« 

—  4-1-4-  — —1 

a         b        c 

wird  durch  die  drei  Coordinatenebenen  in  8  gleiche  Theile  zer- 
schnitten,  weil  das  EUipsoid  symmetrisch  gegen  diese  Ebenen  liegt. 
Das  Volumen  desjenigen  Octanten,  in  welchem  die  drei  Coordina- 
ten  positiv  sind,  lässt  sich  nach  (2)  so  darstellen: 


V  =ffz  d  X  d  y, 


wobei  die  Integration  nach  x  und  y  über  denjenigen  Quadranten 
der  Ellipse 

2  2 

\  +  ^  =  l 
a*        b' 

erstredet  werden  muss,  in  welchem  x  und  y  positiv  sind. 

Zerschneiden  wir  den  letzteren  in  Streifen,  welche  der  x-Axe 
])arallel  sind  und  die  Breite  d  x  haben,  so  ist  in  jedem  von  ihnen 

m      /  Y 

xconstant  und  y  variirt  vomWerthe  0  bis  zumWerthe  b 


2 

¥  a 

während  z  den  mit  y  variirenden  Werth 


K'-r 


V'-T- 


')  Die  Abscisse  des  Schwerpunktes  von  F  wird  durch  den  Ausdruck 

P  X 

/x  d  F  /x  y  d  X 


V    —      ^      --  —    ^0 

X,   -  p 


/ydx 


bestimmt. 
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hat.     Mithin   ist   das  Volumen   der  einzelnen  mit  der  xz-Ebene 
parallelen  Schichten  des  Octanten 


f-i 


=  dx'l       dy-cl 


/  2  2 


a         b 


Bei  der  Summation  aller  dieser  Schichten  variirt  x  hinterher  Yon      ' 
x  =  0  bis  x==a.     Daher  erhält  man  bei  dieser  Anordnung  der 
Summation  für  den  Octanten  des  Ellipsoids: 


a  b 


y--  i 


0  0  ' 

als  den  präciscn  Ausdruck  für  die  yorzunehmeuden  Operationen. 
Setzt  man 

y==b|/  1 ^«sin^),     dy  =  b-l/  1 ^'COsq>dqi 


ein,  so  folgt: 


a  2        T 


=  bc-/dx(l ^  j  /  cosip^dg). 


V 

0  "       0 


oder  weil 


2 


cos ip  dg)  =  — 


ist: 


*  2 


v  =  ^bc/(l-^)dx=i-^abc. 

0 

Für  das  Volumen  des  ganzen  dreiaxigen  Ellipsoids  ergiebt 
sich  daher: 

4 

V=8v  =  --jrabc. 
o 
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II.  Das  Rotationscycloid, 

welches  durch  die  Rotation  der  Cycloide 

x  =  r(9)—  sing)),     y  =  r(l  —  cos  9p) 

um  ihre  Basis  entsteht,  hat  zwischen  dem  Pole  q>  =  0  und  der 
Ebene  des  zum  Wälzungswinkel  q>  gehörenden  Parallelkreises  nach 
(2)  das  Volumen 

9 


v=:jr»/y*dx=r:;rr*-/(l — cos 9?)  Aq> 


V  6 


öJCT  •  I  sm  ö  d<p 


=  nv  .  I  ^9>  -  |5  +  --sin  2  +^8m2  Jsm-cos-j 

=  jr  r*-  j    -  (p  — ^  sin  9)  [23  —  9  cos  9)  +  cos  2^)]  >  • 

Das  ganze  Rotationscycloid  von  Pol  zu  Pol  besitzt  daher 
das  Volumen 

V=5jr  r  . 

Ist  der  Winkel  oo  bei  den  verschiedenen  Werthen  von  x 
(oder  9))  verschieden,  so  bleibt  in  der  Formel  (2)  das  co  unter 
dem  Integralzeichen;  und  es  geht  für  ein  zwischen  den  Parallel- 
kreisen a  und  9)  liegendes  Volumen  des  Cycloids  der  allgemeine 
Ausdruck 

%  6 

v=4r-lcosm^d9) 

a 

hervor. 

Verlangen  wir  demnach  z.  B.,  dass  der  herauszuschneidende 
Keil  auf  dem  ihm  zukommenden  Theil  der  Rotationsober- 
fläche gleich  lange  Bögen  b  der  Parallelkreise  trage,  so  ist 

^  b b 


2  r  sin  ^ 
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zu  setzen.     Dann  wird 


=-2r*b./8in|  dtp 


a 

=  -^  r*b  •  [6  (9)  —  a)  —  8  (sin  g>  —  sin  a)  +  (sin  2  9)  —  sin  2  a) 
Das  ist  für  a  =  jt,  (p  =  3t-\-(i  im  besondem: 

V  =  -^  r*b  •  [6  /M  +  8  sin  ^  +  sin  2  /ti]. 

o 


§  141. 
Krümmung  der  Flächen. 

Vergegenwärtigt  man  sich  irgend  eine  von  Ebene  und  Kugel 
verschiedene  Fläche,  z.  B.  eine  Cy linder-  oder  Kegelfläche  oder 
gar  eine  nach  Art  eines  Sattels  gekrümmte  Fläche,  so  giebt  die 
blosse  Anschauung  Anlass  zu  dem  Urtheil, 

dass  die  einzelnen  Flächen  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen hin  generell  verschiedene  Grade  der  Krümmung 
besitzen. 
Man  wird  es  daher  von  vorne  herein  von  der  Hand  weisen  müssen, 
die  Analogie  von  Curve  und  Krümmungskreis  in  der  Weise  zu 
verfolgen,  dass  eine  Kugel  aufgesucht  werde,  welche  sich  in  der 
unmittelbaren  Nachbarschaft  eines  Punktes  einer  gegebenen  Fläche 
(p  (x,  y,  z)  =  0  überall  enger  an  diese  Fläche  anschlösse  als  eine 
andere  Kugel. 

Was  für  eine  einfache  Gattung  von  „Krümmungsflächen«  sich 
anstatt  einer  solchen  —  unmöglichen  —  Kugel  einführen  lasseo 
mag,  wird  man  erst  nach  der  Untersuchung  der  Krünunungeu 
aller  derjenigen  Schnitte  unserer  Fläche  9)(x,y,z)  =  0  bestimmen 
können,  welche  durch  den  einen  Punkt  (x,y,z)  hindurchgehn. 

Zieht  man  aber  durch  den  Punkt  (x,  y,  z)  der  vorgelegto 
Fläche  eine  beliebige  Curve,  so  liegt  deren  Krümmungskreis  in 
der  Schmiegungsebene  derselben  und  ist  identisch  mit  dem  Kräjo- 
mungskreise  ihrer  Projection  in  der  Schmiegungsebene. 
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Mithin  genügt  es,  die  Krümmungen  der  einzelnen  Gurven  zu 
untersuchen,  in  welchen  die  Fläche  tp  (x,  y,  z)  =  0  von  den  ver- 
schiedenen Ebenen  geschnitten  wird,  die  durch  den  Punkt  (x,y,z) 
gelegt  werden  können. 

Wir  wollen  zunächst  diejenigen  Curven  betrachten,  in  welchen 
die  Fläche  q>  (x,  y,  z)  =  0  von  den  durch  eine  bestunmte  Tangente 
hindurchgelegten  Ebenen  geschnitten  wird,  und  hierauf  die  Tan- 
gente um  ihren  Berührungspunkt  drehen,  um  diejenigen  Schnitte 
mit  einander  zu  vergleichen,  welche  verschieden  gerichtete  Tan- 
genten in  sich  enthalten. 

Fasst  man  eine  bestimmte  Tangente  von  ^  (x,  y,  z)  ==  0  ins 
Auge,  legt  durch  dieselbe  eine  Ebene,  bezeichnet  die  bis  zum  Be- 
rührungspunkt (x,  y,  z)  reichende  Schnittcurve  durch  s,  deren 
Ejrümmungsradius  durch  r,  die  Richtung  des  letzteren  vom  Be- 
rührungspunkte aus  durch  (a,  ^,  /)  und  sieht  s  als  unabhängige 
Variable  an,  so  hat  man  nach  §  136,  (9)  die  Relation: 

cos  d cos  ß cos  7  

X  y  z 

In  dem  Normalschnitt  der  Fläche,  welche  durch  dieselbe  Tangente 
gelegt  ist,  sei  q  der  Krümmungsradius  und  («  ,/3  ,7  )  dessen  Rich- 
tung. Der  Richtungswinkel  von  r  und  q  gegen  einander  heisse  6. 
Dann  ist  nach  §  138: 

.^ .       cos  «1 cos  j9i cos  7i 1 

öx  öy  bz         J/(öf)+U-7J+Uz} 

und  nach  einem  bekannten  Satze: 

cos  6  =  cos  a  cos  a^-f-  cos  ^  cos  |3^+  cos  7  cos  7^. 

Substituirt  man  in  der  letzten  Formel  aus  den  beiden  vorher- 
gehenden, so  kommt: 

-;r »X    -+-  -r 'J    +  -r; «Z 

A  öx  '    by    "^     '     bz 

cose=  ^ 


vm'H^U^ 


i 


y 

Worpitsky,  Differential-  a.  Integralreolmuiig.  49 
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r  =  — r *^ X •  cos  6. 


Ö9)      „      bg)      „hg) 
öx  '    by    -^     '     öz 

Der  hier  mit  cosO  multiplicirte  Bruch  ist  unabhängig  von  6  oder 
—  was  dasselbe  heisst  —  von  der  besondem  Lage  der  durch  die 
feste  Tangente  gelegten  Schnittebene;  m.  a.  W.:  er  ist  gleich  gross 
für  alle  diejenigen  Curven  auf  der  Fläche  q>  (x,  y,  z)  =  0,  welche 
dieselbe  Tangente  haben.  Denn  differentiirt  man  die  Gleichung 
g)(x,y,z)  =  0  zweimal  nach  s,  so  folgt: 

(2)  -^ '  X  +  -^--  •  y  +  -r---  •  z 

^  ^  hx         ^    by    -^     '     bz 

hg)      ,2  ,    h  g      ,i  ,    h  g)      ,% 
ox  oy  oz 

yt  9  9 

+  2-  r     T— -xy  +  2--^  -t---yz  +  2-  .-^— •  zx 
'         bxöy       -^  ^        öyöz    ^      '         bzbx 

und  in  dieser  Gleichung  hängt  die  rechte  Seite  nur  von  den  par- 
tiellen Derivirten  der  Function  g)  und  von  den  Cosinus  x',  y',  z' 
der  Richtungswinkel  der  Tangente  ab. 

Mithin  bedeutet  jener  mit  cos  6  multiplicirte  Bruch  den  Krüm- 
mungsradius Q  des  Normalschnitts  —  denn  für  diesen  ist  0  =  0, 
cos  6=  1. 

Das  Resultat  dieser  Betrachtung  lässt  sich  so  aussprecheu: 

(Meunierscher)  Lehrsatz  L 

Der  Krümmungsradius  q  eines  Normalschnitts  der 
Fläche  9)(x,y,z)  =  0  im  Punkte  (x,y,z)  hat  den  Werth: 


f  * 


K(if)'+a^-)'+(-^) 

(3)  Q  = 


hg      „hg      n  .    hg) 


hx  hj  öz 

wenn  man  unter  x",  y",  z"  die  zweiten  Derivirten  von  x,y,  z 
nach  dem  Bogen  des  Normalschnitts  oder  auch  nach  dem 
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Bogen  einer  andern  so  auf  der  Fläche  liegenden  Curve 
versteht^  dass  diese  sich  mit  dem  Normalschnitt  im  Punkte 
(x,  y,  z)  berührt.  Bedeutet  r  den  Krümmungsradius  der 
zweiten  Curye  und  6  den  Neigungswinkel  ihrer  Schmie- 
gungsebene  gegen  den  normalen  Schnitt,  so  ist  unter  allen 
Umständen 

(4)  r  =  p  •  cos  0. 

Vorausgesetzt  wird  hierbei,  dass  die  ersten  und  auch  die 
zweiten*)  partiellen  Deriyirten  von  g)(x,y,  z)  völlig  be- 
stimmte Werthe  haben. 

Da  die  Erümmungscentra  aller  derjenigen  Gurren  auf 
9)(x,y,z)  =  0,  welche  einerlei  Tangente  haben,  in  der  zu  dieser 
Tangente  lothrechten  Normalebene  liegen,  so  lässt  die  Gleichung  (4) 
folgende  Interpretation  zu: 

Beschreibt  man  über  dem  Krümmungsradius  des  Nor- 
malschnitts als  Durchmesser  einen  Kreis,  dessen  Ebene 
auf  der  Tangente  des  Normalschnitts  lothrecht  steht, 
so  ist  dieser  Kreis  der  geometrische  Ort  der  Krümmungs- 
centra  aller  derjenigen  Curven  auf  der  Fläche,  welche 
dieselbe  Tangente  haben.  —  Ist  q  bestimmt,  so  hat  die 
besondere  Beschaffenheit  der  Fläche  weiter  keinen  Ein- 
fluss  auf  den  Werth  von  r. 

Setzt  man  voraus,  dass  der  Berührungspunkt  der  Fläche 
9)  (x,  y,  z)  mit  ihrer  Tangentialebene  zum  Nullpunkte  des  Coordi- 
natensystems,  die  Tangentialebene  selbst  aber  zur  xy-Ebene  ge- 
macht sei  —  und  das  soll  von  jetzt  ab  geschehn  ^-  so  liegt  das 
Krümmüngscentrum  des  Normalschnitts  in  der  z-Axe. 
Dann  ist  in  der  Formel  (1): 

cos  a  =  cos  -^  =  0,    cos  ß  :=  cos  -^  =  0,     cos  7  =  +  1 , 
1  ^  1  ^  1 

und  zwar  gilt  für  cos  /^=  +  1  das  obere  oder  das  untere  Vor- 
zeichen, je  nachdem  das  Krümmungscentrum  in  der  Verlängerung 
der  z-Axe  liegt  oder  umgekehrt.    Daraus  folgt  nach  (1)  weiter: 


*)  Wegen  der  Relation  (2). 

.  49* 
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und  aus  (3): , 


(»  = 


»/ßf)* 


öz 


=  + 


// 


unter  derselben  Bedingung  über  die  Vorzeichen. 

Legen  wir  also  dem  q  die  Bedeutung  der  z-Coordinate 
des  Erümmungscentrums  bei,  so  geschieht  dies  da- 
durch, dass  wir 

1         ,,       d*z 

Ti        ==Z    = 

Q 


(5) 
setzen. 


Q  = 


Der  Werth  von 


_d^ 
ds* 


ds^ 


kann  sich  ändern,  wenn  die  Richtung 


von  d  s  auf  der  vorliegenden  Fläche  sich  ändert  Um  die  fragliche 
Änderung  zu  bestimmen,  bezeichnen  wir  durch  (d  den  Richtungs- 
winkel der  Projection  von  ds  in  der  xy-Ebene  gegen  die  Ver- 
längerung der  x-Axe.    Dann  sind 

dx  dy        . 

-, —  =  cos  CO,      ~~  =  9m(D 

ds  ds 

bei  der  Differentiation  von  z  nach  s  constante  Grössen;  und  es 
folgt: 


ds 
d^z 


hz     dx    ,    bz     dy        hz  ,    bz      . 

-r j—  +  -^; —  =  -< COS  CO  +  -r SIU  CO, 

ox     ds        oy     ds        ox  oy 


ds 


2 


8 


8 


ö  z  dx        b  z    dy 
J^x*  ds       bxöy  ds 


cos  CO  + 


9  9  * 

b  z^  dx       b  z  dy 


bxby  ds       })y*  ds 


smu) 


M  A  Q 

bz  2,o^z  bz.2 

= r-  •  cos  CO  +2  -r — ^ —  cos  CO  sm  CD  H •  sm  CO  . 

dx*  ^     öxby  ^  dy* 
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Bezeichnet  man  daher  der  Kürze  wegen 

.^^  b  z  6  z         ,        h  z 

(b)  -  =  a,     ^      -  =  b,    — -=c, 

so  erhält  man  für  die  in  der  Richtung  eo  vorhandene  nor- 
male Krümmung  den  Ausdruck: 

(7)  —  =  a  •  cos  09  +  2  b  •  cos  CO  sin  cö  +  c  sin  co^ 

in  welchem  die  Grössen  a,  b,  c  ihrer  Definition  (6)  gemäss  unab- 
hängig von  €0  sind. 

Beachtet  man  noch,  dass  das  Paraboloid 


2z  =  ax*+2bxy  +  cy 


s 


denselben  Ausdmck  für  q  ergiebt,  wie  die  vorgelegte  Fläche  — 
denn  es  liefert  für  die  zweiten  Derivirten  von  z  die  in  (6)  notir- 
ten  Worthe  —  und  ruft  sich  die  Unabhängigkeit  der  Krümmung 
der  schrägen  Schnitte  von  der  besondem  Beschaffenheit  der  Fläche 
ins  Gedächtniss  zurück  (Lohrs.  I),  so  erhält  man  den 

Lehrsatz  IL 

Zu  jedem  Punkt  der  Fläche  9)(x,  y,  z)  =  0  gehört  ein 
Paraboloid,  welches  mit  ihr  in  diesem  Punkte  einen  Con- 
tact  zweiter  Ordnung  besitzt,  d.  h.:  jede  durch  den  Be- 
rührungspunkt gehende  Ebene  schneidet  die  Fläche 
^(x,  y,  z)  =  0  und  das  Paraboloid  in  Curven  von  gleicher 
Krümmung. 

Macht  man  die  Tangentialebene  zur  Ebene  der  (xy), 
die  Normale  zur  z-Axe  und  bezeichnet  für  den  Nullpunkt 
(Berührungspunkt)  die  aus  9)(x,y,z)  =  0  abzuleitenden  Werthe 

,.^.  b  z  h  z         .        h  z 

^'^  17"=^   b-.bT=''  -^='' 

80  ist  für  denjenigen  Normalschnitt,  welcher  den  Rich- 
tungswinkel CO  gegen  die  x-Axe  hat,  die  Krümmung: 
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(7)  —  =  a  •  cos  a>  +  2  b  •  cos  oj  sin  cö  +  c  •  sin  co  ; 

und  die  Gleichung  des  „Krümmungsparaboloids"  ist: 

(8)  2z  =  ax*+2bxy  +  cyl 


Anmerkung. 

Nachdem  die  Existenz  des  Krümmungsparaboloids  —  immer 
unter  der  Voraussetzung  bestimmter  Werthe  von  a,  b,  c  —  mit 
Hülfe  eines  Coordinatensystems  von  besonderer  Lage  nachgewiesen 
ist,  kann  man  dessen  Gleichung  auch  für  jedes  anders  gelegene 
Coordinatensystem  ohne  Coordinatentransformationen  leicht 
bestimmen. 

Da  nämlich  nach  §  133  die  Dislocation  der  Coordinaten- 
systeme  Rechnungen  verlangt,  bei  welchem  jede  primitive  Coordi- 
nate  durch  eine  lineare  Function  der  secundären  Coordinaten  er- 
setzt wird  —  etwa: 

•x  =  p  +  a-x^+i9.y^+7.z^ 

—  so  bleibt  vor  imd  nach  der  Transformation  die  Ordnung  der 
Derivirten  überall  ungeändert,  wo  die  Coordinaten  die  Dififeren- 
tionsvariabeln  sind. 

Mithin  ist  das  Krümmungsparaboloid  diejenige  Fläche, 
deren  Gleichung  erfüllt  wird,  wenn  man  in  ihr  die  Co- 
ordinaten  des   Berührungspunktes,    so   wie   die   ersten 
und  die  zweiten  Derivirten,  mit  den  analogen  Werthen 
aus   der   Gleichung   der   berührten   Fläche   vertauscht, 
während   die   höheren  partiellen  Derivirten  der  einen 
Coordinate  nach  den  andern  Coordinaten  verschwindeiL 
Denn  in  dieser  Weise  entsteht  die  Gleichung  des  fraglichen  Para- 
boloids  oben   bei  der  dort  vorausgesetzten  besonderen  Lage  dos 
Coordinatensystems.     Man  kann  daher  die  Rechnung  in  folgender 
Weise  ausführen: 

Es  sei  (x,  y,  z)  der  Berührungspunkt,   (§,  tj^  g)  ein  zweiter 
Punkt  der  Fläche  9)(x,y,z)  =  0  oder  z  =  tp(x,y). 
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Dann  ist  nach  Taylor: 

+  R, 

WO  der  Rest  R  gleichzeitig  mit  den  höheren  Derivirten  von  z  ver- 
schwindet. 

Mithin  lautet  die  Gleichung  des  Krümmungsparaboloids: 

,1,^  X«   Ö  Z     ,     />.  x/  \       ^2  I  V«   b'z 


welche  Lage  das  Coordinatensystem  und  die  auf  dasselbe  bezogene 
Fläche  9p(x,y,z)  =  0  gegen  einander  auch  haben  mögen. 


§  142. 

Veränderung  der  Krümmung  bei  der  Drehung  des 

Normalschnitts. 

Wir  machen  wieder  die  Tangentialebene  der  Fläche  zur 
(xy)-Ebene  und  die  Normale  zur  z-Axe  und  untersuchen  die  Ver- 
änderung, welche  die  Krümmung  des  Normalschnitts,  nämlich 

X  9  9 

(1)  k^:^  -  =:aco8co  +  2b  cos  CO  sin  Co +  c  sin  Co 

erleidet,  wenn  der  Richtungswinkel  C9  des  Normalschnitts  von  0 
bis  Jt  wächst. 

Da  k  hierbei  sich  nicht  unstetig  ändert  und  schliesslich  sei- 
nen ursprünglichen  Werth  wieder  annimmt,  so  müssen  in  diesem 
Intervall  Maxima  und  Minima  von  k  vorhanden  sein,  falls  k  nicht 
constant  ist.    Diese  finden  sich,  wo 
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dk 

^—  =  —    (a  —  c)  sin  2co  +  2b  cos  2cö  =  0 

da}  ^  ^ 


und 


2i 


dco* 


< 


=  —  2  (a  —  c)  cos  2cö  —  4  b  sin  2«?  ^  0 


ist. 


Nun  giebt  es  aber,  falls  nicht  gleichzeitig  (a  —  c)  =  0  und 

b  =  0  ist,  in  dem  Intervall  (0,  jr)  stets  zwei  um  -^  von  einander 

dk  . 

verschiedene  Werthe  von  eo,  für  welche  -3 —  =  0  ist,  nämlich  die 

beiden  Werthe,  für  welche 

rt  2b  -.         ^  a  —  c 

tng2c»  = j     d.  1.  cot2<ö  =  — ^rv — » 

°  a — c  2b 

hervorgeht.     Dieselben  ergeben  für  die  zweite  Derivirte  den  Aus- 
druck 

d*k  2(a  — c)  4b 


—  j 


d  CO*  cos  2a?  sin  2c» 

welcher  sein  Vorzeichen  ändert,  wenn  co  um  ^  wächst. 

Daher  giebt  es,  falls  nicht  gleichzeitig  (a  —  c)  =  0  und 
b  =  0  ist,  durch  jeden  Punkt  der  vorgelegten  Fläche 
zwei  rechtwinklig  gegen  einander  geneigte  Normal- 
schnitte von  maximaler  und  von  minimaler  Krümmung, 
aber  nicht  mehr. 

Diese  beiden  Normalschnitte  nennt  man  die  Hauptkrüm- 
mungsschnitte der  Fläche  im  Punkt  (x,7,z),  deren  Krüm- 
mungsradien die  Hauptkrümmungsradien,  u.  s.  w. 

Durch  die  Substitution  in  (1)  findet  man  für  die  beiden 
Hauptkrümmungsradien  die  Formel: 


Bezeichnet  man  dieselben  durch  o   und  ()  ,  so  ist  u.  a.  offenbar: 
(3)  1 =  a  +  c, =  ac  —  b*. 
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Was  schliesslich  den  bisher  ausgeschlossenen  Fall  angeht,  so 
erhellt  aus  der  Formel  (1)  ohne  weiteres: 

Ist   gleichzeitig   (a  — c)  =  0    und   b  =  0,    so   haben   alle 

Normalschnitte   die   gleiche   Krümmung— =a;    —   sie 

sind  sämmtlich  Hauptkrümmungsschnitte  der  Fläche 
in  dem  fraglichen  Punkt. 

Einen  solchen  Punkt  nennt  man  einen  Nabelpunkt  der  Fläche. 
Verändert  man  jqtzt  das  Goordinatensystem  unter  Beibehal- 
tung der  z-Axe  in  der  Weise,   dass  die  x-Axe  und  die  y-Axe 
in  die  beiden  Hauptkrümmungsschnitte  der  Fläche  fallen,  so  zeigt 
die  Gleichung 

.     9  2b 

a  —  c 

durch  welche  oben  die^  Hauptschnitte  bestimmt  wurden,  dass  nach 
dieser  Coordinatentransformation  ein  neues  b  =  0  auftreten  muss, 
weil  durch  dieselbe  tng2co  =  0  gemacht  wird. 

Die  Gleichung  für  den  Krümmungsradius  q  nimmt  daher  die 
Gestalt  an: 

=  a  •  cos  tö  +  c  •  sin  <o  . 
Q 

Für  07  =  0  und  09=^  erhält  man  hieraus  die  beiden  Haupt- 
krümmungen 

1   _  1  _ 

• —  a,      ~     ——  c 

Das  heisst: 

Macht  man  die  beiden  Graden,  in  denen  die  Tangential- 
ebene von  den  Hauptkrümmungsschnitten  getroffen 
wird,  zu  Axen  der  x  und  der  y,  so  spricht  die  Gleichung 

1        cos  CO      .    sino? 


(4)  _=J2:rj:i_  + 

die  Beziehung  aus,  welche  zwischen  den  Hauptkrüm- 
mungsradien o  ,  Q^  und  dem  Krümmungsradius  jedes 
andern  Normalßchnitts  besteht.  —  Die  Gleichung  des 
Krümmungsparaboloids  nimmt  die  Gestalt  an: 
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(5)  2z-=  — +  ^. 

Setxt  man  in  (4)  ( —  co)  für  q>,   so  ändert  sich  die  rechte 
Seite  nicht.     Dies  kann  man  so  aussprechen: 
Haben  zwei  Normalschnitte  eine  gleiche  Neigung  gegen 
einen    Hauptkrümmungsschnitt,    so    besitzen   sie   eine 
gleiche  Krümmung. 

Substituirt  man  f^  +  <»)  ^  «^j  so  erhält  man  aus  (4)  für  die 

Krümmung  des  neuen  Schnitts: 

1         sin  CO      .    cosa> 


Dies  giebt  in  Verbindung  mit  (4): 

Q       Q       Qt       Qi 
Also: 

Die  Summe  der  Krümmungen  je  zweier   auf  einander 

senkrechten  Normalschnitte  durch  denselben  Punkt  der 

Fläche  ist  constant. 

Wir   haben   bereits   oben   gesehn,   dass   die  Krümmung  der 

Fläche  vollständig  charakterisirt  wird  durch  die  Krümmung  des 

Paraboloids 

8  2 

(6)  2z  =  — +  ^. 

Denken  wir  uns  durch  denjenigen  Punkt  der  z-Axe  —  d.  i.  durch 
denjenigen  Punkt  der  Normale  —  dessen  z-Coordinate  =z  ist 
eine  Ebene  parallel  zur  Tangentialebene  —  der  (xy)- Ebene  — 
gelegt,  so  ist  demnach 

(7)  1  =  -,4:r-  +  J 


2z  e,       2z  Q^ 

die  Gleichung  der  Projection  des  Schnitts  dieser  Ebene  mit  dem 
Krümmungsparaboloid  auf  der  Tangentialebene. 
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Man  nennt  diese  Projection  die  Indicatrix  des  Berührungs- 
punktes. 

Damit  die  Indicatrix  Realität  habe,  muss  z  so  gewählt  sein, 
dass  mindestens  das  eine  von  den  Producten  2z(>^,  2zq^  einen 
positiven  Werth  besitzt,  weil  die  Gleichung  (6)  sonst  keine  reellen 
Werthe  für  x  und  y  ergiebt,  d.  h.  m.  a.  W.:  die  parallel  zur  Tan- 
gentialebene angebrachte  Ebene  muss  durch  einen  solchen  Punkt 
der  Normale  hindurchgehn,  nach  welchem  hin  mindestens  ein 
Krümmungsradius  vom  Berührungspunkte  aus  gerichtet  ist. 

Haben  o  und  p  gleiche  Vorzeichen,  so  ist  dies  nur  bei 
einem  Vorzeichen  von  z  möglich:  —  die  Fläche  liegt  auf  einer 
einzigen  Seite  ihrer  Tangentialebene,  und  die  Indicatrix  ist  eine 
Ellipse  mit  den  Halbaxen  V2zq    und  V2zq  . 

Haben  o  und  q  ungleiche  Vorzeichen,  so  darf  z  sowohl 
positiv  als  auch  negativ  genommen  werden:  —  die  Indicatrices  für 
beide  Seiten  der  Tangentialebene  sind  (bei  gleichen  Abständen 
der  Schnitte)  conjugirte  Hyperbeln  mit  identischen  Asymptoten; 
denn  wenn  die  eine  Gleichung  die  Gestalt 

1  =  ^^ L. 

erhält,  so  erhält  die  andere  Gleichung  die  Gestalt 

2  2 

i=-iL  .  y_. 

a*  ^  b* 

Bei  gleichen  Vorzeichen  von  q^  und  o  ist  die  Fläche 
buckeiförmig,  bei  ungleichen  Vorzeichen  sattelförmig. 
Bei  gleichen  Vorzeichen  von  q  und  o  schrumpft  die 
Indicatrix  durch  die  Verminderung  von  z  in  einen 
Punkt  zusammen,  bei  ungleichen  Vorzeichen  deformirt 
sie  sich  in  die  beiden  Graden 


nämlich  in  die  gemeinsamen  Asymptoten  aller  Indica- 
trices  aus  den  entfernteren  Schnitten. 
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Setzt  man  in  der  Gleichung  (7)  der  Indicatrix 

x  =  rco8a>,     y  =  r8ina>, 

bezeichnet   also   durch   r   denjenigen   Halbmesser   der   Indicatrix, 
welcher  in  derselben  Normalebene  liegt,  wie  der  Schnitt  mit  der 

Krümmung  — »  so  ergiebt  sich  aus  (7): 

2z        coscö  sin  CO 


+ 


r*        e,  c. 

Durch  die  Yergleichung  mit  (4)  folgt  hieraus: 

(8)  .=!*• 

Daher    sind   die   Krümmungsradien   der   verschiedenen 
Normalschnitte,    welche    durch    denselben    Punkt    der 
Fläche   gehn,    den   Quadraten    der  zugehörigen   Halb- 
messer der  Indicatrix  proportional. 
Diesem  Umstände  verdankt  die  Indicatrix  ihren  Namen. 

Wir  beziehen  —  wie  es  zuletzt  bereits  geschehen  ist  —  auch 
femer  die  Gleichung  der  Fläche  auf  eine  bestimmte  Tangential- 
ebene als  Ebene  der  (xy)  und  sehen  deren  Schnittlinien  mit  den 
beiden  Hauptnormalschnitten  als  die  Axen  der  x  und  der  y  an 
Dann  lautet  die  Gleichung  einer  zweiten  Tangentialebene, 
deren  laufende  Coordinaten  durch  §,  ij,  C,  bezeichnet  werden: 

(!-«)*:+(,-.)-*; +(5-^)tf=0 

oder,  wenn  man  die  Gleichung  g?  (x,  y,  z)  =  0  in  der  Gestalt 
y  (x,  y)  —  z  ==  0  dargestellt  denkt: 

F(i.y,z)  =  (g-x)|-^  +  (,/-y)|^-(g-z)  =  0. 

Verschiebt  man  den  Berührungspunkt  (x,  y,  z)  auf  der  Fläche  um 
die  Strecke  ds,  so  erhält  man  eine  zweite  Tangentialebene,  und 
deren  Gleichung  stellt  sich  in  der  Form  F  (x  +  d  x,  y  +  dy,  z  +  ^l^) 
=  0  dar.    Die  Schnittlinie  der  beiden  Tangentialebenen  genügt 
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beiden  Gleichungen,  mithin  auch  der  Differenz  derselben,  dividirt 
durcli  ds.  Lässt  man  hinterher  ds  sich  der  Null  nähern,  so  er- 
hält man  demnach  die  Grenzlage  der  Schnittlinie  beider  Tangen- 
tialebenen für  unendlich,  genäherte  Berührungspunkte  aus  den 
beiden  Gleichungen: 

F(x.y,z)  =  (g-x).|^  +  (,-y).|^-(S-2)  =  0, 

dF(x,y,z)  _       /b'z  dx    b*z  dy 
ds  Ux*  ds  "'"öxby  ds 

.    V  /  b*z  dx    Ä*z  dy 

+  w  — y)-^j^— j^y-57+  -^  ^g 

dx  6z    dy  bz    dz 

-d^-b^-ds— b7+^=^- 

Diese  beiden  Gleichungen  vereinfachen  sich  ausserordentlich,  wenn 
der  Punkt  (x,y,z)  in  den  Coordinatenanfang  verlegt  wird.  Denn 
dann  wird: 

x  =  y  =  z  =  0;      c^     =—-  =  0; 

ox         0  y 

b*z_    _JL^^       ^!?__u_0      ^ J_. 

dx  dy         .  dz        ^ 

-— —  =  C08ß>,      .,-^  =  sincö,     -- —  =  0; 
ds  ds  ds 

und  die  beiden  Gleichungen  gehen  über  in: 

Unter  den  letzteren  zeigt  die  zweite  denjenigen  Durchmesser  der 
Indicatrix  an,  welcher  dem  Durchmesser  vom  Richtungswinkel  o 
conjugirt  ist.  ^)     Es  ergiebt  sich  also: 


^)  Ist  nämlich  ct>  der  Richtungswinkel  eines  Durchmessers  der  Ellipse 
oder  Hyperbel 
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Construirt  man  in  einer  Tangentialebene  der  Fläche 
die  Indicatrix  für  den  Berührungspunkt  und  läset  über 
einem  Durchmesser  derselben  den  Berührungspunkt 
einer  zweiten  Tangentialebene  an  den  der  ersteren 
herantreten,  so  nähert  sich  der  Schnitt  beider  Tangen- 
tialebenen dem  .conjugirten  Durchmesser  der  Indica- 
trix als  Grenzlage. 

I       o *> 


2z  p  2z  p 

so  versteht  man  unter  dem  conjugirten  Durchmesser  denjenigen,  welcher 
der  Tangente  durch  den  einen  Endpunkt  des  ersteren  parallel  liegt    D^r 
Richtungswinkel  des  cozgugirten  Durchmessers  heisse  o). 
Dann  folgt: 

,      dy  Q.^  pcosö>  Q 

tng  cü  =  ~-  =: "^ —  = ^—i = 5L_  .  cot  cü; 

dx  Qj  p^sinw  p^ 

und  hieraus  ergiebt  sich  als  Gleichung  des  coigugirten  Durchmessers: 

Q   cos  ii) 


1?  =^  f  •  tng  ce)'=  —  f 


Q  sm  u) 


5  •  cos  ü)        Ti'%inio  ^ 

Da  cos  0}  und  sin  <o  gleichzeitig  ihre  Vorzeichen  ändern,  wenn  man  w  um  t 
Ycrgrössert,  d.  h.  wenn  man  die  Tangente  durch  den  zweiten  Endpunkt  de< 
primitiven  Durchmessers  der  Construction  des  conjugirten  Durchmessers  zu 
Grunde  legt,  so  bleibt  nach  der  obigen  Formel  für  tnga»'  die  Lage  des 
conjugirten  Durchmessers  unge&ndert;  denn  es  erweisen  sich  die  beiden 
fraglichen  Tangenten  als  parallel. 

Mithin  gehört  zu  jedem  Durchmesser  nur  ein  conjugirter. 

Ersetzt  man  femer  (o  durch  a>',  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  für 
tng  0}  zur  Bestimmung  des  Richtungswinkels  w"  des  conjugirten  Durch- 
messers: 


Q 

tng  Q}"^== ^ .  cot  ce>'==  -f  tng  ce>, 


Mithin    ist   jeder  Durchmesser    der    conjugirte    Durchmesser 
seines  conjugirten  Durchmessers. 

Sind  r  und  r    die  coi^jugirten  Halbmesser,  so  folgt  aus  der  Glcichnng 
des  Kegelschnitts 


8  i 


2z(>,         22  p^ 
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Je  zwei  conjugirte  Durchmesser  der  Indicatrix  nennt  man 
conjugirte  Tangenten  der  Fläche,  die  durch  sie  hindurch- 
gelegten Normalschnitte  conjugirte  Normalschnitte. 

Die  Krümmungsradien  in  zwei  conjugirten  Normalschnitten 
der  vorgelegten  Fläche  mögen  q  und  (/  heissen,  die  zwei  entspre- 
chenden Halbmesser  der  Indicatrix  r  und  r.    Dann  ist  nach  (8): 

r  ,       r 


Q  =  7i~'    Q 


2z       ^        2z 

Hieraus   folgt,   weil   nach   einem  —  unten  bewiesenen  —  Satze 
über  die  Kegelschnitte 

r*+r'*=  2z  ((>,+  (),) 
ist: 

durch  die  Sabstitution  der  Werthe  x  =  r  cos  o»,  y  =  r  sin  cü,  dass 


und  analog 


3 

r  = 

^1  ^3 

()  sin  tu  +  (>  cos  w 

,2 

r    = 

(>  siu  0}'  -\-  Q  cos  w 

ist. 

Addirt  man  die  Ausdrücke  für  r    und  r     zu  einander  unter  Rücksicht 
auf  die  oben  abgeleitete  Gleichung 

Q 

tnff  oj^ —  '  cot  0} 

zu  einander,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 

r'+  r''=  2z(()^+  Q^). 

Mithin  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  conjugirten  Halb- 
messer einer  Ellipse  oder  Hyperbel  constant,  nämlich  gleich 
der  Summe  der  Nenner  in  der  Mittelpunktsgleichung 

3  3 

^      +-1 =1 


2  z  p  2z  g 

des  fraglichen  Kegelschnitt^. 


